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V 2控制 Buck变换器分岔与混沌行为的机理及镇定*
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V 2 控制的 Buck变换器在反馈放大系数变化的情况下表现出丰富的非线性行为.本文建立了 V 2 控制 Buck变

换器的离散迭代模型,利用单值矩阵方法研究了系统不稳定行为.随着反馈放大系数的增大,变换器从稳定的周期

一状态发生一系列的倍周期分岔现象进入周期二、周期四,不断倍化直至混沌态. 同时其单值矩阵的最大特征值也

沿着实负轴穿越单位圆,从而从稳定性的角度揭示了系统发生一系列倍周期分岔的机理. 基于单值矩阵理论,利用

正弦电压补偿方法镇定了系统的分岔和混沌行为,得到了镇定后系统的稳定边界. 仿真和实验结果证明了本文分析

方法和结论的正确性.
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1 引 言

作为一类典型的 PWM控制系统, V 2 控制的变

换器利用输出电压的纹波作为控制信号,与误差比

较器作比较后调节系统占空比, 获得所需电压. 此

类变换器因其电路设计简单、对负载以及电压变

化响应快速、适用于低电压电路等优点而得到了

广泛应用 [1].

文献 [2] 首先提出了 V 2 控制策略, 并运用于

DC-DC 变换器. 文献 [3] 研究了 V 2 控制 Buck 变

换器的动态特性,文献 [4], [5]分别建立了 V 2 控制

Buck, Boost变换器的小信号模型,并对动态性能进

行了分析.文献 [6]建立了具有斜坡补偿的 V 2 控制

Buck变换器的小信号模型. 文献 [1]建立了固定导

通时间的 V 2 控制 Buck变换器的精确小信号模型.

但上述文件并没有深入分析系统的非线性动力学

行为.

众所周知, PWM 控制开关变换器具有丰富的

非线性动力学行为. 截至目前为止, 人们已在此

类变换器中发现了诸如倍周期分岔 [7]、Hopf 分

岔 [8]、切分岔 [9]、边界碰撞分岔 [10]、混沌 [11] 等

复杂的非线性现象. 文献 [12] 研究了 V 2 控制的

Buck变换器在占空比大于 0.5时的次谐波振荡情

况, 利用斜坡补偿解决了此类不稳定行为, 但没有

分析反馈系数对变换器不稳定行为的影响. 文献

[13] 建立了 CCM Buck 变换器的等效一阶同步映

射迭代模型,分析了电路参数发生变化时系统从分

岔走向混沌的路径,但没有研究系统发生分岔和混

沌的内在机理, 也没有预测分岔点和分岔类型, 分

岔的参数的稳定域以及对不稳定行为的镇定控制

方法同样没有涉及. 文献 [14], [15]采用参考电流微

扰法控制了变换器的混沌行为,实现了对系统的镇

定控制.

为了深入研究 V 2 控制 Buck变换器的非线性

行为, 解决工程中所遇到的一些系统不稳定行为,

进而指导工程实际中的运用, 本文以 V 2 控制的

Buck变换器作为研究对象,首先建立系统的离散迭

代模型,计算系统单值矩阵,揭示系统的稳定特性,

进而分析系统在误差放大器系数发生变化的情况

下的不稳定行为,并利用正弦补偿电压镇定了系统,

扩展了系统的稳定边界.
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2 V 2控制的 Buck变换器数学模型

V 2 控制的 Buck 变换器电路原理图与控制波

形分别如图 1(a)和 (b)所示. 系统在连续导电模式

(CCM)下的稳态波形如图 1(b)所示, 其中 Ur 为参

考电压. 在每一个开关周期开始时, 时钟信号使锁

存器复位、开关 S导通,由于输入电压Uin 的作用,

电感电流 iL 由初始值线性增大.对于开关频率的信

号,电容 C 支路的阻抗远远小于负载 R的阻抗,该

变化的电感纹波电流 ∆iL 完全流经电容 C,通过滤

波电容的等效串联电阻 RE 给滤波电容充电, 从而

在 RE上产生与电感电流斜率相同的压降 ∆iLRE. 由

于电容 C的容量很大,其电压UC 可认为恒定不变,

则内环的检测电压为 uO = ∆iLRE + uC. 当 uO 增大

到误差电压UA 时,比较器翻转,从而使锁存器输出

低电平,开关管关断,电感电流线性下降,直到下一

个时钟脉冲信号到来,开始一个新的开关周期.

2.1 变换器状态矩阵

取状态变量 x = [iL,uC]
T, 其中 iL 为电感电流,

uC 为电容电压,根据 Buck变换器的开关模态可得

系统数学模型如表 1所示.

图 1 V 2 控制 Buck变换器 (a)控制原理图; (b)控制波形图

表 1 Buck变换器数学模型

状态矩阵 输出矩阵 系统矢量 S D

A1 =
1(

R+RE
)
 −RRE

L
−R

L
R
C

− 1
C

 B1 =


1
L

0

 f1 =A1x+B1Uin on off

A2 =
1(

R+RE
)


−RRE

L
−R

L

R
C

− 1
C

 B2 =

 0

0

 f2 =A2x+B2Uin off on

由表 1可知系统的矢量分别可表述为

f1 =A1x+B1Uin =
1(

R+RE
)

×

 −RREx1

L
− Rx2

L
Rx1

C
− x2

C

+

 Uin
L

0

 , (1)

f2 =A2x+B2Uin

=
1(

R+RE
)
 −RREx1

L
− Rx2

L
Rx1

C
− x2

C

 . (2)

由 V 2 控制策略可知

UO −UA = 0. (3)

又因为

UO =∆iLRE +UC,

UA =G1(Ur −Uo). (4)

将 (4)式代入 (3)式可有

UC − Ur ·G1

1+G1
+∆iLRE = 0, (5)

即

uO − UrG1

1+G1
= 0. (6)
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由于 RE 取值很小, 因此, 当时 G1 >> 1 时,
uC ≈ uO ≈ Ur. (6)式的 uO–Ur–G1 关系如图 2所示.
G1 的取值对系统的稳定性产生的影响将在第三节

详细分析.

图 2 uO-Ur-G1 关系图

2.2 切换面的表达式

系统在 t = nT 时刻开始新的周期,系统状态变
量 x的轨迹此时到达切换面,开关由 off状态跳跃
至 on 状态, 跳跃矩阵为 S2, 转移矩阵为 Φon, x 经
历开关 on状态,在 x(nT + dT )时刻到达切换面 h2,
开关从 on状态跳跃为 off状态,跳跃矩阵为 S1,转
移矩阵 Φoff, x经过开关 off状态,回到 x(nT ). 在开
关从 on转到 off时刻的切换面 h2 为 (3)式所述. 由
于电容的容值很大,在开关频率附近, uC 几乎保持

不变.又因为 iO =
uO

R
≈ uC

R
,以 uO 作为控制对象的

切换面可由 (3)式改写为

hn2 = uC − UrG1

1+G1
+

(
iL −

uC

R

)
RE = 0. (7)

2.3 切换点的计算

由文献 [19]可知对于 CCM Buck变换器,切换
点的迭代方程可写为

eA1 dTx(nT )+A−1
1
(

eA1 dT −I
)
B1Uin

−x(nT + dT ) = 0, (8)

eA2(1−d)Tx(nT +dT )+A−1
2
[

eA2(1−d)T −I
]
B2Uin

−x
[
(n+1)T

]
= 0. (9)

利用牛顿 - 拉夫逊方法解 (8)、 (9) 组成的方程组,
可得切换点的状态变量 x以及占空比 d 的值.

3 稳定性分析

在一个开关周期内,变换器状态变量在相空间

的轨迹形成一个极限环,即周期一轨道. 根据单值

矩阵理论 [16], 一个开关周期内的转移矩阵与跳跃

矩阵的乘积所得的单值矩阵的最大特征值在单位

圆内,系统处于稳定状态; 最大特征值位于单位圆

上,系统发生分岔现象;最大特征值位于单位圆外,

系统处于不稳定状态.

3.1 跳跃矩阵

由系统的切换面 (7)可得法向量为

n=

 RE

1−RE/R

 . (10)

同样可得切换面对时间 t 的导数为

∆h = 0. (11)

进而可得

(f2 −f1)n
T

=

 −REUin

L
−Uin(1−RE/R)

L
0 0

 , (12)

nTf1 =
[

RE 1−RE/R
]

×

 1
R+RE

 −RREiL
L

− RuC

L
RiL
C

− uC

C


+

 Uin

L

0


 . (13)

联立 (10)—(13),可得系统的跳跃矩阵 [16,17]为

S1 = I+
(f2 −f1)n

T

nTf1 +∆h

∣∣∣∣
dT
. (14)

3.2 单值矩阵

由上述分析,显然有

nTf2 ×nTf1 > 0, (15)

因此系统在切换面处有唯一的 Filippov解 [18].

一个周期内, 先是开关导通的模态, 则 Φon =

eA1 dT , dT 时刻到达切换面,则跳跃矩阵为 S1. 再是

开关关断的模态, 有 Φoff = eA2(1−d)T, 在 T 时刻到

达周期切换点,则跳跃矩阵为 S2 = I . 因此可有整

个周期的单值矩阵 [16,17]:

M = S2 ·ΦoffS1 ·Φon =Φoff ·S1 ·Φon. (16)
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4 分岔与混沌现象机理研究

在反馈比例系数 G1 较小时, 系统处于稳定阶

段,单值矩阵的最大特征值的模小于 1,随着 G1 的

增大,单值矩阵的最大特征值从 −1处穿越单位圆,

系统进入周期 2轨道,产生倍周期分岔;随着 G1 的

继续增大,系统的状态轨迹继续倍化,直至混沌.

为了便于分析, 我们采用下表 2 所示参数, 由

牛顿方法可得开关点 x(dT ),再由 (16)式可得单值

矩阵M 的 Floquet乘子,其演化图如图 3所示. 为

了预测分岔点的数值和分岔类型, 令 Floquet 乘子

为 1,即

max |λM|= 1. (17)

联立 (16), (17),可解得 G1 = 3.413,此时 λM 的

两个值分别为 −1.000和 0.8042, Floquet乘子一个

值从负半轴穿越单位圆, 另一个值位于单位圆内,

系统此时发生倍周期分岔.

表 2 V 2 控制 Buck变换器的电路参数

参数 值 参数 值

Uin/V 8 L/µH 100

f /kHz 20 C/µF 2800

D [0,1] Ur/V 5

R/Ω 3 RE/Ω 0.08

图 3 Floquet乘子演化图

4.1 一周期振荡机理

当 G1 = 2 时, 系统表现为稳定的一周期运

行. 子系统 S1 和 S2 的平衡点分别为 E1

(8
3
,8
)T
和

E2(0,0)T. 当系统在两个子系统之间进行周期性切

换时,其动力学行为由两个子系统耦合而成. 同时,

系统的周期性切换形成两个分界面: 一个是切换条
件即切换面 h2,另一个则是周期脉冲信号 T .
由于滤波电容的等效串联电阻 RE 的作用,

uC 近似但并不等于 uO, 本文选择的状态变量为
x = [iL,uC]

T, 在后面的分析中, 考虑到在工业应用
中需要的是输出电压 uO,因此给出的图形都是基于
输出电压 uO 的.

图 4 一周期相图与切换面 (a) iL-uO 相图; (b)输出电
压与切换面

一个周期开始时刻,变换器开关 S导通,以点A
为起点,系统运行于子系统 S1. 由于 A点不是刚好
位于子系统 S1 的周期轨道上,系统会沿 ACB逐渐
逼近围绕平衡点 E1

(8
3
,8
)T
的极限环,即子系统 S1

的稳定周期轨道,经历时长 t = dT 到达切换面 h2,
也即达到 B点,从而系统切换至子系统 S2 运行,并
以 B点作为初始点向子系统 S2 的平衡点 E2(0,0)T

逼近,系统轨迹为 BDA所示.
在一个周期 t = T 时刻,系统轨迹刚好回到一

周期的开始点 A,变换器开始新周期的运行. 因此,
系统存在稳定的一周期解,该周期解由两部分组成,
即系统从 A点出发,运行于子系统 S1,在经过时长
dT 后到达 B点, 与切换面 h2 发生碰撞,随后切换
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至子系统 S2 运行,经过 (1−d)T 时长后回到 A点,
形成稳定的一周期轨道.

4.2 倍周期振荡机理

当 G1 = 4时,系统表现出倍周期分岔现象,如
图 5所示. 假设 t = 0时开关 S导通,变换器处于子
系统 S1, 即以 C1 为周期起点, 此时系统的状态轨
迹逐渐逼近于围绕平衡点 E1

(8
3
,8
)T
的极限环,运

行轨迹为 C1–D1所示曲线,在 t = d1T 时刻,状态轨
迹达到切换面 h2,开关 S关断,变换器切换至子系
统 S2 运行,状态轨迹以 D1 为起点逐渐逼近于围绕

平衡点的 E2(0,0)T 极限环, 运行轨迹为 D1–C2 所

示曲线.在 t = T 时刻,一个周期结束,开关 S重新
导通,但此时系统轨迹尚未回到 C1,因此在第二个
周期开始时,以 C2 为周期起点,此时系统的状态轨
迹与第一个周期开始时相似的逼近于围绕平衡点

E1

(8
3
,8
)T
的极限环,运行轨迹为 C2–D2 所示曲线,

在 t = T +d2T 时刻,状态轨迹达到切换面 h2,开关

S关断,变换器切换至子系统 S2 运行,运行轨迹为

D2–C1 所示曲线显然可知 d1T > d2T , 即在相邻两

个周期内变换器的占空比是不同的,这也是系统产

生倍周期分岔的原因.在 t = 2T ,系统轨迹回到 C1,

开启下一个周期的运行, 如此循环往复, 形成倍周

期振荡.

由上分析显然可知,反馈系数 G1 变化时,子系

统 S1 和 S2 的稳态解 (即子系统的平衡点) 并没有

发生变化,但随着 G1 的增加,系统的切换平衡点与

x(dT )切换面 h2的距离越来越远,从而使得在第一

个周期 T 内,从 C1 出发的子系统 S1 的轨迹经历了

较长的时间 t = d1T 才到达切换面 h2,进而造成在

开关 S关闭的时长内 (1−d1)T 系统轨迹经过了 D1

到达 C2,并以 C2为起点开启第二个周期,从而形成

了系统轨迹在经过两个周期 2T 之后才能回到起始

点 C1,此即系统的周期加倍形成机理.

图 5 G1 = 4的倍周期分岔相图与输出电压波形 (a)倍周期分岔相图; (b)输出电压与切换面

4.3 混沌行为机理

随着反馈系数 G1 的继续增大,系统继续发生

倍化分岔,在反馈系数增大到一定的数值后系统的

轨迹将产生混沌现象, G1 = 12时的混沌相图如图

6所示. 在混沌状态下, 系统状态轨迹与切换面 h2

有多个碰撞点, 导致系统的周期不断倍化, 其产生

机理可以理解为:当系统轨迹从子系统 S1 出发,经

过一定时间后与分界面碰撞,使得系统进入子系统

S2,又由周期脉冲信号的作用返回子系统 S1. 但由

于轨迹每次与分界面的碰撞点都不相同,从而使得

以碰撞点为初值,按子系统 S2 运行并趋近于 S2 中

的平衡点的轨道存在无穷多条,导致系统混沌振荡.

由上述分析可知 V 2 控制 Buck变换器随着电

路参数的变化发生明显的倍周期分岔直至混沌的

非线性行为.本文只研究了反馈系数 G1 的变化对

变换器不稳定行为的影响,其他电路参数如 Ur, Uin

等对系统动力学行为的影响可利用本文的方法同

样进行分析.

5 分岔与混沌的镇定控制

为了镇定系统的不稳定行为, 扩展稳定边界,

可在Ur 上加入一个与开关频率 f 相同频率的正弦

信号Ue,从而改变 ∆h2,进而改变了跳跃矩阵 S1,使

得单值矩阵的最大特征值的模位于单位圆内,即实
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现了对系统分岔与混沌现象的控制 [14].

令正弦信号 Ue = α · sin(2π f t), 则经过补偿后

的参考电压为

Ure =Ur +Ue =Ur +a · sin(2π f t). (18)

图 6 G1 = 12的混沌相图 (a)混沌相图; (b)输出电压与切换面

5.1 稳态误差分析

参考电压信号的加入,改变了系统的切换面的

表达式 h2,进而改变了占空比 d,下面分析占空比 d

的变化率 ∆d. 令正弦电压补偿之前和之后的系统

占空比分别为 d, d̃ 则占空比的变化率 ∆d 为

∆d =
Ure/Uin −Ur/Uin

Ur/Uin

=
Ue

Ur
=

a · sin(2π f t)
Ur

6 |a|
Ur

. (19)

由于 a的值很小,显然可有 ∆d ≈ 0. 因而可知在加

入正弦补偿电压 Ue 之后, 系统的占空比几乎没有

变化, 输出电压与电感电流也相应几乎没有变化,

也即系统的稳态误差并没有发生大的变化.

5.2 单值矩阵

加入正弦信号的切换面为

he =uC −
[
Ur +asin(2π f t)

]
G1

1+G1

+

(
iL −

uC

R

)
RE = 0. (20)

切换面的导数为

∆he =−2aπ f G1 cos(2π f deT )
1+G1

. (21)

一个周期内, 先是开关导通的模态, 则 Φeon =

eA1deT , deT 时刻到达切换面 he,跳跃矩阵为

Sel = I+
(foff −fon)n

T
e

nT
e fon +∆he

∣∣∣∣
deT

, (22)

其中

nT
e =

 RE

1−RE/R

 .

对于开关 S关断的模态,则 Φeoff = eA2(1−de)T ,

在 T 时刻到达周期切换点,跳跃矩阵为

Se2 = I, (23)

因此可有整个周期的单值矩阵

Me =Se2 ·Φeoff ·Se1 ·Φecon

=Φeoff ·Se1 ·Φeon. (24)

系统稳定的充要条件 [16]为

max |λMe |< 1. (25)

由 (25)式可解得系统镇定的最小边界 amin,如

表 3和图 7所示.

在 t = 0.1 时, 在 Ur 上加入一个与开关频率 f

相同频率的正弦信号Ue = 0.2sin(2π f t),即 a = 0.2,

开关点的值以及特征乘子如表 4所示. 由仿真结果

图 8可见,输出电压 uO 经过 20个周期的调整达到

了一周期稳定运行的状态.

5.3 镇定的机理

在加入 Ue = 0.2sin(2π f t) 后, 系统的切换面

由图 9 中的 h2 = uO − UrG1

1+G1
= 0 转变为 he =

uO −
(
Ur +Ue

)
G1

1+G1
= 0, 可见在加入正弦电压补偿
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信号之后,设计使得变换器的输出电压 uO 与 he 的

正半周期的 P 点相交, 而不是与切换面 h2 交于 Q
点,缩短了切换平衡点 x(deT )与切换面 h2 的距离,
从而减小了变换器的占空比,使得系统能量增加的
时段稍稍减小,实现稳定的周期一轨道.

表 3 稳定边界的数值

G1 amin deT iL(deT ) uC(deT )

max
∣∣λMe

∣∣= 1 3 0 2.3189×10−5 1.73 3.71

6 0.317×10−2 2.6536×10−5 1.91 4.24

12 0.577×10−2 2.8600×10−5 2.01 4.58

图 7 稳定区域分界面

图 8 a = 0.2时镇定的波形

6 实验电路验证

为了从实际中验证理论分析的正确性,根据图
1和本文的电路参数搭建了图 10所示实验电路图.
实验中, 开关管采用 IFR640 型金属氧化物半导体
场效应晶体管,二极管用 MBR3405PT型快速恢复
二极管,脉冲信号以及正弦补偿电压信号由双路输
出函数信号发生器产生,放大器和比较器分别运用
LM358和 C393C, RS触发器由 CD4001组成,驱动

电路采用 TLP250,并用 +12 V独立电源供电.

图 9 输出电压与切换面原理图

表 4 a = 0.2时的 floquet乘子

a G1 iL(deT ) uC(deT ) λMe max
∣∣λMe

∣∣
0.2 12 1.9932 4.5048 0.8207±0.1764i 0.8395

实验波形图如图 11 所示, 每个图中最上面为
输出电压 uO, 中间波形为占空比 d, 最下面为脉冲
信号 CLK. 实验表明, 随着反馈系数 G1 的不断增

加, V 2 控制 Buck变换器将从稳定的一周期态进入
倍周期状态, 随后不断倍化进入混沌态, 在对参考
电压Ur加入正弦补偿信号Ue = 0.2sin(2π f t)后,系
统将会被镇定至稳定的一周期态,这与理论分析完
全符合.

7 结 论

V 2 控制的 Buck 变换器具有负载动态响应速
度快等突出优点,应用于低电压、负载变化大等工
业场合.系统输出电压随着反馈放大系数 G1 的增

大而逐渐接近参考电压,但也会随着 G1 的增大发

生倍周期分岔, 从稳定走向不稳定, 即从稳定的周
期一形态发生倍周期分岔以及四周期分岔,随后进
入混沌态. 单值矩阵理论揭示了系统发生倍周期分
岔的机理在于随着 G1 的增大,单值矩阵的一个特
征乘子从坐标轴的负半平面穿越单位圆,从而产生
了倍周期分岔现象. 基于此原理, 在不影响系统稳
态误差的前提下,利用正弦电压补偿参考电压的方
法, 小幅度减小系统占空比, 缩短系统获取能量的
时长,将变换器的输出信号由分岔或混沌状态镇定
至稳定的周期一轨道. 所用的方法扩展了系统的稳
定边界,提高了系统的稳定性,有利于 V 2 控制策略

在工业上的推广与应用.
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图 10 V 2 控制 Buck变换器实验电路图

图 11 V 2 控制 Buck变换器实验波形 (a)周期一波形 (G1 = 2); (b)倍周期分岔波形 (G1 = 4); (c)混沌波形 (G1 = 12); (d)混沌控制
波形 (G1 = 12, a = 0.2)
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Mechanism of instability behaviors and stabilization
on V 2 controlled buck converter∗
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Abstract
Along with the variation of the feedback amplify coefficient, V 2 controlled Buck converter exhibits abundant nonlinear dynamical

behaviors. By establishing the discrete-time model of the system, this paper has studied the instability phenomena based on the
monodromy matrix method. With increasing feedback factor, the analysis indicated that the converter entered from a stable period-one
statue into a period-doubling statue. Finally, it showed chaos. Mechanism of the bifurcation generated by the system was fully analyzed
based on the monodromy matrix, which showed that as the increase of the feedback coefficient, an eigenvalue of the monodromy matrix
went out of the unit circle; this was the reason why the system generated period-doubling bifurcation. Also presented was the sinusoidal
voltage compensation method to extend the stability margin based on the monodromy matrix theory, by which the instability behavior
was effectively handled. Simulation and experimental results confirmed the analytical method.
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