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均匀磁场中二维各向同性带电谐振子的守恒量与

对称性研究*
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由牛顿第二定律得到二维各向同性带电谐振子在均匀磁场中运动的运动微分方程,通过对运动微分方程的直

接积分得到系统的两个积分 (守恒量). 利用 Legendre变换建立守恒量与 Lagrange函数间的关系,从而求得系统的

Lagrange函数,并讨论与守恒量相应的无限小变换的 Noether对称性与 Lie对称性,最后求得系统的运动学方程.
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1 引 言

力学系统的对称性与守恒量紧密地联系在一

起, 关于力学系统对称性与守恒量的研究已渗透

到数学、力学、物理学等各个领域.寻求力学系统

的对称性和守恒量, 特别是寻求典型力学系统的

守恒量, 并研究与守恒量相应的 Noether对称性和

Lie对称性,已受到众多分析力学专家的关注. 寻找

力学系统的守恒量有多种方法, 如 Noether对称性

法 [1−3]、Lie 对称性法 [4−6]、Mei 对称性法 [7−9]、

Poisson 括号法 [10−13]、Ermakov 方法 [14−16] 和扩

展 Prelle-Singer法 [17−19]. 从运动微分方程出发,经

简单的变换后直接积分求得守恒量的方法 (直接

积分法)[20,21],不需要已知系统的 Lagrange函数 (或

Hamilton函数),也不需要求积分乘子,方法直接而

简单,适合求运动微分方程为线性微分方程组的守

恒量. 均匀磁场中二维各向同性带电谐振子是一常

见的力学系统,用牛顿第二定律能很方便地得到其

运动微分方程, 但其 Lagrange 函数不能直接得到.

因此,本文用直接积分法先得到均匀磁场中二维各

向同性带电谐振子的两个独立积分 (守恒量),再利

用 Legendre变换建立守恒量与 Lagrange函数间的

关系,从而求得系统的 Lagrange函数,并讨论与守

恒量相应的无限小变换的 Noether对称性与 Lie对

称性,最后求得系统的运动学方程.

2 均匀磁场中二维各向同性带电谐振
子的守恒量

设带电量为 q的二维各向同性谐振子在 oxy平

面, 处在磁感应强度为 B的均匀磁场中, 磁场方向

为 z方向.则此系统的运动微分方程为

mẍ1 =−kx1 +qBẋ2, (1a)

mẍ2 =−kx2 −qBẋ1, (1b)

其中 x1 = x,x2 = y.

(1a) 式乘以 ẋ1 与 (1b) 式乘以 ẋ2 求和后积分,

可得积分 (守恒量)I1:

I1 =
m
2
(ẋ2

1 + ẋ2
2)+

k
2
(x2

1 + x2
2). (2a)

(1a)式乘以 x2 与 (1b)式乘以 x1 相差后积分,可得

积分 (守恒量)I2:

I2 = m(x2ẋ1 − x1ẋ2)−
qB
2
(x2

1 + x2
2). (2b)
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很明显, I1 具有能量的量纲,为系统的能量,且与二

维各向同性谐振子的能量相同. I2 具有角动量的量

纲,可称之为系统的 “类角动量”. 当 B = 0时, I2 退

化为二维各向同性谐振子的角动量. 另外, I1 与 I2

是相互独立的.

3 系统的 Lagrange函数

令 C1
2 =

ẋ1

ẋ2
,C2

1 =
ẋ2

ẋ1
, 则守恒量 I1 可分别表示

成如下形式:

I1
1 =

m
2

ẋ2
1(1+(C2

1)
2)+

k
2
(x2

1 + x2
2), (3a)

I2
1 =

m
2

ẋ2
2(1+(C1

2)
2)+

k
2
(x2

1 + x2
2). (3b)

可以通过 Legendre变换建立守恒量 I1 与 Lagrange

函数间的如下关系 [22]:

ẋ1
∂L
∂ ẋ1

+ ẋ2
∂L
∂ ẋ2

−L = I1, (4)

(4)式的特征方程为

dẋ1

ẋ1
=

dẋ2

ẋ2
=

dL
I1 +L

, (5)

由 (5)式可得

dẋ1

ẋ1
=

dL1

I1
1 +L1

, (6a)

dẋ2

ẋ2
=

dL1

I2
1 +L2

. (6b)

将 (3a), (3b)式分别代入 (6a), (6b)式,可得 [22]

L1 = A1ẋ1 + ẋ1

∫ ẋ1 I1
1 (x1,x2,ξ )dξ

ξ 2 , (7a)

L2 = A2ẋ2 + ẋ2

∫ ẋ2 I2
1 (x1,x2,ξ )dξ

ξ 2 , (7b)

其中 A1 = A1(x1,x2,C2
1), A2 = A2(x1,x2,C1

2) 是任意

函数, L1, L2 分别是用 ẋ1, ẋ2 表示的 Lagrange函数,

则系统的 Lagrange函数为 [22]

L = A1ẋ1 +A2ẋ2

+
1
2

[
ẋ1

∫ ẋ1 I1
1 (x1,x2,ξ )dξ

ξ 2

+ ẋ2

∫ ẋ2 I2
1 (x1,x2,ξ )dξ

ξ 2

]
=

m
2
(ẋ2

1 + ẋ2
2)−

k
2
(x2

1 + x2
2)+A1ẋ1 +A2ẋ2. (8)

将 (8)式代入 Lagrange方程

d
dt

∂L
∂ ẋ1

− ∂L
∂x1

= 0, (9a)

d
dt

∂L
∂ ẋ2

− ∂L
∂x2

= 0, (9b)

并比较 (9a), (9b)式与 (1a), (1b)式可得

A2x1 −A1x2 = qB, (10)

A1t = A2t = 0, (11)

其中的下标分别表示对 x1,x2, t 的偏导. 由 (10)和

(11)式可取

A1 =−qBx2,

A2 = 0, (12)

则系统的 Lagrange函数为

L =
m
2
(ẋ2

1 + ẋ2
2)−

k
2
(x2

1 + x2
2)−qBx2ẋ1. (13)

4 守恒量的 Noether 对称性与 Lie 对
称性

引进群的无限小变换

t∗ = t + ετα(xs, ẋs, t),

x∗s = xs + εξ α
s (xs, ẋs, t) (α,s = 1,2), (14)

其中 α 代表守恒量的个数, ε 为无限小参数, τα , ξ α
s

为与第 α 个守恒量相应的无限小变换生成元. (14)

式的无限小生成元向量为

X(0) = τα
∂
∂ t

+
2

∑
s=1

ξ α
s

∂
∂xs

, (15)

(15)式的一次扩展为

X(1) =X(0)+
2

∑
s=1

(ξ̇ α
s − ẋsτ̇α)

∂
∂ ẋs

, (16)

二次扩展为

X(2) =X(1)+
2

∑
s=1

(ξ̈ α
s − ẋsτ̈α −2ẍsτ̇α)

∂
∂ ẍs

. (17)

根据 Noether逆定理可确定与守恒量相应的无限小

变换的生成元 [1].

ξ α
s = τα ẋs + h̃sk

∂ Iα
∂ ẋk

(k,α = 1,2), (18)

τα =
1
L

[
Iα −

2

∑
s=1

∂L
∂ ẋs

(ξ α
s − ẋsτα)−Gα

]
(α = 1,2), (19)

其中的 h̃sk 为 Hess逆矩阵的各元素, Gα 为规范函

数,且满足结构方程

Lτ̇α +X(1)(L)+ Ġα = 0. (20)
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将守恒量 (2a), (2b)式及 Lagrange函数 (13)式

分别代入 (18), (19) 和 (20) 式, 得到与两个守恒量

I1, I2 相应的无限小变换的生成元和规范函数.

τ1 =−1,ξ 1
1 = ξ 1

2 = 0,G1 = 0, (21)

τ2 =−1,ξ 2
1 = x2,ξ 2

2 =−x1,G2 =
qB
2
(x2

2 − x2
1), (22)

即与守恒量 I1, I2 相应的变换是 Noether对称变换.

下面讨论守恒量的 Lie对称性. 为方便起见,将

运动微分方程 (1a), (1b)式改写为

ẍ1 =−ax1 +bẋ2 = g1, (23a)

ẍ2 =−ax2 −bẋ1 = g2, (23b)

其中 a =
k
m

, b =
qB
m
为常数. 可以验证,无限小变换

的生成元 (21), (22)式均满足如下 Lie对称性确定

方程:

ξ̈ α
s − ẋsτ̈α −2τ̇αgs =X(1)(gs) (α,s = 1,2), (24)

其中 gs 为 (23) 式中的广义加速度, 则说明与守恒

量相应的无限小变换也是 Lie对称变换.

5 系统的运动学方程

系统的运动微分方程 (23)式是相互耦合的二

阶线性微分方程组,其解可表示为

x1 = A1 cosω1t +B1 sinω1t

+C1 cosω2t +D1 sinω2t, (25a)

x2 = A2 cosω1t +B2 sinω1t

+C2 cosω2t +D2 sinω2t. (25b)

将 (25)式代回 (23)式,可解得

ω1 =

√
b2 +4a−b

2
,ω2 =

√
b2 +4a+b

2
, (26)

A2 =−B1,B2 = A1,C2 = D1,D2 =−C1. (27)

将 (27)式代入 (25)式,则系统的运动学方程为

x1 =A1 cosω1t +B1 sinω1t

+C1 cosω2t +D1 sinω2t, (28a)

x2 =−B1 cosω1t +A1 sinω1t

+D1 cosω2t −C1 sinω2t. (28b)

其中 A1, B1, C1, D1为常数,由初始条件 x10, x20, ẋ10,

ẋ20 决定.

A1 =
ω2x10 + ẋ20

ω1 +ω2
,B1 =

ẋ10 −ω2x20

ω1 +ω2
,

C1 =
ω1x10 − ẋ20

ω1 +ω2
,D1 =

ẋ10 +ω1x20

ω1 +ω2
, (29)

由于 ω1 ̸= ω2,且 ω1, ω2均为无理数,故二维各向同

性带电谐振子的运动轨迹不可能闭合.

特别地,当不受磁场作用时, B = 0,即 b = 0,则

(26)式简化为

ω1 = ω2 = ω =
√

a =

√
k
m
, (30)

同时, (29)式简化为

A1 =
ωx10 + ẋ20

2ω
, B1 =

ẋ10 −ωx20

2ω
,

C1 =
ωx10 − ẋ20

2ω
, D1 =

ẋ10 +ωx20

2ω
, (31)

将 (30), (31)式代入 (28)式得

x1 = x10 cosωt +
ẋ10

ω
sinωt

= E1 sin(ωt +ϕ1), (32a)

x2 = x20 cosωt +
ẋ20

ω
sinωt

= E2 sin(ωt +ϕ2), (32b)

其中 E1, E2 为振幅, ϕ1, ϕ2 为初相,由初始条件 x10,

x20, ẋ10, ẋ20 确定. 很显然, 当不受磁场作用时, 解

(28)式退化为解 (32)式,二维各向同性带电谐振子

退化为一般的二维各向同性谐振子.

6 结 论

本文由牛顿第二定律直接写出二维各向同性

带电谐振子在均匀磁场中运动的运动微分方程,所

得方程是两个相互耦合的二阶线性微分方程组. 通

过对微分方程组简单的运算,用直接积分的方法得

到了系统的两个独立积分 (守恒量). 再利用 Legen-

dre变换建立守恒量与 Lagrange函数间的关系,从

而求得了系统的 Lagrange函数. 利用 Noether逆定

理求得与守恒量相应的无限小变换的生成元,结果

表明, 与守恒量相应的无限小变换既是 Noether对

称变换,又是 Lie对称变换.最后求得了系统的运动

学方程,并对运动学方程做了适当的讨论.事实上,

许多典型力学系统的运动微分方程比其 Lagrange

函数更容易求得,本文所用的由运动微分方程直接

求守恒量、Lagrange 函数及系统的运动学方程的

方法,将研究守恒量与对称性的理论推广应用于研

究实际的力学系统,对于研究一些典型力学系统十

分有效.
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Abstract
The kinematic differentiation equations of two-dimensional isotropic harmonic charged oscillator moving in a homogeneous

magnetic are obtained by using Newton’s second law. Two integrals (conserved quantities) are obtained by directly integrating the
kinematic differentiation equations. The relationship between the Lagrangian and the conserved quantity is established through the
Legendre transformation, thereby obtaining a Lagrangian function of the system. The Noether symmetry and Lie symmetry of the
infinitesimal transformations corresponding to the conserved quantities are studied. Finally, the kinematical equations of the system
are obtained.
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