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双层非线性耦合反应扩散系统中复杂 Turing斑图*
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采用双层耦合的 Brusselator 模型, 研究了两个子系统非线性耦合时 Turing 模对斑图的影响, 发现两子系统

Turing模的波数比和耦合系数的大小对斑图的形成起着重要作用. 模拟结果表明: 斑图类型随波数比值的增加,从

简单斑图发展到复杂斑图;非线性耦合项系数在 0—0.1时,系统 1中短波模在系统 2失稳模的影响下不仅可形成简

单六边形、四边形和条纹斑图,两模共振耦合还可以形成蜂窝六边形、超六边形和复杂的黑眼斑图等超点阵图形,

首次在一定范围内调整控制参量观察到由简单正四边形向超六边形斑图的转化过程;耦合系数在 0.1—1时,系统 1

中短波模与系统 2失稳模未发生共振耦合仅观察到与系统 2相同形状的简单六边形、四边形和条纹斑图.

关键词: Brusselator模型,非线性耦合, Turing模

PACS: 05.45.−a, 05.65.+b, 82.40.Ck, 52.80.Tn DOI: 10.7498/aps.62.220503

1 引 言

斑图是自然界中广泛存在的一种典型的非线

性自组织现象,是在时间或空间以及时空上具有某

种规律性的非均匀结构. 在化学反应系统、非线

性光学系统以及生物系统中均可观测到种类丰富

的斑图 [1−7],虽然各个系统斑图形成的具体物理机

制各不同,但斑图的形成与演化规律却具有一定的

共性, Turing 在 1952 年首先利用化学反应扩散方

程组对斑图的形成进行了理论解释 [8]. 近年来,介

质阻挡放电系统作为一个新兴的斑图系统,以其本

身发光可视、形成斑图所需时间短、构成斑图的

单元 (放电丝)可被单独测量、控制参数调节方便

等优点备受关注 [9−14]. 气体放电系统属于一种远

离平衡的非线性系统,能在高级分岔点附近研究复

杂斑图的形成和演化,在该系统中已从实验获得了

种类丰富的复杂斑图 (例如:蜂窝、白眼、超四边、

超六边、点线斑图和螺旋波等), 经研究发现复杂

斑图往往由两套及两套以上子结构嵌套而成,归因

于壁电荷斑图与放电丝斑图相互作用的结果 [15,16].

构成复杂斑图的简单子斑图结构是按照一定的波

长关系组合的,只有当系统内出现的失稳模具有两

个或多个波长时,才会产生具有复杂的空间结构和

对称性的超晶格斑图,因此怎样获得多个不同波长

的失稳模以及不同波长模间的相互作用是研究的

热点 [17−19]. 人们开始利用双层耦合模型对实验

中观察到的超点阵斑图进行理论模拟, 主要源于

Barrio等 [18] 提出超点阵斑图的形成是因为两个模

间的相互作用, 并获得了许多有意义的研究成果.

例如 Yang等 [6]用耦合两个 Brusselator扩散反应模

型得到了黑眼和白眼超点阵斑图, Berenstein等 [20]

用双层耦合的 Lengel-Epstein模型加四边形或六边

形挡板数值模拟了在化学反应扩散系统观察到的

多种超点阵和振荡斑图等. 前人在该方面的研究主

要集中于模与模的线性相互作用,对非线性相互作

用研究较少. 本文采用双层耦合 Brusselator 模型,

研究模之间的非线性相互作用,获得了种类丰富的

斑图, 通过分析 Turing 模对不同斑图形成的影响,
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从理论上分析了复杂斑图的形成机理及其动力学

行为.

2 模 型

利用反应扩散方程研究 Turing 分岔斑图的

主要有 Lengyel-Epstein 模型、Brusselator 模型和

Schnackenberg 模型等, 其中 Lengyel-Epstein 模型

和 Brusselator模型应用最广 [6,20−28]. Brusselator模

型是以双变量形式来描述化学反应过程中化学元

素变化的一类反应扩散方程组. 文中所采用的是双

层 Brusselator四变量反应扩散模型,每层中包括一

个活化子和一个禁阻子,在无量纲的情况下该模型

形式如下:
∂ui

∂ t
= Dui∇

2ui +a− (b+1)ui +u2
i vi

+αuiu j(u j −ui),

∂vi

∂ t
= Dvi∇

2vi +bui −u2
i vi +βviv j(v j − vi), (1)

其中 i 和 j 表示两子系统 1(u1, v1) 和 2(u2, v2), u

和 v 分别为活化子和禁阻子的浓度; Du 和 Dv 分

别为 u 和 v 变量的扩散系数, α , β 为两子系统
非线性耦合系数 (且 i ̸= j), 动力学行为由控制

参数 a 和 b 所决定. 为便于研究与对比, 本文中

固定 a = 3 和 b = 9, 两个子系统具有相同的均

匀定态解: (u0, v0) = (a, b/a). 通过对该均匀定

态解做线性稳定性分析可以得到斑图动力学中

最常见的两类初级分岔现象: 当控制参数 b 满足

b > bH = (1+ a2) 时, 系统经历 Hopf 分岔; 当控制

参数 b满足: b > bT =
(
1+a

√
Du

/
Dv

)2
时,系统经

历 Turing分岔并产生特征波数为 k2 = a
/√

DuDv的

Turing 模. 选择适当参数使系统处于 Turing 空间,

从式中可以看出 Turing模的波数大小反比于两个

变量的扩散系数的大小. 图 1是两系统的色散关系:

具有较大扩散系数的失稳模 (长波模)具有较小的

波数,而具有较小扩散系数的稳定模 (短波模)具有

较大的波数. 通过合理选择参数使两个子系统分别

具有长波模和短波模,进而讨论 2模作用引起的复

杂斑图.

在本文的数值模拟中, 采用欧拉向前差分

的方法进行积分, 数值模拟在一个含有 N × N

(128× 128) 个格子的二维平面上进行, 时间积分

步长为 ∆t = 0.01个时间单位,初始条件为均匀定态

上加一个很小的随机扰动, 微扰幅度 ∆u = 0.03u0,

∆v = 0.01ν0, 边界条件选用周期性边界条件, 为确

保其稳定性所有结果的积分时间均超过 10000 个

时间单位.
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图 1 两耦合系统色散关系

3 模拟结果与分析

斑图的选择完全取决于两系统 Turing模之间

的相互作用,在一定条件下两个子系统 Turing模会

产生空间共振, 若长波模和短波模满足共振条件,

在短波模所处的子系统中会形成复杂的斑图. 由于

两子系统间的相互作用较为复杂,为简化分别通过

改变系统反应参数对 Turing模间的相互作用进行

研究.

3.1 波数比值的影响

斑图的形成首先是因为系统内禁阻子和活化

子浓度在时间及空间上分布不均匀造成的,扩散系

数的大小对于斑图的形成及类型起着决定性作用.

本文通过改变短波模与失稳模的波数比,观察波数

比的改变对系统 1斑图的形成及类型选择的影响.

图 2中是两子系统波数比为 1 : 1时,两子系统

出现相同的简单六边形与条纹斑图. 波数相等时

两子系统具有相同的 Turing模, 且地位相同,此时

系统处于初级 Turing分岔点附近,两波模无耦合发

生, 不会产生新的模, 此时系统对失稳模的波长选

择是单一的或一条较窄的波段,同时斑图的自组织

行为受空间共振规律的约束,因此系统仅有单一空

间尺度的简单斑图形成,从图形相应的二维傅里叶

频谱中可以看出此时系统仅有一种波数的波矢,根

据镜像对称图 2(a3)中的两个波矢可以写成 q1 和

−q1, 图 2(b3) 中的六个波矢可以约化为三个大小

相等基矢 q1, q2, q3(|q1|= |q2|= |q3|).
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图 2 波数比 1 : 1时, (a) Du1 = 51.7, Dv1 = 155.5, Du2 = 51.7,
Dv2 = 155.5, α = 0.03, β = 0.03; (b) Du1 = 27.75, Dv1 = 73.75,
Du2 = 27.75, Dv2 = 73.75, α = 0.045, β = 0.045 (其中 1为子系
统 1图, 2为子系统 2图, 3为傅里叶频谱图)

两子系统波数比大于 1时,两子系统 Turing模

波长不同,地位不同,短波模受失稳模调制,系统 1

中斑图受到系统 2中斑图的影响,而系统 2中的斑

图不受系统 1 中斑图的影响. 通过调整参数发现:

短波模受失稳模调制不仅可以出现系统 2中简单

形状斑图 (如六边、条纹、四边形等斑图);失稳模

与短波膜发生共振偶合时,系统有新的不同波长失

稳模产生,若系统处于高级 Turing分岔点附近时还

可以出现丰富的超点阵斑图. 在调整波数比的过程

中始终保持子系统 2中呈现稳定的简单六边形斑

图,分别考察了波数比为整数 2 : 1, 3 : 1, 4 : 1时子

系统 1中产生复杂斑图情况.

图 3(a)为波数比为 2 : 1时产生蜂窝状六边形

超点阵斑图, 每个蜂窝单元边缘均由短线构成, 中

心区是相同的圆形点状斑图; 从相应二维傅里叶

频谱中可以看出蜂窝斑图有三种不同波数的波矢,

每组相同波数的波矢均可构成一六边形, 中心区

为一组等波数的谐振波矢 qi(|q1| = |q2| = |q3|), 此
外存在两种次谐振波矢 Ki, K ′

i , 其中 |Ki| = 2|qi|,
|K ′

i | = 31/2|qi| 满足三波共振关系: K1 +q2 = K ′
1,

因此蜂窝斑图有三套子结构构成. 图 3(b) 为波

数比 3 : 1 时系统 1 中所呈现的超六边斑图, 任

何一个单元与周围均匀分布的六个相同单元都

可组成正六边形的形状, 形成六边形的每个单元

与蜂窝超六边形的中心斑图相似, 从二维傅里叶

频谱中可以看出也是由两组 Turing 模 qi 和 Ki

相互作用形成的 (其中 |Ki| = 3|qi|), 共有三套次
生模: 第一套新生次谐振模有 2 组, 其中 3 个 ki

模的大小为 2|qi|(|Ki| − |qi| = 2|qi|, ki//qi), 另 3

个 k′
i 模的波数为 31/2|qi|, 且与谐振模满足共振

关系: k1 + q2 = k′
1, 第二套为 2 组大小相等的新

生次谐振模 Qi 和 Q′
i, 分别满足三波共振关系:

K1 +q2 =Q1 和 −K3 −q2 =Q′
1;第三套共有 4组

新生次谐振模Mi, Ni, N ′
i , Ri,其中Mi模的大小为

4|qi|(|Ki|+ |qi| = 4|qi|, Mi//qi), Ri 模与第一套新

生次谐振 k′
i 模平行且大小为 2|k′i|,另两组模Ni 和

N ′
i 的大小相等且满足三波共振关系: K1−q3 =N1

和 −K3 +q1 = N ′
1. 图 3(c) 为波数比为 4 : 1 时系

统 1中形成的黑眼斑图,每一个六边形晶胞中心为

暗斑点, 向外依次是一个亮环和暗环,形成类似于

眼睛的结构,每三个单元中心处各有一个浓度不同

的点状区域,每一个单元周围有六个这样的点状区

域, 且这六个点成正六边分布, 二维傅里叶频谱显

示由两组 Turing模 qi 和Ki 相互作用形成的 (其中

|Ki| = 4|qi|, Ki//qi). Turing斑图随系统 2中变量

扩散系数的增大, 超点阵单元间的距离逐渐增大,

相同区域面积内的晶胞减少,即超点阵斑图的波数

逐渐减小,其原因为系统 2中失稳模波数随扩散系

数的增加而减小, 短波模受失稳模调制所引起, 但

失稳模与短波模共振耦合时新生次谐振模数量会

逐渐增加,且新生模与固有模或新生次谐振模与谐

振模均可形成三波共振关系.

3.2 耦合系数的影响

两子系统波数相同时无论耦合系数取 0—1的

任何值,两系统均出现相同的简单斑图. 图 4中分

别是耦合系数为 0.045 与 0.15 时子系统 1 中所形

成简单六边形斑图,可以看出两图形 (图 4(a)和 (b))

基本一致,说明此时耦合系数与系统斑图的类型无

关,在波数比为 1 : 1时系统始终处于初级 Turing分

岔点附近.两子系统波数比大于 1时, 两波模地位

不同, 短波模受失稳模调制,两波模随耦合系数的

改变耦合共振形式也会相应发生变化,因此斑图形

式表现出明显的变化. 图 4(c)和 4(d)分别是耦合系
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数为 0.05 与 0.3 时子系统 1 中所形成复杂斑图

与简单六边形斑图, 系统 1 中斑图出现明显的变

化说明耦合系数的大小也可以影响系统 Turing

分岔行为.
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图 3 (a)波数比 2 : 1时, Du1 = 6.78, Dv1 = 15.75, Du2 = 25.3, Dv2 = 68.9, α = 0.05, β = 0.05; (b)波数比 3 : 1时, Du1 = 6.48,
Dv1 = 15.55, Du2 = 55.3, Dv2 = 147.5, α = 0.035, β = 0.035; (c)波数比 4 : 1时, Du1 = 1.55, Dv1 = 3.505, Du2 = 22.5, Dv2 = 65.5,
α = 0.05, β = 0.01

(a) (b) (c) (d)

图 4 耦合强度对斑图的影响 波数比 1 : 1时, Du1 = 27.75, Dv1 = 73.75, Du2 = 27.75, Dv2 = 73.75: (a) α = 0.045, β = 0.045; (b)
α = 0.15, β = 0.15;波数比 2 : 1时, Du1 = 6.5, Dv1 = 14.15, Du2 = 22.75, Dv2 = 65.5: (c) α = 0.05, β = 0.05; (d) α = 0.3, β = 0.3

模拟过程中发现在耦合系数小于 0.1时,随耦

合系数强度的增加系统 1中不仅呈现简单和复杂

斑图, 还可以呈现简单斑图向复杂斑图的变化 (如

图 5(a)—(e)所示,其中 1, 2代表系统 1, 2中斑图).

可以看出两系统无耦合时子系统 2中为大点简单

六边形斑图, 系统 1 中呈现小点简单六边形的斑

图 (图 5(a)); 耦合系数在 0—0.0015 时两子系统直

接形成无耦合时简单六边形斑图 (图 5(b));耦合系

数在 0.0015—0.04时,系统 2稳定于简单六边形斑

图, 系统 1 出现超六边形复杂图形 (图 5(c)), 耦合

系数在 0.0015—0.02 时系统 1 中超点阵斑图不稳

定, 随模拟时间延长逐渐演化成简单六边形斑图

(图 5(1b))或区域点状斑图 (图 5(2d)); 耦合系数在

0.04—0.065间取值时两子系统同时呈现并稳定于

简单四边形斑图 (图 5(e)),但随耦合系数增大,系统

形成正四边形的图形效果会逐渐降低;耦合系数大

于 0.065时系统只出现短暂的点状斑图,而未能形

成稳定的 Turing斑图.其中耦合系数在 0.025—0.04

时,系统 1中斑图出现简单斑图到复杂斑图以及简

单斑图间的转化 (如图 6(a)—(e)所示),两子系统会

首先同时呈现简单正四边形斑图 (图 6(a));之后随

模拟时间增加系统 2中相邻斑点间开始融合,中间

背景的面积增大,这种变化在子系统 1中表现尤为

明显 (图 6(1b)); 随模拟时间的继续增加, 在系统 1

增大的背景区中心位置呈现新的斑点,此时系统斑

图的形状开始变形 (图 6(c));随着背景区新生斑点

的增多,系统逐渐失去正四边形的形状 (图 6(d));经

过一段时间从无序到有序的演化后系统 2开始呈
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现简单六边形斑图,系统 1中复杂斑图单元也向六

边形发展 (图 6(e)所示);最终系统 1稳定于超六边

斑图, 而系统 2则稳定于简单六边形斑图. 从图形

随耦合强度的变化可以看出:在耦合系数很小时失

稳模对短波模的调控作用不明显,两系统相互作用

较弱,系统斑图未发生改变,随着耦合强度的增大,

失稳模对短波模的调控作用逐渐增强,两系统相互

作用增大,进而影响到系统所呈现斑图; 非线性模

拟过程中失稳模对短波模的影响较线性耦合时更

为明显 [20],且随系统耦合系数增大,在高级 Turing

分岔与初级 Turing分岔相邻区域,系统斑图可以自

发地转变.系统斑图出现简单斑图向复杂斑图以及

简单斑图间的相互转化,在介质阻挡放电实验过程

中通过逐步升高电压的方法已实现 [29,30]. 分析其

原因,驱动电压的升高使系统变量扩散浓度增大的

同时,壁电荷斑图与放电丝斑图相互作用会随之增

强,两子系统间的相互作用增强在模拟过程中可以

类比成耦合系数的增大,这与模拟结果相符.

(a1)

(a2)

(b1)

(b2)

(c1)

(c2)

(d1)

(d2)

(e1)

(e2)

图 5 系统斑图随耦合强度的变化 Du1 = 6.5, Dv1 = 15.85, Du2 = 55.3, Dv2 = 147.5; (a) α = 0, β = 0; (b) α = 0.001, β = 0.001;
(c) α = 0.0375, β = 0.0375; (d) α = 0.019, β = 0.019; (e) α = 0.04, β = 0.04

(a1)

(a2)

(b1)

(b2)

(c1)

(c2)

(d1)

(d2)

(e1)

(e2)

图 6 系统参数不变斑图随模拟时间自发转变过程 Du1 = 6.5, Dv1 = 15.85, Du2 = 55.3, Dv2 = 147.5, α = β = 0.0375;
(a) t = 236; (b) t = 302.3; (c) t = 312.1; (d) t = 316.8; (e) t = 323

从系统斑图的转变过程可以看出:短波模与失

稳模产生共振耦合时, 有新的失稳模形成, 系统处

于初级 Turing分岔点附近时,由于系统对失稳模的

选择具有惟一性,耦合新产生的失稳模与原失稳模

存在竞争,初始失稳模被取代时系统出现新的简单

斑图; 系统处于高级 Turing分岔点附近时,新生失

稳模与固有失稳模共存,由于失稳模具有两个不同

的波长,新生模与固有模间满足三波共振从而子系

统 1中产生超六边形复杂斑图. 参数不变情况下系

统 1由简单正四边形向超六边形转变,系统 2由四

边形向六边形转变,证明系统在稳定外界条件下可

以自发由初级分岔向高级分岔转变,在转变时系统
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的暂态平衡被打破,系统 1中的耦合新生失稳模会

与固有模形成三波共振,从而子系统 1中形成复杂

斑图; 系统 2 中由于固有模的对称性高于新生模,

系统斑图向高对称性转变,因此固有失稳模会逐步

取代新生模,从而斑图由四边形逐渐演化成简单六

边形.

4 结 论

通过利用双层四变量反应扩散方程,研究了两

子系统在非线性耦合强度下 Turing模间的相互作

用以及复杂斑图的生成机理. 模拟结果表明子系统

间的波数比值以及耦合强度的大小可以影响两子

系统波矢的共振状态,两子系统波矢发生共振耦合

会有新的不稳定波矢产生,在高级分岔点附近由于

不稳定模具有两个或两个以上不同的波长,且不同

波矢间满足三波共振关系,从而引起短波模子系统

产生复杂斑图. 模拟过程中系统斑图呈现出简单正

四边形向六边形以及超六边形点阵斑图转化,这一

结果从理论验证了不同斑图间可自发相互转化的

实验结论.本文模拟结果为深入研究反应扩散系统

超点阵复杂斑图有重要的借鉴作用.
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Abstract
The influence of Turing modes in two subsystems on pattern formation is investigated by the two-layer non-linearly coupled

Brusselator model. It is found that the coupling coefficient and wave number ratio between two Turing modes take an important role
in the pattern formation and pattern selection. The kind of pattern changes from simple pattern to complex one with the increase of
wave number ratio. When nonlinear coupling coefficient is smaller than 0.1, the short wave mode in system 1 under the action of
instability mode in system 2 can form not only simple pattern (such as simple hexagon and quadrilateral and stripe pattern), but also
complex pattern due to the resonance coupling between the two Turing modes (such as honeycomb hexagon and super hexagon and
complex black-eye pattern), and the transformation process of pattern from quadrilateral to superlattice pattern is observed for the first
time under the specific parameters. When nonlinear coupling coefficient is more than 0.1, the simple patterns such as simple hexagon
and stripe pattern are obtained only in system 1, because there is no resonance coupling between the two Turing modes in system 1.

Keywords: Brusselator model, nonlinear coupling, Turing mode
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