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一类高聚类系数的加权无标度网络

及其同步能力分析*
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针对真实世界中大规模网络都具有明显聚类效应的特点,提出一类具有高聚类系数的加权无标度网络演化模

型,该模型同时考虑了优先连接、三角结构、随机连接和社团结构等四种演化机制.在模型演化规则中,以概率 p

增加单个节点,以概率 1− p增加一个社团. 与以往研究的不同在于新边的建立,以概率 ϕ 在旧节点之间进行三角连
接,以概率 1−ϕ 进行随机连接. 仿真分析表明,所提出的网络度、强度和权值分布都是服从幂律分布的形式,且具

有高聚类系数的特性,聚类系数的提高与社团结构和随机连接机制有直接的关系.最后通过数值仿真分析了网络演

化机制对同步动态特性的影响,数值仿真结果表明,网络的平均聚类系数越小,网络的同步能力越强.
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1 引 言

自从小世界现象 [1] 和无标度属性 [2] 被发现以

来,学者们越发认识到复杂网络中所隐藏的通用机
制对网络功能的认识是至关重要的. 近年来研究复
杂网络上发生的各种动态机制与网络结构特性的

关系已经成为研究热点问题,其中一个有趣的也是
重要的复杂网络动力学现象就是网络中节点的同

步行为 [3−6]. 同步是科学和技术中的一个普遍现象,
它可以解释许多自然现象, 如萤火虫一齐闪烁, 心
脏细胞有节奏的跳动 [7].
之前对复杂网络同步的能力研究主要集中在

无权的无标度网络模型上 [8−10]. 但最近通过对越
来越多的真实世界的研究发现,很多实际网络节点
之间的边往往包含着重要的信息特征. 例如,在航
空网络中, 不同型号飞机运载旅客数量的差异;在
城市交通网络中,城市的主干道在交通网络里的重
要性要远大于一般的三四级公路; 在因特网络中,
路由器之间传输能力的差别;海洋运输网络中, 两

个港口之间通航船舶数量的差异等. 此时, 无权网
络就有了局限性,这就需要通过加权网络给节点与
节点之间赋予一定的权值来刻画它们之间相互作

用强度的不同.
鉴于加权网络在现实世界存在的普遍性, 学

者们陆续提出了一些加权网络模型 [11−14]. Yook,
Jeong, Barabási 和 Tu 提出的 YJBT 模型 [11] 以及

Zheng, Trimper, Zheng和Hui提出的 ZTZH模型 [12]

都是一种权值不变的加权模型. 而Wang等提出的
WCSF (weighted competition scale-free) 模型 [13] 是

一种权值和节点都随时间不断增加的加权模型. 该
网络模型在现实中有其典型的例子,如图书租借网
络和演员合作网络. 此外, 另一种典型的加权网络
模型要数由 Barrat, Barthelemy 和 Vespignani 提出
的 BBV模型 [14],该模型研究的是不同权值情况下
网络的完全同步现象.
近些年对加权网络同步的研究主要针对的是

BBV 模型. 但是, 在 BBV 以及其他扩展加权模
型 [15−17] 中,新边的建立主要考虑的是新节点与旧
节点之间的连接, 而现实网络中, 新边的建立也会
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在旧节点之间 [18,19]. 例如在社会网络中,某人的两
个朋友就更容易相互认识,这种现象称为 “三角结
构”;虽然相距较远,但彼此因为某些喜好或专长而
相互结识成为朋友, 这种现象可称为 “随机连接”;
还有些情况, 网络中加入的可以不是单个节点, 而
是一个社团, 社团中的某个成员加入到网络中, 就
意味着整个社团都成为网络的一个新成员,这种现
象可称为 “社团结构”. 本文同时考虑了这几种现
象,基于 BBV模型提出了除了具有 “优先连接”,还
包含 “三角结构”、“随机连接”和 “社团结构”的加
权演化无标度网络模型. 本文通过采用不同的演化
机制, 得到的演化网络模型具有不同的结构特性,
而不同的结构特性影响着网络的同步能力,基于所
提出的新的加权演化网络模型,研究了演化机制与
网络同步能力的关系.

2 加权无标度网络模型的构建

在 BBV模型的基础上,提出一类包含 “优先连
接”、“三角结构”、“随机连接”和 “社团结构”等演
化机制的高聚类系数加权无标度网络模型,该网络
的拓扑结构和权值均随时间的变化而不断演化. 模
型演化机制如下.

1)初始网络: 网络初始状态含有 m0 个完全连

接的节点. 网络中所有边的初始权值设定为 w0 = 1.
2) 加入新节点: 按照概率 p, 网络中加入一个

新节点 v,其中 p ∈ [0,1]. 每一个新加入的节点 v具
有 m条边与网络中已经存在的节点相连. 连接节点
的选择按照如下权重优先选择进行,即一个旧节点
i被选择的概率 Πv→i 为

Πv→i=
si

Σlsl
, si = Σ j∈Γ (i)wi j, (1)

其中, si 为节点 i的强度,这个强度优先选取的连接
机制代表了新节点的加入更倾向于与网络中强度

大的节点相连接. 每一个新边 (v, i) 的初始值设定
为 w0 = 1. 新边的产生会带来网络中局域流量的变
化. 简单起见,这里仅考虑新边 (v, i)的产生会对节
点 i与其邻节点 j ∈ Γ (i)之间的权值增加,按照 (2)
式所示的规则:

wi j → wi j +∆wi j = wi j +δ
wi j

si
, (2)

其中, δ > 0.
按照概率 1− p,增加一个节点数为 m1 的完全

连接的社团. 社团中的一个节点与网络中已存在
的 m 个节点相连, 其中连接概率按照 (1) 式选择,

局部权值按照 (2)式更新. 因为所加入的社团是全
连接, 所以当其中一个节点被加入到网络后, 其余
(m1 −1)个节点也同时被加入到了网络中.

3) 加入新边: 网络加入 m2 条边. 新增加边的
两个端点以概率 ϕ 按照三角机制进行选取 [19], 其
中 ϕ ∈ [0,1]; 以概率 1−ϕ 按照随机连接机制进行
选取.
通过步骤 1至 3,根据平均场方法,节点 i的度

和强度按照下式进行演化:
dki

dt
=mp

Si(t)
ΣlSl(t)

+(1− p)m
Si(t)

ΣlSl(t)

+φm2PT F +(1−φ)m2PRS, (3)

dsi

dt
=m

Si(t)
ΣlSl(t)

(1+δ )

+mδΣ j∈Γ (i)
S j(t)

ΣlSl(t)
wi j(t)

S j

+m2φPT F(1+σ)

+m2φ
1

tm+N0
c(ki)2σ +m2(1−φ)PRS

+m2(1−φ)PRSσ
2

tm+N0

ki

(tm+N0)
, (4)

其中,

PRS =
2

tm+N0
(1− ki

(tm+N0)
),

PT F =
1

tm+N0
(1− c(ki)),

N0 =m0(m0 −1)/2,

ΣlSl(t) =2(m(1+δ )+m2(1+σ))t.

3 网络模型演化的仿真结果与分析

许多真实的加权网络的强度和权值都是服从

幂律分布的特点. 我们对强度、度和权值的统计性
质进行数值模拟, 还包括度和强度之间的相关性.
这些性质已经被认为是描述权重网络最重要的统

计性质. 本文主要基于仿真实例, 通过运用统计物
理学方法,在Matlab环境下,研究 1000个节点的演
化网络结构特性,其中, m0 = m1 = 4, m = 3, m2 = 2,
δ = 1, σ = 1. 图中所有数值模拟结果都是网络 50
次生成的平均值.
当 p = 1时,网络演化过程中仅有节点规模的

增长机制,没有社团结构的增长,随着 p值的降低,
演化过程中社团结构的增长机制所占的比重越来

越大;当 p= 0时,对应网络完全按照社团结构增长,
这种情况在真实网络中不太会出现,本文不予讨论.
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图 1—3分别研究了 p值对网络的度分布、强度分

布、权值分布的影响.由图 1—3可以看出,当参数

p 选取不同值时, 网络的度分布, 强度分布和权值

分布均服从幂律分布, 即 P(k) ∼ k−γk , P(s) ∼ s−γs ,

P(w) ∼ w−γw . 通过调节 p值,可以使分布指数 γ 在
1.8到 3.3之间,而绝大多数的真实网络的分布指数

恰好都在这一区域,这说明该加权网络模型符合实

际网络的真实特性.

从图 1可以看出,当 p分别为 0.2, 0.4, 0.6, 0.8,

1.0, 并且 ϕ = 0.8 时, 度分布幂律指数 γk 分别为

3.06, 2.94, 2.82, 2.65和 2.44. 从图 2可以看出,当 p

分布为 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0时,权值幂律指数 γs 分

别为 2.40, 2.23, 2.13, 2.03和 1.86. 幂律指数 γk 和 γs

都是随着 p值的增加而减小. 这表明当网络中社团

结构的增长方式所占的比重增加,网络的幂律指数

γk 和 γs 也增加,网络的度分布与强度分布的异质性

随着社团结构所占的比重增加而变弱,度和强度大

的节点存在的概率减小. 从图 3可以看出网络的权

值也是服从幂律分布的,并且权值分布的幂律指数

随着网络 p的降低而增大,类似于强度和度分布的

异质性定义,同样可以得到随着 p的降低网络的权

值分布异质性降低,权值大的边存在的概率减小.
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图 1 对数坐标下的度分布 P(k)随参数 p变化曲线

接下来我们对社团结构对网络强度 S(k)与度

k 之间关系的作用进行分析.已有的数据表明真实

网络中大多数情况下强度 S(k)与度 k 的关系服从

幂率分布,两者之间呈现 S(k) ∼ kβ , β > 1. 而在原

始的 BBV模型中,指数 β = 1. 图 4给出了网络强

度和度的关系曲线. 仿真算例显示, 按照本文所提

出的演化规则得到的网络指数 β ≈ 1.2, 符合真实

网络要求,如航空网络 [20].
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图 2 对数坐标下的强度分布 P(S)随参数 p变化曲线
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图 3 对数坐标下的权值分布 P(w)随参数 p变化曲线
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图 4 平均强度与度的关系随参数 p变化曲线

当参数 p固定时,研究网络的三角结构对网络

结构的影响,仿真时选取 p = 1. 当 ϕ = 1时, 对应
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的 m2 条边均按三角结构加入到网络中来,当 ϕ = 0

时, m2 条边都是按照随机连接的机制加入到网络

中来. 分别研究网络的度、强度、权值以及聚类系

数等结构特性. 网络规模为 1000 个节点, 参数选

取如下, m0 = m1 = 4, m = 3, m2 = 2, δ = 1, σ = 1,

p = 1. 图 5—7给出了网络在参数 ϕ 不同时网络的
度、强度、权值分布曲线. 仿真显示, 它们均服从

幂律分布.当 ϕ = 1时,网络中没有随机连接机制的

影响,由于三角结构和随机连接共同分配 m2 条权

值更新的边,随机连接的机制是按照网络的强度优

先来选取的,加大了网络度分布的异质性.
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图 6 对数坐标下的强度分布 P(S)随参数 ϕ 变化曲线

由于以前的网络模型只考虑了优先连接机制,

虽然描述现实网络中 “贫者越贫、富者越富”的现

象,但网络模型中的聚类系数都非常小,例如 BBV

模型,其聚类系数几乎为 0,这并不符合真实网络的

结构特点. 很多真实网络中小世界现象和无标度特

性是同时存在的,即网络既具有小的平均最短路径

又具有大的平均聚类系数,同时还服从幂率分布.
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图 7 对数坐标下的权值分布 P(w)随参数 ϕ 变化曲线

图 8 和图 9 研究了社团结构和三角结构对网
络的平均聚类系数的影响,在参数 p和 ϕ 取不同值
时, 得到平均聚类系数 C(k)与度 k 的相关性曲线,
平均聚类系数 C(k) 服从网络节点度的幂率分布,
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图 8 参数 p不同时 C(k)与 k的关系曲线
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图 9 参数 ϕ 不同时 C(k)与 k的关系曲线
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C(k)∼ k−γC . 如图 8所示,所选取的参数 p越小,社
团结构所占比重越大,网络的平均聚类系数也越大,
可以看到当参数 p = 0.6时, 网络的聚类系数已经
达到了 0.449. 图 9所示聚类系数随着网络的 ϕ 值
增加而增加. 当网络其他参数固定,参数 ϕ = 1时,
网络的三角结构所占的比重最大,网络平均聚类系
数最大. 当参数 ϕ = 0, p = 1, m2 = 0 时, 网络完全
不含三角结构和社团结构的演化机制, m2 = 0则随
机连接的边也为 0, 此时网络退化为 BBV 网络模
型. 当参数 ϕ = 1, p = 1, m2 = 2时, 网络的聚类系
数为 0.435. 现实生活中许多大规模网络都具有明
显的聚类效应, 尽管它们的聚类系数远小于 1, 但
却比 O(N−1)要大得多. 例如文献 [21]中就计算出
一个具有 269504个节点及 1497135条边的万维网
的聚类系数约为 0.29,而一个具有 10697个节点及
31992条边的因特网的聚类系数约为 0.39. 因此,本
文提出的网络模型不仅具有 BBV网络的无标度特
性, 同时也具有高聚类系数, 更加符合真实网络的
特征.

4 网络演化机制对同步能力的影响

在网络演化的过程中,人们需要了解不同的演
化机制对网络的结构特性造成什么样的影响,例如
三角结构会造成网络的强度和权值异质性增加,同
时也会使网络的聚类系数增加. 研究演化机制对网
络结构的影响,最终目的是需要理解网络的演化机
制对动态特性造成的影响 [22,23]. 这里,我们研究了
网络的演化机制对网络同步能力造成的影响.
同步是指性质完全相同或相近的两个或多个

动力系统, 通过系统间的相互作用, 使得在不同的
初始条件下各自演化的动力系统其状态逐步接近,
最后达到完全相同的状态, 并保持稳定. 考虑一个
由 N 个相同的节点构成的连续时间耗散耦合动态

网络,其中第 i个节点的状态方程为 [10]

ẋi = f (xi)+ c
N

∑
j=1

Gi jH(x j), (5)

其中, Gi j 按照如下方式定义: 如果节点 i, j(i ̸= j)
之间存在连接,则 Gi j 等于按照本文提出的模型演

化规则得到的权值 wi j,如果节点 i, j(i ̸= j)之间不

存在连接,则Gi j = 0, Gii =−
N

∑
j=1, j ̸=i

Gi j. 耦合矩阵

G 是行零合的, 且 G 是半正定的. 据同步化区域
的不同情形, 可以把网络 (5) 分为类型 I 和类型 II

网络 [24]. 根据同步判据可以采用耦合矩阵 G的特

征值来描述网络同步能力的大小. 对于类型 I网络,
第二大特征值 λ2 越小网络的同步能力越强; 对于
类型 II网络, 特征值比值 R = λN/λ2 越小, 网络的
同步能力越强 [24].
采用 Matlab软件,对 1000个节点的耦合动态

网络进行仿真,仿真时选取不同的参数来调节演化
机制在网络演化过程中起到的作用. 首先, 研究三
角结构和随机连接机制对网络同步能力的影响,在
仿真过程中 p = 1, m = 3. ϕ = 0时,网络完全没有
三角结构演化方式,全部是随机连接的形式对旧节
点之间的边进行更新. 当 ϕ = 1时,网络旧节点之间
边的更新完全按照三角结构进行,没有随机连接的
形式. m2 表示每个时间步,独立于节点演化的网络
权值更新的边的总数,由三角结构和随机连接两种
方式构成. 调节 m2 的大小来调节每个时间步加入

到网络的三角结构数量 ϕ , m2. ϕ 相同时, m2越大三

角结构所占的比重也越大.
图 10给出了三角结构机制对网络同步能力的

影响, 左图为类型 I 网络第二大特征值 λ2 随参数

m2, ϕ 的变化关系.右图为类型 II网络特征值比值
R随参数 m2, ϕ 的变化关系.图中,用 “×”标记的为
参数 ϕ = 0的曲线,用 “*”标记的为参数 ϕ = 1的
曲线.图 10显示了对两种不同的网络类型,三角结
构的影响也是不一样的. 对于类型 I网络, ϕ = 1的
曲线比 ϕ = 0 的第二大特征值小. ϕ = 1 时, m2 越

大网络的第二大特征值越小,意味着三角结构加入
到网络中的边越多,网络的同步能力越强了. ϕ = 0
时, m2 越大网络的第二大特征值越小,意味着单独
的随机连接加入到网络中的边越多,网络的同步能
力也越强了. 因此,对于类型 I加权网络而言,三角
结构和随机连接的演化机制提高了网络的同步能

力. 对于类型 II网络, ϕ = 1对应的 R值随着 m2 的

增加而增加, ϕ = 0对应的 R值随着 m2的增加而减

小. 同样数量的边按照三角结构加入到网络中来降
低了网络的同步能力. 按照随机连接的机制加入到
网络中来,提高了网络的同步能力. 因此,对于类型
I加权网络而言, 三角结构的演化机制提高了网络
的同步能力. 对于类型 II加权网络而言,三角结构
的演化机制降低了网络的同步能力. 但是随机连接,
对于两种网络的同步能力的影响是一样的,都能提
高网络的同步能力.
在研究社团结构的演化机制对网络同步能力

的影响时, 令 m2 = 0, 没有按照三角结构和随机连
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接的形式进行边的更新的情况. 调节参数 p的大小

来调节演化过程中社团结构所占的比重. 当 p = 0
时,网络为社团结构增长的网络. p = 1对应优先连
接增长的网络,此时,网络结构退化为 BBV网络. p

值越小网络社团结构所占的比重越大. 图 11 给出
社团结构的演化机制对网络同步能力的影响,左图
为类型 I网络第二大特征值 λ2与参数 p的关系,右
图为类型 II网络特征值比值 R与参数 p的关系.仿
真过程中,分别采用了不同的 m值,网络每个节点
加入到网络中有 m条边与网络中的节点相连接, m

取值的不同没有影响参数 p对两种类型网络同步

能力的影响.对于类型 I网络, p越小,网络同步能
力越差, 即社团结构降低了网络的同步能力. 对于
类型 II网络,社团结构和优先连接的机制共同存在
时, 网络耦合矩阵特征值比值很大, 但是单纯的社
团结构和单纯的优先连接网络的特征值比值则很

相近. 两种机制相混合的演化机制, 网络同步能力
大幅度降低,甚至不可能实现同步.例如,在社会网
络中, 这两种机制显然是都存在的, 那么很难达成
观点的一致.
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图 10 三角结构演化机制与同步能力的关系
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图 11 社团结构演化机制与同步能力的关系

表 1给出了不同参数下平均聚类系数 C 和第

二大特征值 λ2与特征值比值 R的对应关系. p值越

小意味着越多的社团结构被加入到网络模型中,而

ϕ 值越大意味着越多的三角连接机制被执行. 因此

社团结构和三角连接都可以提高无标度网络的平

均聚类系数. 从表 1中可以看出,平均聚类系数越

大,第二大特征值 λ2 也越大,这意味着网络的平均

聚类系数越小网络的同步能力越大.三角连接机制

可以提高类型 I网络的同步能力,但却削弱了类型

II网络的同步能力,社团结构机制也可以削弱类型

I网络的同步能力. 当社团结构和单个节点两种机

制混合时,类型 II网络的同步能力大幅度降低. 由
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此可见,网络的演化机制对网络的同步能力有很大
的影响.
表 1 不同参数下平均聚类系数 C和第二大特征值 λ2 与特征

值比值 R的对应关系

p = 0.7 p = 0.8 p = 0.9 ϕ = 0.7 ϕ = 0.8 ϕ = 0.9

C 0.40 0.372 0.338 0.378 0.431 0.453

λ2 −0.225 −0.278 −0.379 −0.266 −0.225 −0.192

R/104 12.2 9.19 4.35 5.30 9.46 11.5

5 结 论

本文提出了一类高聚类系数加权无标度网络

模型,该演化模型不仅考虑了旧节点之间三角结构

和随机连接形式的边权更新情况,同时也考虑了网

络按照社团结构进行演化的机制, 是对 BBV 模型

的重要补充. 基于所提出的网络模型, 研究了网络

演化机制对网络同步动态特性的影响,仿真结果显

示, 随机连接机制能够提高网络的同步能力; 而三

角结构连接可以提高类型 I网络的同步能力,降低

类型 II 网络的同步能力; 社团结构的演化机制降

低类型 I网络的同步能力;社团结构和优先连接两

种机制混合时, 类型 II 网络的同步能力被大幅度

降低.
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Abstract
The detecting of clusters or communities in large real-world networks such as large social or information networks is of con-

siderable significance. We propose a new weighted evolving model of high clustering scale-free network incorporating a community
structure mechanism, which means the addition of the new node depends on not only a single node but also a community. In the process
of the evolution, a new node with probability p and a new community with the probability 1− p are added to the network. Different
from the existing studies where new links are additionally established, some links with probability ϕ according to the triad formation
mechanism and other links with the probability 1−ϕ according to the random selection mechanism are connected between neighbors
in the model. The topology and weights of links of the network evolve as time goes on. Moreover, the evolving model gives power-law
distributions of degree, weight, and strength as confirmed in several real world systems. Especially, the average clustering coefficient
exhibits power-law decay as a function of degree of node. Both the community structure and the triad formation can enhance the aver-
age clustering coefficient of scale-free networks. Furthermore, we investigate how the synchronization of the network is influenced by
the evolution mechanism of the network. Numerical simulation results show that the network synchronizability is optimized when the
average clustering coefficient decreases in the model.
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