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参数激励与晶体摆动场辐射的稳定性
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寻找新光源,特别是短波长相干光源备受关注. 本文讨论了晶体摆动场辐射作为短波长激光的可能性和必须满

足的基本条件;指出了至今尚未获得可利用的短波长激光可能不只是技术原因,而且还有物理原因.利用参数激励

方法对这个问题进行了分析.在经典力学框架内和偶极近似下,引入正弦平方势,把粒子运动方程化为具有阻尼项

和参数激励项的摆方程. 利用 Melnikov方法讨论了系统的稳定性,并对系统的临界条件进行了分析.结果表明: 系

统的稳定性与其参数有关,只需适当调节这些参数,系统的稳定性就可以原则上得到保证.
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1 引 言

20 世纪 70 年代, 苏联科学家 Kumakhov[1] 发

现了沟道辐射; 80年代开始,人们对这种辐射进行

了深入研究,并提出了各种可能方案企图把这种辐

射改造为相干辐射. 90年代末, 以 Korol为代表的

俄国科学家们提出了用声学方法将沟道平面周期

弯曲, 带电粒子在周期弯晶中运动时, 除了产生自

发的沟道辐射外,还将产生相干的摆动场辐射 [2−8].

近年来,这个研究小组就一直致力于如何把这种辐

射改造为相干辐射. 2013年, Korol等 [7] 出版了专

著, 对弯晶, 特别是周期弯晶的沟道效应和沟道辐

射做了系统的探索和总结, 并明确指出, 利用晶体

摆动场作为短波长激光光源是完全可能的. 虽然至

今还未获得可利用的 X-激光或 γ-激光,其主要原

因是技术问题而不是物理问题.其实,物理问题 (运

动稳定性问题)一直是人们关注的问题.只有保证

了系统的稳定性,才有可能获得可利用的晶体摆动

场辐射. 人们用不同方法研究了这个问题,但大多

采用的是外激励方法,即把晶体周期弯曲视为外力

作用, 再考虑外力作用下粒子的运动行为. 我们也

曾以外激励方式对系统的稳定性进行过分析,并用

相平面方法、Melnikov 方法以及功能原理和哈密
顿原理对此进行过讨论 [9−14]. 本文用内激励 (参数
激励)方法对这个问题进行描述.
从势和场的观点出发,把周期弯晶产生的离心

力视为离心势,而离心势对系统的影响可等效为粒
子 -晶体相互作用势 (面间势)垒高度发生变化. 在
经典力学框架内和偶极近似下, 引入正弦平方势,
并考虑运动阻尼的影响,把粒子的运动方程化为具
有阻尼项和参数激励项的摆方程. 用 Melnikov 方
法讨论了周期轨道的次谐分叉和系统的稳定性. 结
果表明, 系统的临界条件与其物理参数有关, 只需
适当调节这些参数就可以原则上避免分叉出现.

2 晶体摆动场辐射

2.1 晶体周期弯曲

假设用声学方法或其他方法 (比如刻痕法或梯
度掺杂法等)已将晶体做了如下形式

x(z) = asin(2πz/λu) (1)

的弯曲 [2,4,9], 其中 a 是 “振幅”, λu 是周期摆动场

“波长”. 在相邻晶面 (特别是低晶面指数晶面)之间
运动的带电粒子很容易穿透到晶体内部,这个现象
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就是所谓沟道效应.在晶格场中做沟道运动的带电

粒子将不断向外辐射能量,这种辐射就是沟道辐射.

值得注意的是,在晶体摆动场中运动的带电粒子除

了发射自发的沟道辐射外,还将发射相干的摆动场

辐射,而晶体摆动场辐射与自由电子激光十分类似.

2.2 摆动场辐射作为短波长光源的基本
条件

为了讨论方便,除了上述两个参数 a和 λu 外,

再引入下面参数对晶体摆动场进行描述: 与粒子有

关的参数 ε 为离子能量;与晶体有关的参数 d 为晶

面间距, L 为晶体长度; 与粒子和晶体相关的参数

V (x)为粒子 -晶体相互作用势 (面间势), C 为离心

势与面间势之比, Ld 为粒子退道长度, La 为辐射衰

减长度, λ 为辐射波长.

研究表明 [2,4,9],要获得可利用的晶体摆动场辐

射,下列条件必须满足:

1) C < 4π2εa/V ′
maxλ 2 < 1, 粒子的沟道运动是

稳定的;

2) d < a ≪ λ ,周期弯晶的振幅变化范围要大;

3) N = L/λ ≫ 1,摆动场周期数要大;

4) L 6 min(Ld(C), La(ω)), 晶体长度要小于退

道长度和辐射长度中最小的一个;

5) ∆ε/ε ≪ 1,辐射损失要低.

首先,要保证沟道运动是稳定的. 这就是说,仅

当粒子的沟道运动稳定时, 才能提供可利用的摆

动场辐射. 影响沟道运动稳定性的因素很多, 有技

术上的原因,也有物理上 (动力学)的原因.对于周
期弯晶,离心力是重要原因之一.条件 1)给出了晶

体周期弯曲产生的离心力对运动稳定性的影响.这

个条件表明, 只有当最大离心力 Fcf
max 小于最大的

面间力 V ′
max 时,即 C = Fcf

max/V ′
max < 1,沟道运动才

是稳定的. 对于超相对论粒子, Fcf
max ≈ ε/Rmin, 其

中 Rmin = λ 2
u /4πa2 是弯晶最小曲率半径, 由曲线

二阶导数给出. 这就是说, 弯晶曲率半径不能小于
Rmin = λ 2

u /4πa2.

研究表明, 仅当弯晶的振幅与间距比 a/d > 1

时,摆动场辐射频率和沟道辐射频率才分得比较开,

而摆动场辐射强度才比较大 [2,4,11]. 另一方面,仅当

a ≪ λ 时,才能确保晶体形变是弹性的. 换句话说,

晶体弯曲必须保证晶体形变不会破坏晶体结构.

研究还表明, 要使晶体摆动场辐射谱线尖锐、

清晰而且间距大,就要求晶体摆动场周期数 N ≫ 1.

在自由电子激光器中辐射强度与 N2 成正比. 这就

是说,只要周期数 N 足够大,辐射强度是可以很强

的. 对于自由电子激光器,周期数 N 原则上可以为

无穷. 实际上,由于技术上的原因,周期数 N 不能做

得太大.注意到,对于自由电子激光器,电子和光子

都运动在真空中, 而对于晶体摆动器, 电子和光子

都运动在介质中. 正是这种差异,晶体摆动场辐射

面临的问题比自由电子激光复杂得多. 比如,电子

和光子同晶体相互作用产生的退道效应和辐射衰

减, 对于自由电子激光器就不会出现; 也正是这种

差异,晶体摆动场辐射强度不再与 N2 成正比,而是

比这种相关性要弱得多.

由于电子多重散射和原子核碰撞, 粒子的横

向能量 ε⊥ 将不断增加, 当横向能量超过面间势垒

时将离开沟道, 这种现象称为退道. 沟道粒子一

旦退道对沟道辐射就不再有贡献. 定义沟道粒子

数减少到初始状态 1/e 时的晶体长度为退道长度,

并用符号 Ld 表示. 对于直沟道, 退道长度 Ld 与

晶体类型、粒子能量和种类有关; 对于周期弯晶,

这个量还与参数 C 有关. 退道长度是弯晶长度的

自然上限, 换句话说, 晶体摆动器的长度必须满足

L 6 Ld(C), 否则由于退道效应摆动场辐射强度将

很弱, 以至于实验上不可观察. 另一方面, 由于光

子吸收和散射, 摆动场辐射强度还要进一步降低.

当光子强度减少到初始状态的 1/e时,相应的晶体

长度称为衰减长度,并用符号 La(ω)表示. 注意到

衰减长度与光子能量成反比, 这就是说, 对于高能

光子,限制晶体长度的是衰减长度;对于低能光子,

限制晶体长度的是退道长度 [12]. 条件 3) 中的周

期数不再是 N = L/λ ≫ 1,而是 Nd = Ld/λ ≫ 1,或

Na = La/λ ≫ 1.

注意到退道长度与粒子能量成正比 Ld ∝ ε ,能

量越高退道长度越长,周期数越大,谱线越清晰.但

是, 随着粒子能量增加, 辐射损失 ∆ε 也越来越大.

辐射损失太大,条件 5)就可能不满足.

要获得可利用的晶体摆动场辐射, 必须对条

件 (1)—(5) 式综合考虑. 研究表明, 对参数 ε , a, λ
的要求大概为 ε = (0.5—5) GeV; a/d = 101—102;

C = 0.01—0.2; N ≈ Nd = 101—102; h̄ω > 102 keV.

这组参数是当前技术条件可以达到的. 但是, 至今

尚未获得可利用的 X-激光或 γ-激光,可能还有物

理问题需要进一步考虑,而运动稳定性便是其中问

题之一.
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3 运动方程

3.1 参数激励的摆方程

在偶极近似下,粒子的横向运动可以用经典方

法来描述. 在弯晶沟道中运动的粒子, 除了受到晶

格场作用外,还要受到阻尼力和晶体弯曲产生的离

心力作用. 从势和场的观点看, 带电粒子在周期弯

晶中运动可以视为粒子在有效势场

Veff(x) =V (x)+Vf(x) (2)

中的运动,其中 V (x)是粒子 -晶体相互作用势; 常

用的相互作用势有 Lindhard 势, Moliere 势和正弦

平方势等;而

Vf(x) = pvdκ(z) (3)

是离心势,其中

κ(z) = κ0 sin
2π
λu

z (4)

是弯晶曲率,由曲线 (1)的二阶导数给出;在超相对

论情况下, z ≈ ct,而 κ0 = Ω 2
u a是周期弯晶的曲率幅

值.引入正弦平方势 [15,16]

V (x) =V0 sin2(πx/d) (5)

来描述粒子 -晶体相互作用,其中 V0 是面间势垒高

度. 考虑到晶体弯曲和摆动场的周期性, 作用到粒

子上的有效势垒可表示为

Veff =V0 −
pvdκ0

π
sinκuct, (6)

上式表明,离心势作用将使面间势垒高度 V0“降低”.

而粒子运动方程可表示为

m
d2x
dt2 +2mµ0

dx
dt

+
π

d
Veff sin

2πx
d

= 0, (7)

其中 κu =
2π
λu
是摆动场 “波数”. 令

X =
2πx

d
, ω2

0 =
2π2Veff

md2 , b =
pvdκ0

πVeff
, (8)

并注意到 (6)式,则方程 (7)可化为

d2X
dt2 +2µ0

dX
dt

+ω2
0 (1−bsinΩut)sinX = 0, (9)

方程 (9) 是一个带有阻尼项和参数激励项的摆方

程.

3.2 小振幅近似

假设粒子运动在中心平面附近, 则可将 sinX

做泰勒展开 sinX = X − 1
6

X3+ · · · ,在小振幅情况下,

取前两项做近似,方程 (9)可化为

d2X
dt2 +2µ0

dX
dt

+ω2
0 X −

ω2
0

6
X3 = f X sinΩut, (10)

其中

f = ω2
0 b, (11)

做变换

X =
√

6ξ ; t =
τ

ω0
. (12)

并假设阻尼项和参数激励项是小量,方程 (10)可进
一步表示为

d2ξ
dτ2 +ξ −ξ 3 =−ε

(
µ

dξ
dτ

− f ξ cosΩτ
)
, (13)

其中 ε 是小参数,表示伴随它的项是小量;而

µ =

√
6

2
ω0µ0, Ω =

Ωu

ω0
. (14)

方程 (13)的等价系统由正则方程

ξ ′ = ς ,

ς ′ =−ξ +ξ 3 − ε(µς − f ξ cosΩτ) (15)

给出,其中 “′”表示对 “时间”τ 的微商. 下面, 对系
统的稳定性进行分析.

4 周期轨道的次谐分叉

4.1 无扰动系统的周期轨道

ε = 0的系统是无扰动系统.当 0 < h < 1/4时,
无扰动系统存在一族围绕中心 (0, 0)的周期轨道:

ξκ =

√
2κ√

1+κ2
sn(u,κ), (16)

ςκ =

√
2κ

1+κ2 cn(u,κ)dn(u,κ),

u = τ/
√

1+κ2, (17)

相应的周期由

Tk = 4
√

1+κ2K(κ) (18)

给出, 其中 sn(u,κ), cn(u,κ), dn(u,κ) 为雅可比椭
圆函数; κ 为椭圆函数的模, 0 < κ < 1; h(κ) =
κ2

/(
1+κ2

)2, K(κ)为第一类全椭圆积分.
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4.2 周期轨道的Melnikov函数

对任意给定的一对互质正整数 (m, n), 存在惟

一的 κ ,使得 Tκ = 4
√

1+κ2K(κ) =
2πm
ωn

. 对于周期

轨道,可构造如下形式的Melnikov函数

Mm/n(τ0,δ , f )

=
∫ mT

0
ςκ(τ)[−µςκ(τ)+ f cosΩ(τ + τ0)ξκ(τ)]dτ

= −µJ1(m,n)− f J3(m,n)cosΩτ0, (19)

其中 ξκ 和 ςκ 分别由 (16)和 (17)式给出,而

J1(m,n)

=
8n

3(1+κ2)3/2

[(
κ2 −1

)
K(κ)

+
(
1+κ2)E(κ)

]
, (20)

J3(m,n)

=


0 当 n ̸= 1, 或 m为奇数

π3m2

3(1+κ2)K2(κ)
csch

πmK′(κ)
2K(κ)

当 n = 1, 或 m为偶数

, (21)

K′(κ) = K(κ), E(κ) 为第二类完全椭圆积分. 上
式表明, 系统存在偶阶次谐分叉. 令 (19) 式中的
cosΩτ0 = 1,可由Melnikov方法将偶阶次谐分叉的
阈值表示为

Rm(Ω) =
J1(m,1)
J3(m,1)

=
1

3π3Ω 2
(
1+κ2

)1/2

×
{

16
[(

1+κ2)E(κ)−
(
1−κ2)K(κ)

]}
× sh
πmK′(κ)

2K(κ)
, (22)

当参数 f , µ 满足条件
f
µ
> Rm(Ω) (23)

时, 系统存在偶阶次谐分叉. 进一步分析表明, 无
论是外激励 [11,12] 还是参数激励, 系统都将经过次
谐分叉进入 Smale混沌,只是进入混沌的方式不同,
前者是经过可数个奇阶次谐分叉,而后者则是经过
无穷次偶阶次谐分叉.

4.3 次谐分叉的物理意义

将 (8), (11), (12)式代入 (22)式,并注意到 (23)
式,可将系统的临界条件用原始参数表示为(

f0

µ

)
c
= Rm(Ω)

=
64V0ω0

[(
1+κ2)E(κ)−

(
1−κ2

)
K(κ)]

π2dΩ 2
(
1+κ2

)1/2

× sh
πmK′(κ)

2K(κ)
, (24)

其中 f0 = pvκ0 是离心力幅值, µ 是阻尼系数. 上式

表明,系统的稳定性与离心力和阻尼力的大小有关,

当
f0

µ
<

(
f0

µ

)
c
时系统是稳定的,否则系统不稳定.

从 (24)式可以看出:

1)如果晶体不弯曲 ( fc = 0),条件
f0

µ
<

(
f0

µ

)
c

始终满足,系统不出现次谐分叉,换句话说,对于直

沟道系统始终是稳定的;

2)离心力 f0 越小,条件
f0

µ
<

(
f0

µ

)
c
越容易满

足,系统越稳定,当它满足条件

( f0)c =
64V0ω0µ

[(
1+κ2)E(κ)−

(
1−κ2

)
K(κ)

]
π2dΩ 2(1+κ2)1/2

× sh
πmK′(κ)

2K(κ)
(25)

时,系统处于临界状态;当 f0 < ( f0)c 时系统是稳定

的,当 f0 > ( f0)c 时,系统不稳定;

3)衰减系数 µ 越大,条件 (24)越容易满足,系

统越稳定,当它满足条件

µc =
π2dΩ 2(1+κ2)1/2 f0

64V0ω0
[(

1+κ2
)
E(κ)−

(
1−κ2

)
K(κ)

]
× csch

πmK′(κ)
2K(κ)

(26)

时,系统处于临界状态;当 µ > µc系统是稳定的,当

µ < µc 时,系统存在次谐分叉,这就是说,仅当系统

阻尼足够强时,系统才可能是稳定的.

5 结 论

本文讨论了如何利用晶体摆动场辐射作为短

波长相干光源的基本条件,并指出了系统的稳定性

必须进一步研究. 从势和场的观点出发, 把一个外

激励问题转化为内激励问题,并在经典力学框架内

和小振幅近似下,把粒子在周期弯晶中的运动方程

化为参数激励的摆方程. 结果表明, 系统的临界条

件与其参数有关, 只需适当调节这些参数, 系统分

叉就原则上可以避免. 注意到分叉就是不稳定, 适

当调节参数,系统的稳定性可以原则上得到保证.
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Parametric excitation and stability of crystalline
undulator radiation
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Abstract
Looking for a new light source, especially short-wavelength coherent light source has attracted much attention. A possibility

and basic conditions are discussed by using crystalline undulator field radiation as a short-wavelength laser; it is pointed out that the
short-wavelength laser has not yet been available so far which is due to not only technical reasons, but also physical reasons. In this
paper, the physical problem is analyzed by using parametric excitation method. Introducing the sine-squared potential, the particle
motion equation is reduced to a pendulum equation with a damping term and parameter excitation term in the framework of classical
mechanics and the dipole approximation. A stability of the system is discussed using Melnikov method, and the critical condition of
the system is also analyzed. The results show that the stability of the system relates to its parameters. By adjusting these parameters
appropriately, the stability of the system can be ensured in principle.
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