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一种混沌映射的相空间去噪方法*
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对于混沌映射来说,它们的频谱比混沌流的频谱更广阔,与噪声频谱的重叠率更高,所以混沌流的去噪方法对

它们并不适用. 在半盲分析法的框架下,混沌系统的参数估计问题终将归结为最小二乘估计问题.本文从最小二乘

拟合的角度出发估计混沌映射的演化参数,进而通过相空间重构以及投影操作,实现对观测信号的噪声抑制.实验结

果表明,该算法的去噪效果优于扩展卡尔曼滤波器 (extended Kalman filter, EKF)和无先导卡尔曼滤波器 (unscneted

Kalman filter, UKF),并且能够较大程度地将信号源的混沌特征量还原.
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1 引 言

混沌现象是指发生在确定性系统中的貌似随

机的不规则运动, 它在非线性系统中普遍存在, 是

非线性动力系统的固有特性. 混沌系统可以由完全

确定的方程描述, 无需附加任何随机因数, 但系统

仍会表现出类似随机性的行为.从混沌系统产生的

混沌信号具有功率谱宽带性和似噪声性,其广泛存

在于气象, 水文, 医学, 以及电子等众多领域. 由于

实际观测的混沌信号中都不同程度的含有噪声,而

噪声的存在严重影响了关联维数, Kolmogorov熵和

Lyapunov指数等混沌特征量的计算,给进一步的混

沌数据分析和研究 [1,2]带来了困难.另一方面,因为

其混沌信号的频带具有与噪声频带相似的特征,传

统的频谱分析方法和线性滤波方法并不适用于混

沌信号 [3],所以研究混沌信号的去噪方法具有重要

的理论意义和实用价值 [4,5].

当前,对混沌信号的去噪方法可以分为两大类:

盲分析法和半盲分析法. 1) 盲分析法意味着接收

端不知道信源的任何先验知识. 这类方法包括小波

收缩算法 (wavelet shrinkage, WS)[6,7], 局部拟合算

法 [8,9], 经验模态分解 (empirical mode decomposi-

tion, EMD)算法 [10], 以及局部投影算法 (local pro-

jection, LP)[11,12]. 其中, WS算法将原信号在多个层

次展开为粗纹理部分和细纹理部分之后,动态地给

每个细纹理部分确定一个域值,然后将该域值之上

的系数归零,不同的WS算法表现在对域值的选择

方案不同;局部拟合算法是以部分重叠的方式对观

测信号分段,在利用低阶多项式对每个片段拟合之

后再用金字塔的形式将重叠部分还原,它类似于分

段的低通滤波算法; EMD 算法可以看成 WS 算法

的一种扩展形式,它的扩展之处在于能够根据信号

特性通过迭代的方式自适应地获取基函数和分解

层次. 上述三种算法本质上都是低通滤波算法, 只

适用于混沌流信号 (例如, Lorenz 信号, Rossler 信

号等). 对于 LP算法来说, 它需要将观测信号按照

设定球半径来分群并且使用 SVD 确定信号子空

间, 然而球半径参数不易选取, 群落的大小对算法

性能影响很大,选取信号子空间向量个数的阈值不

易确定, 并且整个算法的去噪的效果仅在信噪比

很大时较好;因此, LP算法很难推广应用. 2)半盲

分析法是指接收端知道或部分知道源混沌系统的

动力学特性, 这些方法主要包括: 扩展卡尔曼滤波
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(extended Kalman filter, EKF) 算法 [13,14], 无先导卡
尔曼滤波 (unscented Kalman filter, UKF)算法 [15]以

及容积卡尔曼滤波 (cubature Kalman filter, CKF)算
法 [16,17]. 其中, EKF是将状态方程和测量方程线性
化后使用卡尔曼滤波算法,而这步线性化操作使得
算法的计算复杂度更高 (因为要计算雅可比矩阵)
并且估计精度降低 [13]. UKF的基本思想是使用无
先导变换方法,以一组确定的取样点来获取信号的
均值和方差,然后利用系统方程直接求解变换后的
随机向量的均值的协方差的估计值,它的滤波性能
优于 EKF且时间复杂度与 EKF接近. CKF采用一
组等权值的容积点集解决贝叶斯滤波的积分问题,
即使用容积数值积分原则计算非线性变换后的随

机变量的均值和协方差; 尽管 CKF 的非线性逼近
性能比 EKF和 UKF更好,不过文献 [17]表明, CKF
的去噪效果与 UKF几乎一致.值得注意的是,上述
几种卡尔曼滤波算法对信号输出信噪比的提高都

不够理想.
本文的目的是在不知混沌映射的演化参数的

前提下实现对观测序列最大程度的噪声抑制.在半
盲分析法的框架下,混沌系统的参数估计问题最终
归结为最小二乘估计问题,进而在拟合出混沌系统
最可能出现的相空间轨迹之后,将观测数据相空间
重构并使它们往估计的流形上投影就可以实现一

种全局意义上的去噪.本文剩余部分的逻辑结构如
下: 首先引入所提算法的基本原理, 随之给出本文
算法的具体步骤并分析其特点. 最后通过计算机
仿真实验对算法的有效性进行验证和分析并得出

结论.

2 算法原理

混沌映射和混沌流的一个区别是它们分别通

过离散时间和连续时间对物理系统进行建模. 假设
所研究的混沌映射为 F : M → M,其中, M ∈ RdA , dA

是映射的空间维.因而服从映射规则 F 的向量 s(n)
可表述为

s(n) = F(s(n−1),a), (1)

其中 s(n)表示在时刻 n的向量, a = [a0, . . . ,aM]是

该映射的演化参数,本文假设它是未知量.
现考虑从该物理系统中测量一组标量数据

s(n),这些观测值往往混合着高斯白噪声信号 η(n).
从而被噪声污染的观测值 y(n)表述为

y(n) =s(n)+η(n),

n = 1,2,3, · · · ,N. (2)

将方程 (2)的一维映射表达式记为 fy(s),如果
不利用对 a 的最大后验估计值来构造信号子空

间, 函数 fy(s) 可以用多项式 pn(s) 来逼近到任意
精确, 这由维尔斯特拉斯 (Weierstrass)给出的下述
定理[18]所保证.
定理1 设 s ∈ R[a,b],对任意给定的 ε > 0,总

存在一个代数多项式 pn(s),使得

sup
a6s6b

| fy(s)− pn(s)|< ε. (3)

伯恩斯坦 (Bernstein) 给出了对该定理的构造性证
明,也即为通过构造 Bernstein多项式

Bn( fy(s),s) =
n

∑
k=0

Ck
n fy

(
k
n

)
sk(1− s)n−k, (4)

取 pn(s) = Bn( fy(s),s) 可以证明 lim
n→∞

pn(s) = fy(s)

成立 [18]. 一方面,在实际计算时我们希望以较低的
Bernstein多项式次数来逼近 fy(s)从而实现噪声抑
制以及减少计算工作量. 另一方面, 混沌映射的观
察值 y(n)的 n → y(n)关系不是渐变的,这限制了直
接使用主成分分析方法来对观察方程 (2)降噪的可
能性 [19]. 因此,利用 (1)的估计表达式来构造 (2)的
信号子空间是理想的选择.这里涉及到的一个问题
是: 对 (1)和 (2)的估计都不可避免地有误差,在估
计的过程中该如何控制它们之间的误差传播方式?
与卡尔曼系列算法 [13−17] 不同的是,本文采用整体
估计的形式先对方程 (1) 求出所有的先验估计值
s̄(n),再结合方程 (2)的所有观察值进行最大后验概
率估计得出 ŝ(n),其误差传播方式如图 1所示.

图 1 本文算法的误差传播方式与卡尔曼系列算法的区别

对 s̄(n)整体的估计可以归结为:给定 n个数据
向量 ϕ1, ϕ2, . . ., ϕn, 希望找出 M + 1 个常数 a0, a1,
· · · , aM , 使得用线性组合 s̄(n) = ∑M+1

i=0 aiϕi 拟合未

知随机变量 s(n) 时, 拟合误差向量的均方值最小.
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因此,通过最佳线性均方估计方法可以求出 a0, a1,
· · · , aM . 接下来, 尽管状态方程 (1)的初值未知, 仍
然可以利用 a遍历该非线性流形M 所有可能出现

的相空间轨迹点,从而建立一个光滑的相空间流形.
由于观测数据的分布也满足一个粗糙的流形,且该
粗糙流形与建立的光滑流形之间存在同胚平滑的

非线性变换,所以只要使得在相空间定义的观测数
据与修正数据的误差函数达到最小,就可求出一个
修正的相空间流形. 最后, 把修正的流形还原成一
维时间序列就可以求出降噪之后的数据.

3 算法描述

对应上一节所述的算法原理,由方程 (1)和 (2)
定义的问题可以通过下述 3个步骤实现噪声抑制.
步骤1 估计演化参数.
将 (1)所描述的向量方程组合并为一个自变量

的多时延形式

s(n) = f (s(n−1),a), (5)

其中 s(n−1)是由 s(n−1)及后向的 M−1个时延

值组成的向量. 接下来, 假设 s(n) ∈ Span{ϕ0(s(n−
1)), · · · ,ϕM(s(n− 1))}, 里面每个 ϕi(s(n− 1)) 都是

一个多元函数表达式 (也可以退化为一元函数表达

式),则有

s(n) =
M

∑
i=0

aiϕi(s(n−1)), (6)

注意到 s(n−1)的时间尺度可取值范围是 (n−1) ∈
[M + 1,N]. 由于 y(n) = s(n)+η(n), 在最佳平方逼

近意义下对 a的估计意味着要使

δ =
N

∑
n=M+1

[
y(n)−

M

∑
i=0

aiϕi(s(n−1))
]2

→ min, (7)

这是一个求多元函数的极小值问题;令

∂δ
∂ai

=2
N

∑
n=M+1

[
y(n)

−
M

∑
i=0

aiϕi(s(n−1))
]
(−ϕi(s(n−1))) = 0, (8)

因为 M ≪ N,方程 (8)展开产生的独立方程的个数

远远多于未知数个数,于是引入矩阵

A,


ϕ0(s(M+1)) ϕ1(s(M+1)) · · · ϕM(s(M+1))

ϕ0(s(M+2)) ϕ1(s(M+2)) · · · ϕM(s(M+2))
...

...
...

ϕ0(s(N)) ϕ1(s(N)) . . . ϕM(s(N))

 , (9)

从而方程 (8)的解为

a= (AAT)−1ATy. (10)

其中 y = [y(M+1), . . . ,y(N)]T. 综上所述,只要利用
方程 (5)写出 ϕi(s(n−1))的具体表达式,并将观测
所得数据 y(n)代入其中构造出矩阵A,就能通过式
子 (10)得出参数 a的最小二乘拟合值.
步骤2 将观测序列投影到估计的相空间.
以时间延迟重构的方法 [20]对 y(n)通过后向时

延的方式进行相空间重构,可以得到其在欧几里得
空间 Rd 的状态向量为

v(n) =[y(n),y(n−∆),y(n−2∆),

. . . ,y(n− (d −1)∆)]T,

n = 1+(d −1)∆ , . . . ,N. (11)

其中 d 是嵌入维数, ∆ 是时延. 本文主要研究离散
混沌信号,所以令 ∆ = 1;此处,嵌入维数 d 可以取

值为所研究的混沌映射的空间维加 1.

由于 F : M → M 在统计意义上是光滑的,

这里利用演化参数 a 来估计真实混沌映射的

相空间轨迹, 估计的轨迹 M ′′ 可以结合方程

(5) 计算得出: 记 ν ′′(i) = [ν ′′
1 (i),ν

′′
2 (i), . . . ,ν

′′
d (i)]

T

是估计轨迹的相空间向量, 以 ν ′′
1 (i),. . . , ν ′′

d−1(i)

为自变量, 代入方程 (5) 可得出因变量 ν ′′
d (i).

其 中, 自 变 量 ν ′′
1 (i), . . . ,ν

′′
d−1(i) ∈

[
min(y(n)) :

max(y(n))−min(y(n))
N′ : max(y(n))

]
, N′ 称为估计精

度. N′ 的取值下限是使得
max(y(n))−min(y(n))

N′ <

R1, R1 是噪声强度.

在得到观测值的状态向量 ν(n)和估计的相空

间轨迹M ′′ 之后,将投影得到的向量记为 ν ′(n),那

么它是 ν(n)与流形M ′′ 的所有轨迹点的欧氏距离

最小的一点, 并且 ν(n)−ν ′(n) 与切空间 Tν ′(n)M
′′
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正交. 对 ν ′(n)的求解可以通过以下方程得出:

ν ′(n) =arg min
ν ′′(i)

{||ν(n)−ν ′′(i)||},

i ∈ [1,(N′)d−1
d−1

∏
i=1

N′],

n ∈ [d,N]. (12)

步骤3 将修正的相空间序列还原为一维时间

序列.
在投影操作之后得到的相空间序列为 ν ′(n),

n ∈ [d,N]. 显然, 当相空间重构的嵌入维数大于 1
时, ν ′(n)与 ν ′(n+ 1)里面对应的时间序列是有重
叠的. 同样地, 此处使用最小平方误差准则来求解
还原的一维时间序列 ŝ(n),这意味着要使得

ε =
N

∑
n=d

d

∑
i=1

{ν ′
i(n)− ŝ(n− i+1)}2 → min, (13)

其中 ν ′
i(n) 是向量 ν ′(n) 的第 i 个元素. 记 ŝ(n) 在

(13)式中的出现次数为 P, P ∈ [1,d],那么 ŝ(n)对应

的误差函数为

Jn =
P

∑
i=1

{ν ′
i(n+ i−1)− ŝ(n)}2. (14)

(14)式等效于一个 C均值聚类的问题模型 [21], ŝ(n)

是其聚类中心. 令
∂Jn

∂ ŝ(n)
= 0可以求得

ŝ(n) =
1
P

P

∑
i=1

ν ′
i(n+ i−1),

n ∈ [1,N]. (15)

到此, ŝ(n)给出了对于观测到的时间序列 y(n)

的去噪结果.

4 算法分析与比较

既然本文算法首先估计混沌映射的演化参

数, 那么构造拟合轨迹的过程是否以可通过赋予
初值并进行迭代的方式进行? 答案是否定的, 因
为混沌映射对初值和演化参数很敏感, 而每次估
得的 a 都是有误差的 (特别地, 当噪声较大时估
得的 a 不能产生混沌), 所以即使迭代出来的轨
迹点个数 Nx ≫ N, 它们所构造的轨迹仍然具有非
常大的误差. 类似地, 利用估计的相空间演化表
达式来直接求解投影点也是不可行的. 记误差函
数为 δν(n) = || f (ν ′(i))− ν(n)||2, 它是一个二次型

表达式, 因此直接利用牛顿法, 令
∂δν(n)

∂ν ′(i)
= 0 可得

f (ν ′(i)) = ν(n). 对于大部分的混沌映射来说,这是
一个多元多次方程组,不易求解. 综上,方程 (12)所
用的求 ν ′(n)的方法是相对较为容易的.
本文的去噪方法属于批处理方法,这样做的好

处是可以利用足够多的统计信息来实现最优估计.
相对地, EKF和 UKF是在线估计方法,受限于每一
步所使用的极小统计信息,它们的有效实施要依赖
更多的先验知识. 具体来说, EKF及 UKF都要显式
地用到观测方程的噪声协方差数值,然而对于实际
观测的数据来说,这个物理量是未知的. 另外, EKF
和 UKF里面的一些参数都要经过仔细调整以达到
最优效果:比如 EKF状态方程的噪声协方差,以及
UKF里面构造无先导矩阵的缩放参数. 总的来说,
本文算法的参数设置更简单,并且对先验知识的依
赖更少.

5 实验验证

为了验证本文所提算法的有效性,此处分别考
察其对 Logistic映射和 Hénon映射的降噪性能,以
及原始信号的混沌特征量是否能够得到还原. 在
实验中,算法的去噪效果一方面可以从相图直观地
反映,另一方面也可以通过计算输入和输出信噪比
(SNR, Signal to Noise Ratio) 来定量分析, SNRin 和

SNRout 的定义分别为

SNRin =10lg
∑N

n=1 s2(n)

∑N
n=1 η2(n)

, (16)

SNRout =10lg
∑N

n=1 s2(n)

∑N
n=1(ŝ(n)− s(n))2

, (17)

其中, SNRin是人工控制产生,每次实验结果都是运
行 500次蒙特卡洛仿真之后得出.

5.1 对信噪比的影响

例子1
Logistic映射的经典表达式是 22: s(n)= k0s(n−

1)(1− s(n− 1)); 当参数 k0 ∈ [3.57,4] 时, 该映射具
有奇异吸引子. 这个例子里取 k0 = 3.9, 并迭代产
生长度为 N = 2000 的 s(n). 设置 SNRin = 20 dB,
得到 y(n) 的相图如图 2 所示. 令 ϕ0(s(n − 1)) =
1, ϕ1(s(n− 1)) = y(n− 1), ϕ2(s(n− 1)) = y2(n− 1),
N′ = 100, d = 2,然后应用本文算法进行去噪,可得
SNRout = 24.17 dB,对应 ŝ(n)的相图如图 3所示.图
3表明,去噪之后的相空间轨迹更加集中在抛物线
附近.

230503-4



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 23 (2013) 230503

图 2 观测序列 y(n)的相图

图 3 还原序列 ŝ(n)的相图

图 4 对 Logistic信源的去噪效果比较

更加具体地, 我们研究在不同的输入信噪比
(SNRin) 的情况下, 本文算法能得到的输出信噪
比 (SNRout), 并且将它与文献 [13,17] 用到的 EK-
F 和 UKF 算法进行比较. 注意到文献 [13,17]
定义的 MSE 与本文定义的 SNRout 的关系为

MSE = 10lgE[s2(n)]− SNRout, 并且其输入信噪比
是去除均值之后的信噪比. 从图 4 可以看出, EKF

算法的性能在 SNRin = 0—10 dB时略好于 UKF,而
本文算法与 EKF 算法相比, 输出信噪比整体提升
了 1.52—4.13 dB. 对于观测数据来说, 本文算法能
将 Logistic信源的输出信噪比提高 3.32—7.38 dB.
例子2
Hénon映射的方程是 23: s1(n) = s2(n−1)+1−

k2s2
1(n−1), s2(n) = k1s1(n−1). 将参数 k1和 k2分别

取为 0.3和 1.4,产生长度为 N = 2000的二维序列,
并且以 s1(n)为信号源 s(n). 在应用本文算法进行
求解的时候,将各个参数分别设为 ϕ0(s(n−1)) = 1,
ϕ1(s(n−1)) = y2(n−1), ϕ2(s(n−1)) = y(n−2), N′ =

60, d = 3.

图 5 Hénon信号投影的效果图

图 6 对 Hénon信源的去噪效果比较

控制 SNRin = 10 dB, 当噪声污染的点往估计
的相空间轨迹 M ′′ 上投影时, 其效果如图 5 所
示. 在图 5 中, 拟合的相空间轨迹M ′′ 是一个抛

物面, 而投影操作使得每个偏离点 ν(n) 都映射到
离它最近的抛物面上的点 ν ′(n). 这时恢复信号的
SNRout = 13.06 dB.
同样地, 对于 Hénon信号源, 我们将本文算法

的效果与 EKF和 UKF进行比较,如图 6所示. 从图
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6看出,本文算法的效果在 SNRin = 0—30 dB时都
比 EKF和 UKF好 (比 UKF提高了 0.73—2.72 dB).
整体来说,本文算法能将 Hénon信源的输出信噪比
提高 1.26—3.55 dB.
小结 比较上述两个例子的实验结果,可以看

到本文算法对 Logistic映射的 SNRout 比 Hénon映
射提高得更多,这个结果的理论解释如下: Logistic
映射在相空间的迭代表达式可以写为

f1(s(n)) = f1(s(n−1))+Jn−1(s(n)

−s(n−1))+
1
2
(s(n)

−s(n−1))THn−1(s(n)

−s(n−1)),

其中 Jn−1 和Hn−1 分别是 f1 在 s(n−1)的雅可比
和海森矩阵,步骤 1里面对 a的估计表现为对 Jn−1

和Hn−1 的估计.相对地, Hénon映射的迭代表达式
可记为

f2(s(n)) = f2(s(n−1))+bmJn−1(s(n)−s(n−1))

+
1
2
(s(n)− s(n−1))THn−1(s(n)

−s(n−1))+O(||s(n)−s(n−1)||2),

其中 O(·)表示高阶无穷小. 显然,对 f2 的估计要比

f1 多一个 O(·)项,因此在相同的观察数据长度下,
对 f1 的估计更精确,从而其去噪效果更好.顺便指
出的是, LP算法 [11,12] 的本质是在上述表达式里面

只保留一阶近似项,比如

f1(s(n))≈ f1(s(n−1))

+Jn−1(s(n)−s(n−1)),

该估计式的有效使用需要将观察数据的段落分得

很小,然而,当 SNRin 稍小的时候,这种局部线性拟
合操作就会失效.另外,局部拟合算法 [8,9]等效于把

J 和H局部固定,因为对于混沌流来说, Jn ≈Jn−1,
Hn ≈ Hn−1; 不过, 这种近似在混沌映射里面并不
成立.

5.2 对混沌特征量的影响

对于混沌信号的去噪问题,我们不仅要在信噪
比方面评价算法的有效性, 还要考察其 Lyapunov
指数 (Lyapunov exponent, LE) 和 Kolmogorov 熵等
混沌特征量. 由于 Kolmogorov熵的数值等于所有
正的 LE之和,而我们所研究的低维离散混沌映射
都不是超混沌信号,因此在这个例子里只考察 LE.

LE满足关系式: d(t) = d(0)eλ t , 其中 λ 是 LE
的数值. 此处采用 Rosenstain 的小数据量法[24] 来

计算, 则 di(0) = min ||ν(i)− ν( j)||, ∀ j, 其中 ν(i)
是选择的初始参考点 (来自方程 (9) 的相空间
重构), di(0) 是对应的初始距离. 由于 lndi(t) ≈
lndi(0) + λ t, lndi(t) 与 t 在一定划范围内满足线

性关系,求其斜率就可得到 ν(i)对应的一个 λ . 因
为所有 ν(i)对应的斜率平均之后可得最小均方误
差意义上的 λ , 假设 lndi(t) 在算术平均之后记为

lnd(t),则有 lnd(t)≈ lnd(0)+λ t.

对于纯净的 Logistic 信号 s(n), 此处控制
SNRin = 10 dB 得到观测数据 y(n)(在其他信噪比
下的分析类似).使用例子 1的算法参数来消除噪声
之后可得 ŝ(n). s(n), y(n)和 ŝ(n)的步长 t-lnd(t)关

系曲线如图 7所示. 从图 7可以看到, ŝ(n)的 lnd(t)

在任何步长值都比噪声数据更靠近 s(n)的 lnd(t);
当使用 0 6 t 6 8这段区域来估计 λ 的时候,由 s(n),
y(n)和 ŝ(n)求得的 λ 分别为 0.4942, 0.2874, 0.4547.
上述结果表明,即使在噪声污染很严重的时候本文
算法仍然能够将观测数据的 LE还原.

图 7 Logistic 信号的原始数据, 污染数据以及去噪数据的
t-lnd(t)曲线

6 结 论

本文研究了混沌映射的去噪问题,提出了一种
利用最小二乘方法来求解混沌映射表达式和利用

相空间重构以及投影操作来将观察数据的吸引子

流形光滑化处理的去噪方法. 该方法的优点包括以
下两个方面. 其一,它对每一个数据点的估计都利
用到了整体的统计信息,因而它能最大程度地削弱
噪声干扰. 其二, 区别于偏离点到构造流形的欧氏
距离不同,本文算法对相空间里面的不同数据点会
有不同的修正量,所以这种非线性的修正方法理论
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上不仅适用于高斯噪声, 对有色噪声也是适用的.
文中实验结果表明所提算法的去噪性能优于 EKF
和 UKF算法,尽管在实验比较中 EKF和 UKF的计
算过程都显式地用到了观测数据的噪声协方差数

值.最后,实验部分对 Logistic映射求解 LE的例子
还表明本文算法能够将观测数据的混沌特征量有

效地还原.
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Abstract
The spectra of chaotic maps are much wider than those of chaotic flows, and their overlapped regions with Gaussian white noise

are much larger, thus the denoising method for chaotic flows is unsuitable for chaotic maps. Within a semi-blind analysing framework,
the parameter estimating problem for chaotic systems can be boiled down to a least square evaluating procedure. In this paper we start
with estimating the evolution parameters of chaotic maps by using a least square fitting method. After that, phase space reconstruction
and projection operation are employed to get noise suppression for the observed data. The simulation results indicate that the proposed
algorithm surpasses the extended Kalman filter (EKF) and the unscented Kalman filter (UKF) in denoising, as well as maintaining the
characteristic quantities of chaotic maps.
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