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一个新的分数阶混沌系统的翼倍增及滑模同步*
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首先,提出了一个新的分数阶混沌系统,通过对系统第二个等式的线性项 x作绝对值运算,并分析了其唯一的参

数 k,该参数在一定区间内取值时可将混沌吸引子由两个翼的结构变换为四翼的拓扑结构,从而实现翼倍增.其次,

分别采用Matlab和Multisim对新的分数阶系统及其翼倍增系统进行了数值模拟和电路仿真,电路仿真结果和数值

模拟结果相一致.最后,基于滑模变结构控制理论和分数阶稳定性定理,为新的分数阶系统及其翼倍增系统设计了

新的分数阶积分滑模控制器实现系统的同步,仿真结果和理论分析相一致,证实了所设计滑模控制器的有效性.
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1 引 言

分数阶微积分和整数阶微积分一样,已有三百

年的历史,但将其应用到物理学和工程领域是最近

几十年才兴起的 [1−4], 人们普遍认识到, 借助分数

阶微分能够更好的描述系统实际的物理现象.近些

年来,关于新的分数阶混沌系统的研究引起了相关

学者的广泛关注, 已经有大量工作被报道, 例如分

数阶 Chen系统 [5]、分数阶 Chua电路 [6]、分数阶

Lü系统 [7]、分数阶 Liu系统 [8]、分数阶 Lorenz系

统 [9]、一个新的分数阶混沌系统 [10]等.

混沌同步是非线性科学一个非常重要的分支,

近年来已经吸引了许多学者的广泛研究.混沌同步

能够被应用在物理和工程科学的许多方面,特别是

在保密通信领域 [11]. 在通信领域, Arman等 [12] 用

简单的混沌掩盖方法证明了分数阶混沌信号能加

强通信的安全性. 因此, 分数阶混沌系统的同步控

制在保密通信、信号处理和系统控制及其他领域

比整数阶混沌系统拥有更突出、更诱人的应用前

景和发展前途,研究关于分数阶混沌系统同步的理

论和在保密通信和控制处理方面的实际应用已经

受到了极大的关注 [13−18]. 人们已经提出了一些关

于分数阶混沌系统的同步方法,如驱动响应法 [19]、

线性反馈控制 [20]、滑模控制 [21]、自适应同步 [22]、

广义同步 [23]和函数投影同步 [24,25]等.

滑模控制具有快的响应性、良好的动态特性

和对外界变化的不灵敏性等很多诱人的优点. 本文

首先提出了一个新的分数阶混沌系统,新的三阶混

沌系统能够产生二翼混沌吸引子,通过对第二个等

式的其中一项 x作绝对值运算,新产生的系统能够

产生四翼混沌吸引子, 实现对原系统的翼倍增, 并

对翼倍增系统搭建了仿真电路,证实了该新系统的

工程实践意义.基于滑模变结构控制理论和分数阶

稳定性定理,为该翼倍增系统设计了新的分数阶积

分滑模控制器, 仿真结果和理论分析相一致, 证实

了所设计滑模控制器的有效性.

2 分数阶微积分

2.1 定 义

关于分数阶微分定义有许多不同的形式, 下

面我们给出分数阶微积分中普遍应用的两种定

义: Caputo分数阶微分和 Riemann-Liouvilie分数阶

微分.
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定义1 分数阶 Riemann-Liouville积分可以描

述如下:

Jq
t0 f (x) =

1
Γ (q)

∫ t

t0
(t − τ)q−1 f (τ)dτ, (1)

式中, q ∈ R+; f : R → R; Jq
t0表示 q阶积分算子; Γ (·)

表示伽马函数, Γ (q) =
∫ ∞

0 tq−1e−t dt.

定义2 分数阶 Riemann-Liouville微分可以描

述如下:

Dq
t0 f (t) = Dn

t0Jn−q
t0 f (t)

=


dn

dtn

[
1

Γ (n−q)

∫ t

t0
(t − τ) f (τ)dτ], n−1 < q < n,

dn

dtn f (t), q = n,

(2)

式中, Dq
t0 表示 q阶刘维耳微分算子.

定义3 Caputo微分可以描述如下:

c
0Dq

t0 f (t) = Jn−q
t0 Dn

t0 f (t)

=


1

Γ (n−q)

∫ t

t0
(t − τ)n−q−1 f (n)(τ)dτ, n−1 < q < n,

dn

dtn f (t), q = n,
(3)

式中, c
0Dq

t0 表示 q 阶卡普托微分算子, 可以简

写为 Dq.

2.2 分数阶稳定性定理

定理1[26] 考虑如下分数阶非线性系统:

Dqx = Ax,x(0) = x0 (4)

其中, A ∈ Rn×n, x ∈ Rn, q = [q1,q2, · · · ,qi, · · · ,qn](0 <

qi 6 1). 当且仅当矩阵 A 的特征值 λi 满足

|arg(λi)| > qπ/2 时, 系统 (4) 渐进稳定. 当且仅当

矩阵 A 的特征值 λi 满足 |arg(λi)| > qπ/2 时, 且其

临界特征值 |arg(λi)|= qπ/2具有几何重数 1时,系

统 (4)是稳定的.

定理2[26] 考虑如下的 n 维线性状态空间

形式:

Dqx = Ax+Bu,

y =Cx,

x(0) = x0, (5)

其中, A ∈ Rn×n, x ∈ Rn, y ∈ Rn,

q = [q1,q2, · · · ,qi, · · · ,qn] (0 < qi 6 1).

当满足 |arg(eig(A))|> qπ/2,系统 (5)在有界的输入

下,其输出是有界稳定的.

3 新的翼倍增系统及其电路仿真

3.1 新的翼倍增系统

一个新的三阶分数阶混沌系统如下:
dqx
dtq =

28
11

x− yz,

dqy
dtq =−7y+ xz+ kx, (6)

dqz
dtq =−4z+ xy,

其中 x,y,z∈R为状态变量, k为实数,这里取 k= 0.5,

q为分数阶次. 为了研究系统 (6)的混沌特性,首先,

很容易得到系统的 Jacobian矩阵:

J0 =


28
11

−z −y

z+0.5 −7 x

y x −4

 .

其次, 系统的动力学特性是和特征值有关的,

特征值是由 Jacobian矩阵在平衡点处取值决定的.

系统 (6)有 5个平衡点,其相应的特征值如表 1所

示.
根据定理 1 可得, 非稳定区域由下面的条件

决定:

q
π

2
> min

i
{arg|λi|}= max

i

{
arctan

|Im(λi)|
|Re(λi)|

}
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= arctan
4.9348
1.0571

→ q > 0.8657.

因此, 系统 (6) 产生混沌的必要条件为 q >

0.8657,本文取 q = 0.9,初始值为 (x(0),y(0),z(0)) =

(2.5,0,1),系统 (6)的相图如图 1所示,可以看出系

统具有双翼结构和两个混沌吸引子.

表 1 平衡点及其对应的特征值

平衡点 特征值

E1(0,0,0) λ1 =−7.0000,λ2 = 2.5455,λ3 =−4.0000

E2(−5.6142,3.1909,−4.4786) λ1 = 1.3674+5.0210i,λ2 = 1.3674−5.0210i,λ3 =−11.1893

E3(−4.9874,−3.1909,3.9786) λ1 = 1.0571+4.9348i,λ2 = 1.0571−4.9348i,λ3 =−10.5687

E4(4.9874,3.1909,3.9786) λ1 = 1.0571+4.9348i,λ2 = 1.0571−4.9348i,λ3 =−10.5687

E5(5.6142,−3.1909,−4.4786) λ1 = 1.3674+5.0210i,λ2 = 1.3674+5.0210i,λ3 =−11.1893

图 1 k = 0.5时系统 (6)的相图 (a) x-y; (b) x-z; (c) y-z

将系统 (6)的第二个式中的线性项 x 用 |x|代
替,在系统 (6)的基础上得到一个新的改进系统如

下式:

d0.9x
dt0.9 =

28
11

x− yz,

d0.9y
dt0.9 =−7y+ xz+ k|x|, (7)

d0.9z
dt0.9 =−4z+ xy.

当 −1.2 6 k 6 1.2时,系统 (7)是系统 (6)的翼

倍增系统.图 2表示在 k = 0.5时,翼倍增混沌系统

(7) 的相图, 可以看出此时系统具有四翼结构和四

个混沌吸引子, 实现了对原系统 (6) 的翼倍增. 通

过 k 在区间 (−1.20, 1.20)内每隔 0.002取值,并借

助 Matlab 分别仿真系统 (7) 的相轨迹图进行观察

总结, 很容易得到除去点 (−1.16, −0.148, 0, 0.148,

1.16, etc.),系统 (7)是系统 (6)的翼倍增系统.
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图 2 当 k = 0.5时混沌系统 (7)的相图 (a) x− y; (b) x− z; (c) y− z

3.2 电路仿真

分数阶电路的一般表达式如下:

F(s) =
R1

sR1C1 +1
+

R2

sR2C2 +1
+ · · · Rn

sRnCn +1
, (8)

其中 n是基本积分电路的单元数.
根据文献 [27],在 α = 0.9时,等 (8)式可以写

为下式:

F(s) =
R1

sR1C1 +1
+

R2

sR2C2 +1
+

R3

sR3C3 +1
, (9)

其中

R1 = 62.84 MΩ, R2 = 250 kΩ, R3 = 2.5 kΩ,

C1 = 1.232 µF, C2 = 1.835 µF, C3 = 1.1 µF.

(9)式的单元电路如图 3所示.

图 3 1/s0.9 的单元电路

将系统 (6)改写为相应的电路方程描述如下:

d0.9x
dt0.9 =

R3

R2R4C0
x− R3

R1R4C0
yz,

d0.9y
dt0.9 =− R7

R8

R5

R15R6C0
y+

R5

R14R6C0
xz

+
R5

R13R6C0
x, (10)

d0.9z
dt0.9 =− R11

R18

R9

R17R10C0
z+

R9

R16R10C0
xy.

系统 (10)的电路参数如下: R1 = 700 kΩ, R2 =

275 kΩ, R3 = 14 kΩ, R4 = R6 = 20 kΩ, R5 = 7 kΩ,

R7 = R8 = R11 = R17 = R18 = 10 kΩ, R10 = 25 kΩ,

R13 = 700 kΩ, R14 = 350 kΩ, R15 = 50 kΩ, R16 =

40 kΩ, C0 为图 3 所示的 0.9 阶单元电路, 设计的

总的电路仿真图如图 4所示.
同理, 将系统 (7)改写为相应的电路方程描述

如下:

d0.9x
dt0.9 =

R3

R2R4C0
x− R3

R1R4C0
yz,

d0.9y
dt0.9 =− R7

R8

R5

R15R6C0
y+

R5

R14R6C0
xz

+
R5

R13R6C0
|x|, (11)

d0.9z
dt0.9 =− R11

R18

R9

R17R10C0
z+

R9

R16R10C0
xy.

系统 (11)的电路参数如下:

R1 = 700 kΩ, R2 = 275 kΩ, R3 = 14 kΩ,

R4 = R6 = R32 = 20 kΩ, R5 = 7 kΩ,

R7 = R8 = R11 = R17 = R18 = R27 = R28

= R29 = R30 = R31 = 10 kΩ,

R10 = 25 kΩ, R13 = 700 kΩ, R14 = 350 kΩ,
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R15 = 50 kΩ, R16 = 40 kΩ,

C0 为图 3所示的 0.9阶单元电路,设计的总的电路

仿真图如图 5所示.

图 6 和图 7 显示了这两个分数阶混沌系统的

仿真结果.从图 6(a)—(c)和图 1(a)—(c)的对比中可

以得知,电路仿真的结果与相图符合.同样的结果,

从图 7(a)—(c)和图 2(a)—(c)的对比中可以得知,电

路仿真的结果与相图符合.

这些仿真结果及对比结论显示: 非线性混沌系

统 (6)和非线性混沌系统 (7)可以容易地通过电路

仿真实现. 因此, 电路仿真结果是能够实现的并且

是有效的.

4 新翼倍增系统的同步

4.1 滑模控制器的设计

考虑一类含有不确定参数的分数阶混沌系统,

驱动系统和响应系统描述如下:

Dαx = (A+∆A)x+ f (x), (12)

Dβ y = (A+∆A)y+ f (y)+U(x,y), (13)

其中, x,y ∈ Rn 分别是驱动系统与响应系统的 n维

状态向量. f : Rn → Rn 是系统的连续函数向量.

U(x,y)是待设计的控制器. α 和 β 是驱动系统和响
应系统的分数阶次. A是驱动系统和响应系统线性

部分的参数矩阵. ∆A表示不确定参数并且满足条

件 ∥∆A∥6 δ 6 M,其中 M是正的常数.

同步的目标是设计一个合适的、有效的控制

器U(x,y),使得响应系统的轨迹与驱动系统的轨迹

实现同步.为此,定义同步误差

e = y−χx, (14)

其中 χ 是任意的比例因数, 且 χ ∈ R. 将控制器

U(x,y)划分为两个子控制器 UI(x,y)和 UII(x,y),我

们的基本目标是获得与响应系统同阶次的误差系

统,子控制器UI(x,y)描述如下:

UI(x,y) = Dβ (χx)− f (x)− (A+∆A)χx. (15)

把子控制器 (15)代入到系统 (13)中,误差动力

系统可写为

Dβ (e) = (A+∆A)e+ f (y)− f (x)+UII(x,y)

= (A+∆A)e+F(x,y)+UII(x,y), (16)

其中, F(x,y) = f (x)+ f (y).
定义时变的微分积分滑模面 S = S(e, t)为

S(t) = Dβ−1e(t)−
∫ t

0
(A+K)e(τ)dτ, (17)

其中, K 是设计的参数矩阵.
在滑动模态下必须满足

S(t) = 0, Ṡ(t) = 0. (18)

上式意味着

Ṡ(t) = Dβ e(t)− (A+K)e(t) = 0. (19)

把 (16)式代入到 (19)式中,可以得到

Ṡ(t) = (∆A−K)e(t)+F(x,y)+UII(x,y) = 0. (20)

为了满足滑动条件,不连续的开关趋近率设计
如下:

DS(t) =−psign(S)− rS, (21)

其中

sign(S) =


+1,S > 0,

0,S = 0,

−1,S < 0,

(22)

其中, p > 0, r > 0是控制器的增益.
在滑动模态下,意味着 D(s) = Ṡ(t) = 0,由 (20)

和 (21)式可得

UII(x,y) =(K −∆A)e(t)−F(x,y)

− (rS+psign(S)). (23)

设计的总控制策略如下:

U(x,y) =UI(x,y)+UII(x,y)

=Dβ (χx)− (A+∆A)χx+(K −∆A)e(t)

− f (y)− (rS+psign(S)). (24)

定理3 当 p > 0, r > 0时,通过选择合适的参
数矩阵 K,响应系统 (13)在设计的滑模控制器 (24)
的驱动下, 误差系统 (16)将会趋向于零, 即驱动系
统与响应系统实现同步.
证明 将 (24)代入到 (16),可以得到误差系统

Dβ e = (A+K)e− (rS+psign(S)). (25)

1) 当 S(t) = 0 时, 误差系统 (25) 可以简化为
Dβ e = (A+K)e. 根据定理 1,当矩阵 (A+K)的所有

特征值 λi 都满足条件 |arg(λi)|> βπ/2时误差系统
是渐进稳定的.

2) 当 S(t) ̸= 0 时, 即线性分数阶系统 Dβ e =

(A + K)e 有界输入 (rS + psign(S)) (S > 0 时为
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(rS + p), S < 0 时为 (rS − p)), 根据定理 2, 如果

|arg(eig(A+K))|> qπ/2,误差系统 (25)在有界输入

下,其输出是有界稳定的.

从 1)和 2)可知, 误差系统将渐近趋向于零并

最终稳定, 即驱动系统与响应系统实现同步, 结论

得证.

4.2 系统 (6)的同步

根据滑膜控制理论,驱动系统 (6)描述为

d0.9x1

dt0.9 =
28
11

x1 − y1z1,

d0.9y1

dt0.9 =−7y1 + x1z1 + kx1, (26)

d0.9z1

dt0.9 =−4z1 + x1y1.

响应系统可以描述为

d0.9x2

dt0.9 =
28
11

x2 − y2z2 +u1,

d0.9y2

dt0.9 =−7y2 + x2z2 + kx2 +u2, (27)

d0.9z2

dt0.9 =−4z2 + x2y2 +u3.

取参数 r = 5, p = 0.2. 参数矩阵

A =


28
11

0 0

k −7 0

0 0 −4

 ,

设计的参数矩阵

K =


−3 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

图 4 分数阶混沌系统 (6)的电路图
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图 5 分数阶混沌系统 (7)的电路图

图 6 混沌系统 (6)的电路仿真效果 (a) x-y; (b) x-z; (c) y-z
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图 7 混沌系统 (7)的电路仿真效果 (a) x-y; (b) x-z; (c) y-z

可以得到矩阵

A+K =


− 5

11
0 0

k −7 0

0 0 −4

 ,

矩阵 (A+K)的特征值是

(λ1,λ2,λ3) = (−7,−0.4545,−4),

全部满足条件 |arg(eig(A+K))|> 0.9π/2,根据分数

阶系统稳定性定理,误差系统将会逐渐趋向于零并

实现同步.

根据 (24)且令 χ = 1,我们可以得到如下的控

制器:

u1 =D0.9x1 −
28
11

x1 −3e1 + y1z1

− (5S1 +0.2sign(S1)),

u2 =D0.9x2 − (kx1 −7y1)− x1z1

− (5S2 +0.2sign(S2)), (28)

u3 =D0.9x3 +4z1 − x1y1 − (5S3 +0.2sign(S3)).

分数阶混沌系统 (6)同步误差 (e1,e2,e3)的仿

真结果如图 8所示,此时的初始条件

(x1(0),x2(0),x3(0)) = (2.5,0,1),

(y1(0),y2(0),y3(0)) = (5.045,1,2), (29)

k = 0.5.

4.3 系统 (7)的同步

根据滑模控制理论,驱动系统 (7)描述为

d0.9x1

dt0.9 =
28
11

x1 − y1z1,

d0.9y1

dt0.9 =−7y1 + x1z1 + k|x1|, (30)

d0.9z1

dt0.9 =−4z1 + x1y1.

图 8 分数阶混沌系统 (6) 的同步误差 (a) e1 = y1 − x1; (b)
e2 = y2 − x2; (c) e3 = y3 − x3

响应系统可以描述为

d0.9x2

dt0.9 =
28
11

x2 − y2z2 +u1,
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d0.9y2

dt0.9 =−7y2 + x2z2 + k|x2|+u2, (31)

d0.9z2

dt0.9 =−4z2 + x2y2 +u3.

取参数 r = 5, p = 0.2. 参数矩阵

A =


28
11

0 0

0 −7 0

0 0 −4

 ,

设计的参数矩阵

K =


−3 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

可以得到矩阵

A+K =


− 5

11
0 0

0 −7 0

0 0 −4

 ,

矩阵 (A+K)的特征值是

(λ1,λ2,λ3) = (−7,−4,−0.4545),

全部满足条件 |arg(eig(A+K))|> 0.9π/2,根据分数

阶系统稳定性定理,误差系统将会逐渐趋向于零并

实现同步.

根据 (24)且令 χ = 1,我们可以得到如下的控

制器:

u1 =D0.9x1 −
28
11

x1 −3e1 + y1z1

− (5S1 +0.2sign(S1)),

u2 =D0.9x2 +7y1 − (x1z1 + k|x|)

− (5S2 +0.2sign(S2)),

u3 =D0.9x3 +4z1 − x1y1 − (5S3 +0.2sign(S3)). (32)

分数阶混沌系统 (7)同步误差 (e1,e2,e3)的仿

真结果如图 9所示,此时的初始条件

(x1(0),x2(0),x3(0)) = (2.5,0,1),

(y1(0),y2(0),y3(0)) = (5.045,1,3), (33)

k = 0.5.

从图 8和图 9可知,分数阶系统 (6)和 (7)在很

短的时间内就可实现同步,说明所设计的滑模控制

器的有效性,仿真结果和理论分析相一致.

图 9 分数阶混沌系统 (7) 的同步误差 (a) e1 = y1 − x1; (b)
e2 = y2 − x2; (c) e3 = y3 − x3

5 结 论

本文首先提出了一个新的分数阶混沌系统,新
的三阶混沌系统能够产生二翼混沌吸引子,通过对
第二个等式的其中一项 x作绝对值运算,新产生的
系统能够产生四翼混沌吸引子,实现对原系统的翼
倍增, 并对翼倍增系统搭建了仿真电路, 证实了该
新系统的工程实践意义.基于滑模变结构控制理论
和分数阶稳定性定理,为该翼倍增系统设计了新的
分数阶积分滑模控制器,仿真结果和理论分析相一
致,证实了所设计滑模控制器的有效性.
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A new double-wing fractional-order chaotic system
and its synchronization by sliding mode∗
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Abstract
Firstly, a new fractional-order chaotic system is proposed. When the linear term x in the second formula of the system was

replaced by its absolute value, the range of its unique parameter k that makes the wing of the original system doubled is explored in
detail. Furthermore, the numerical simulation and the circuit simulation of the original system and its double-wing system are achieved
via Matlab and Multisim software respectively. Finally, based on sliding mode control theory and stability theory in fractional calculus,
a new sliding mode controller is designed to realize the synchronization of the new system and its double-wing system respectively.
Simulation results are provided to illustrate the effectiveness of the proposed scheme.
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