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一类含Mathieu-Duffing振子的相对转动

系统的分岔和混沌*
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建立了一类具有Mathieu-Duffing振子的两质量相对转动系统的非线性动力学方程. 应用多尺度法求解该系统

发生主共振-基本参数共振的分岔响应方程,并通过奇异性分析得到系统稳态响应的转迁集. 利用Melnikov方法讨

论系统在外激扰动和参激扰动变化下的全局分岔和系统进入混沌状态的可能途径,得到外激和参激幅值变化下系

统可能出现多次通向混沌的道路,获得系统发生混沌的必要条件.最后采用数值方法验证了理论研究的有效性.

关键词: 相对转动, Mathieu-Duffing振子,混沌, Melnikov方法

PACS: 45.20.dc, 05.45.−a DOI: 10.7498/aps.62.234501

1 引 言

自 Carmeli 于 1995 年建立转动相对论力学理
论 [1,2], 1996年 Luo建立了转动相对论系统的力学
理论以来 [3,4], 转动相对论系统及其分岔和混沌的
研究在各行各业得到了迅速发展.文献 [5]研究了
在强迫周期力作用下具有三势阱 Duffing系统的混
沌和分岔. 文献 [6]应用 Lagueree正交多项式逼近
法研究了具有随机双势阱 Duffing系统的分岔和混
沌特性. 文献 [7]建立在外激和参激联合作用下的
一个强非线性方程,并研究了其参数的稳定性和全
局分岔. 文献 [8—10]求解一类具有非线性阻尼和
强迫周期力作用下相对转动系统的稳定性、近似

解和周期解.文献 [11, 12]研究了一类相对转动系
统非线性动力学方程的混沌和控制.文献 [13]建立
了一类具有时变刚度、非线性阻尼力和强迫周期

力项的相对转动非线性动力系统, 并运用 Mawhin
重合度理论,得到了该方程的周期解.
本文研究了一类具有 Mathieu-Duffing 振子的

相对转动系统的分岔和混沌问题.首先应用多尺度

方法求解了该系统发生主共振-基本参数共振的分

岔响应方程,并通过奇异性理论得到了系统稳态响

应的转迁集. 其次利用 Melnikov 方法讨论了系统

在外激和参激幅值扰动变化下的全局分岔以及系

统进入混沌状态的可能途径,给出了系统发生混沌

的必要条件.最后采用数值方法验证了上述理论成

果的有效性.

2 具有 Mathieu-Duffing振子的相对转
动非线性动力学方程

Mathieu-Duffing 系统是非线性动力学中典型

的振动系统,研究它的非线性动力学特征十分重要.

Mathieu-Duffing 振子一般模型为 (k0 + k1 cos t)x+

k2x3. 由于工程实际中三次刚度项同样存在参激

扰动现象, 为了更加接近实际情况, 所以本文考虑

一次刚度项和三次刚度项同时存在参激扰动的
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Mathieu-Duffing振子,其表达形式为

f (t) = K1(t)x+K2(t)x3,

其中

K1(t) = K(t)γ,K2(t) = K(t)β ,

K(t) = k2
0 + k cosΩ1t. (1)

考虑具有上述 Mathieu-Duffing 振子的两质量
相对转动系统,该系统的动能为

E =
2

∑
i=1

1
2

Jiθ̇ 2
i =

1
2

J1θ̇ 2
1 +

1
2

J2θ̇ 2
2 . (2)

系统的势能为

U =
1
2

K1(t)θ 2 +
1
2

K2(t)θ 4. (3)

系统的广义力为

Q j =
2

∑
i=1

F i
i

∂θi

∂q j
, ( j = 1,2). (4)

其中 Ji(i = 1,2) 为该相对转动系统的转动惯量,
K1(t)为系统一次扭转刚度系数, K2(t)为系统三次

扭转刚度系数, θi(i = 1,2), θ̇i(i = 1,2) 分别为系统
的转角和转速. F i

i = Ti +Fc
i , Ti为广义外力, Fc

i 为系

统广义阻尼. q j( j = 1,2)为广义坐标.
令

Fc
1 =−C(θ̇1 − θ̇2), Fc

2 =−C(θ̇2 − θ̇1),

则

F1
1 = T1 −C(θ̇1 − θ̇2), F2

2 = T2 −C(θ̇2 − θ̇1),

其中 C为线性阻尼系数,将 (1)式, (2)式, (3)式, (4)
式代入如下的 Lagrange方程:

d
dt

∂E
∂ q̇ j

− ∂E
∂q j

+
∂U
∂q j

= Q j, (5)

得

J1θ̈1 +K(t)γ(θ1 −θ2)+K(t)β (θ1 −θ2)
3

+C(θ̇1 − θ̇2) = T1, (6)

J2θ̈2 +K(t)γ(θ2 −θ1)+K(t)β (θ2 −θ1)
3

+C(θ̇2 − θ̇1) = T2, (7)

式中 θ̈i(i = 1,2)为系统转动惯量的角加速度.对于
相对转动动力系统,考虑相对转角的变化, (6)式乘

以
1
J1
减去 (7)式乘以

1
J2
得到

(θ̈1 − θ̈2)+
(J1 + J2)

J1J2
K(t)γ(θ1 −θ2)

+
(J1 + J2)

J1J2
K(t)β (θ1 −θ2)

3

+
(J1 + J2)

J1J2
C(θ̇1 − θ̇2) =

1
J1J2

(J2T1 − J1T2). (8)

令

ẍ = θ̈1 − θ̈2, ẋ = θ̇1 − θ̇2, x = θ1 −θ2,

F cosΩ2t =
1

J1J2
(J2T1 − J1T2),

µ =
(J1 + J2)

J1J2
C, α =

(J1 + J2)

J1J2
,

则方程转换为

ẍ+µ ẋ+α(k2
0 + k cosΩ1t)(γx+βx3)

=F cosΩ2t, (9)

(9)式就是一类具有上述Mathieu-Duffing振子的两
质量相对转动系统的动力学方程. 是进一步分析其
分岔和混沌行为的基础.

3 系统主共振基本参数共振下分岔特
性分析

考虑到上述系统为弱非线性系统,将 (9)式中
非线性项冠以小参数 ε ,可得

ẍ+ εµ ẋ+αk2
0γx+ εαk2

0βx3

+ εαk cosΩ1t(γx+βx3) = εF cosΩ2t. (10)

令

ω2
0 = αk2

0γ,

则 (10)式可写为

ẍ+ω2
0 x =εF cosΩ2t − εµ ẋ− εαk2

0βx3

− εαkγxcosΩ1t − εαkβx3 cosΩ1t. (11)

采用多尺度方法,设方程 (11)的解形式为

x(t,ε) = x0(T0,T1)+ εx1(T0,T1)+ · · · (12)

其中, T0 = t 为快变时间尺度, T1 = εt 为慢变时间尺
度,则有微分算子

d
dt

= D0 + εD1 + · · · (13)

d2

dt2 = D2
0 +2εD0D1 + · · · (14)

其中 Dn =
∂

∂Tn
, n = (0,1).

为分析系统的主共振 - 基本参数共振, 设
ω0 = Ω1 + εσ , Ω2 = Ω1, σ 为调谐参数,将 (12)式,
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(13)式和 (14)式代入方程 (11),可得到各阶近似的
线性偏微分方程组

D2
0x0 +Ω 2

1 x0 =0, (15)

D2
0x1 +Ω 2

1 x1 =−2D0D1x0 −µD0x0 −αk2
0βx3

0

−2Ω1σx0 −αkγx0 cosΩ1t

−αkβx3
0 cosΩ1t +F cosΩ2t. (16)

令

x0 = A(T1)e iΩ1T0 + Ā(T1)e−iΩ1T0 , (17)

其中, Ā 为 A 的共轭复数, 将 (17) 式代入 (16) 式,
得到

D2
0x1 +Ω 2

1 x1 =− i2Ω1D1Ae iΩ1T0 − iµΩ1Ae iΩ1T0

−3αk2
0βA2Āe iΩ1T0 −2Ω1σAe iΩ1T0

+
F
2

e iΩ1T0 + c.c.,

其中, c.c. 表示等式右端函数的共轭复数部分,消除
久期项并移项,则有

D1A =−1
2

µA+ i
3
2

αk2
0βA2Ā+ iσA− i

F
4Ω1

. (18)

令 A =
1
2

ae iθ , 将其代入 (18) 式, 分离实部和虚

部,得

ȧcosθ −aθ̇ sinθ

=− 1
2

µacosθ − 3
8

αk2
0βa3 sinθ −σasinθ

ȧsinθ +aθ̇ cosθ

=− 1
2

µacosθ +
3
8

αk2
0βa3 sinθ −σacosθ

− F
2Ω1

. (19)

由 (19)式可得极坐标形式下的平均方程为

ȧ =−1
2

µa− F
2Ω1

sinθ ,

aθ̇ =
3
8

αk2
0βa3 +σa− F

2Ω1
cosθ . (20)

考虑到稳态时, 存在 ȧ = θ̇ = 0, 将其代入 (20)
式并消掉 θ ,可得系统主共振-基本参数共振的分岔
响应方程为

b1a6 +b2a4 +b3a2 −b4 = 0, (21)

其中 b1 =
9

64
α2k4

0β 2 , b2 =
3
4

ασk2
0β , b3 =

1
4

µ2+σ2,

b4 =
F2

4Ω 2
1

.

将 (21)式两边同时除以 b1, (21)式可写为

a6 +α0a4 +β0a2 − γ0 = 0. (22)

将 (22)式乘以 a,可写为如下形式:

a7 +α0a5 +β0a3 − γ0a = 0. (23)

根据奇异性理论, (23)式是 a7 − γ0a = 0的普适
开折,它的 Z2 对称余维数为 2. 此时系统的转迁集
如下:

1)分岔点集:

B0(Z2) = B1(Z2) = ϕ (ϕ为空集);

2)滞后点集:

H0(Z2) = {β0 = 0},

H1(Z2) =

{
β0 =

α2
0

3
,α0 6 0

}
;

3)双极限点集:

D(Z2) =

{
β0 =

α2
0

4
,α0 6 0

}
;

4)转迁集:

∑ = B0 ∪B1 ∪H0 ∪H1 ∪D.

图 1 为取不同开折参数 α0, β0 时系统的转迁

集. 在该图中,系统的转迁集将平面分成了 (1), (2),
(3), (4)四个不同的区域.在不同区域中, 解的拓扑
结构是不同的, 但是在同一区域中, 即使分岔参数
变化, 其分岔图也将保持同一拓扑结构, 这样的分
岔图为保持的; 而在区域边界, 分岔情况为非保持
的. 图 2为对应不同的参数下系统的分岔拓扑结构
图. 其中 (1)区不存在幅值的跳跃现象. (2), (3), (4)
区中一个 γ0 对应于多个 a,所以此三个区域会出现
幅值的跳跃现象.

图 1 转迁集
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4 系统混沌运动分析

Melnikov 方法 [14−17] 的基本思想是将动力系

统归结为平面上的一个 Poincare映射,研究该映射
是否存在横截同宿轨道或者异宿轨道的数学条件,
从而得出映射是否具有 Smale 马蹄意义下的混沌
运动.

4.1 系统的异宿轨道求解

令 ẋ = y,则 (9)式可以写如下形式:

ẋ =y,

ẏ =−αk2
0γx−αk2

0βx3 −αk cosΩ1t(γx+βx3)

−µy+F cosΩ2t. (24)

图 2 分岔拓扑结构

非线性项前冠以小参数 ζ ,则 (24)式可以化为

ẋ =y,

ẏ =−αk2
0γx−αk2

0βx3 +ζ (−αk cosΩ1t(γx

+βx3)−µy+F cosΩ2t). (25)

当 ζ = 0 时, 系统为一 Hamilton 系统, 如下
所示:

ẋ = y,

ẏ =−αk2
0γx−αk2

0βx3. (26)

其 Hamilton量为

H(x,y) =
1
2

y2 +
1
2

αk2
0γx2 +

1
4

αk2
0βx4

= h. (27)

令 ẋ = ẏ = 0,则由 (26)式可得系统的不动点为

1) 当 βγ < 0 时, 有三个不动点 (0,0),
(
±√

− γ
β
,0
)

;

2)当 βγ > 0时,有一个奇点 (0,0).

在本文中我们只研究情况 1), 令 γ > 0, β < 0,

则 (0,0) 是中心点,
(
±
√
− γ

β
,0
)
是双曲鞍点;

当 H
(
±
√
− γ

β
,0
)
= −

αk2
0γ2

4β
, 存在两条连接鞍点(

±
√
− γ

β
,0
)
的异宿轨道 q0

i (t).

异宿轨道可以用下式求解:

H
(
±
√
− γ

β
,0
)
=

1
2

y2 +
1
2

αk2
0γx2 +

1
4

αk2
0βx4

=−
αk2

0γ2

4β
,

ẋ = y. (28)

由 (28)式可解得

x(t) =±
√
− γ

β
th
(√

2αγ
2

k0t
)
. (29)

将 (29)式求导,可得

y(t) =±k0γ
2

√
−2α

β
sech2

(√
2αγ
2

k0t
)
. (30)
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此时可得到两条异宿轨道的参数方程为

x(t) =±
√
− γ

β
th
(√

2αγ
2

k0t
)
,

y(t) =±k0γ
2

√
−2α

β
sech2

(√
2αγ
2

k0t
)
. (31)

4.2 混沌预测

根据 Melnikov 函数的定义, 利用 (31) 式则可
以得到扰动作用下异宿轨道的Melnikov函数为

M±(t0) =
∫ +∞

−∞
y(t)

[
−αk cosΩ1(t + t0)(γx(t)

+βx3(t))−µy(t)+F cosΩ2(t + t0)
]
dt

=−µ
∫ +∞

−∞
y2(t)dt ±αkγ

×
∫ +∞

−∞
x(t)y(t)sinΩ1t sinΩ1t0 dt

±αkβ
∫ +∞

−∞
x3(t)y(t)sinΩ1t sinΩ1t0 dt

±F
∫ +∞

−∞
y(t)cosΩ2t cosΩ2t0 dt

=−µI1 ±αkγI2 sinΩ1t0

±αkβ I3 sinΩ1t0 ±FI4 cosΩ2t0

=−µI1 ±
√
(αkγI2 +αkβ I3)2 +(FI4)2

× sin(Ω2t0 + r),

其中

I1 =
∫ +∞

−∞
y2(t)dt =−2γk0

√
2αγ

3β
,

I2 =
∫ +∞

−∞
x(t)y(t)sinΩ1t dt

=− 8π
αβk2

0
cosh

(
π
k0

√
2

αγ

)
,

I3 =
∫ +∞

−∞
x3(t)y(t)sinΩ1t dt

=
8π

3
√

αβ 2k0

(
4

αk2
0γ

−1
)

cosh
(

π
k0

√
2

αγ

)
,

I4 =
∫ +∞

−∞
y(t)cosΩ2t dt

=
Ω2π
k0

√
− 2

αβ
cosh

(
πΩ2

2k0

√
2

αγ

)
,

r =arctan
FI4

αkγI2 +αkβ I3
.

当 Melnikov 函数出现简单零点时, 在庞加莱
影像上双曲不动点的稳定流行和不稳定流行出现

横截异宿交点,即 M±(t0)有简单零点时,系统出现

smale马蹄意义下的混沌. 故在主共振 -基本参数

共振情况下,即 Ω1 = Ω2 =
√

αk2
0γ ,当满足下式时:

sup(M±(t0))> 0,

inf(M±(t0))< 0,

即 min < µI1 < max,其中

max = max
t0∈(0,T )

[
±
√
(αkγI2 +αkβ I3)2 +(FI4)2

× sin(Ω2t0 + r)
]
,

min = min
t0∈(0,T )

[
±
√
(αkγI2 +αkβ I3)2 +(FI4)2

× sin(Ω2t0 + r)
]
,

T =
2π

√αγk0
,

存在使得 M±(t0) = 0 和
∂M±(t0)

∂ t0
̸= 0 成立的 t0 ∈

(0,T ), 对于充分小的 ζ , 系统可发生 smale 马蹄意

义下的混沌行为.

5 数值仿真

针对 (25) 式的方程, 取 αk2
0γ = 4, αk2

0β = −4,

Ω1 = Ω2 = 2, 小参数 ξ = 0.01, 初值取 (−0.6, 0.9),

以下分别研究系统随着系统外激和参激幅值变化

下系统的混沌特性.

5.1 外激幅值 ζ F 变化时系统的分岔特性

和通向混沌的途径

当 ζαkγ = 1, ζαkβ =−1, ζ µ = 0.5时,系统随

着 ζ F 变化的分岔图和 Lyapunov 指数分别如图 3

和图 4所示.

由分岔图 (图 3)和 Lyapunov指数 (图 4)可知,

外激幅值变化时系统通向混沌的途径为:周期运动

→ 多次混沌与周期运动交替 → 经过倍周期分岔
到拟周期运动直至混沌状态. 在图 3 中, 当 ζ F 处

于 1.32—1.38 时, 系统为稳定的周期运动, 此时在

图 4 中对应的 Lyapunov 指数小于零. 当 ζ F 处于

1.37—1.4,系统将出现多次密集的混沌与周期运动,

此时 Lyapunov指数在这个区域出现多次正数与负

数. 当 ζ F = 1.415时,图 5(a)相轨迹为一条自相交

八轨道封闭曲线,系统经过倍周期分岔演化为周期
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图 3 分岔图

图 4 ζ F 变化的最大 Lyapunov指数

图 5 ζ F = 1.415时系统相轨迹和 Poincare截面 (a)相轨迹;
(b) Poincare截面

8运动.当 ζ F = 1.42时,图 6为系统出现混沌运动

的时间历程图、相轨迹和 Poincare截面,此时可看

出图 6(a)中的时间历程图杂乱无章,图 6(b)系统相

轨迹互不重叠, 相互缠绕, 图 6(c) 中的 Poincare 截

面反映出系统具有混沌吸引子,而此时图 4中对应

的 Lyapunov 指数为正, 以上特征说明系统处于混

沌状态.

5.2 参激幅值 ζαk变化时系统的分岔特性

和通向混沌的途径

当 γ = 1, β =−1, ζ µ = 0.5, ζ F = 1.42,可得系

图 6 ζ F = 1.42时系统的时间历程图、相轨迹和 Poincare截
面 (a)时间历程; (b)相轨迹; (c) Poincare截面
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统随着参激幅值 ζαk变化的分岔图和 Lyapunov指
数图. 随着参激幅值 ζαk的变化,系统产生多次通
向混沌的道路,并最终进入完全混沌状态.

图 7 分岔图

5.2.1 ζαk处于 0.5—1区间时系统通向混沌
的过程研究

由分岔图 (图 7)和 Lyapunov指数 (图 8)可知,
ζαk 处于 0.5—1区间参激幅值变化系统通向混沌
的途径为: 周期运动 → 混沌混沌 → 退化为周期
2 →混沌运动→退化为周期 6→经过倍周期分岔
而进入混沌状态.

在图 7中, 当 ζαk 处于 0.5—0.7区间时, 系统
处于稳定的周期运动状态,此时图 8中对应于 Lya-
punov指数为负数. 当 ζαk = 0.72附近系统出现跳
跃分岔之后嵌入混沌状态. 当 ζαk = 0.732时,系统
从混沌运动退化为周期 2运动,其对应的相轨迹和
Poincare截面如图 9所示.
当 ζαk = 0.7625,系统再次出现混沌运动,其对

应的相轨迹如图 10(b)所示, 可以看出此时的相轨
迹互不重叠,相互缠绕,图 10(b)为对应的 Poincare
截面,可以看出其具有复杂的混沌吸引子,此时图 8

图 8 ζαk变化的最大 Lyapunov指数

图 9 ζαk = 0.732时系统相轨迹和 Poincare截面 (a)相轨迹; (b) Poincare截面

图 10 ζαk = 0.7625时系统相轨迹和 Poincare截面 (a)相轨迹; (b) Poincare截面
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中对应的 Lyapunov 指数为正, 以上特征说明系统

处于混沌状态. 当 ζαk 处于 0.7625—0.95区间,其

对应的 Lyapunov 指数出现 3 次负数脉冲, 说明系

统将出现 3次周期运动.其中当 ζαk = 0.778时,系

统从混沌运动退化为周期 6运动,其对应的相轨迹

和 Poincare截面如图 11所示.

当 ζαk = 1时,其对应相轨迹和 Poincare截面

如图 12所示,此时图 8中 Lyapunov指数为正,说明

系统处于混沌状态.

5.2.2 ζαk 处于 4.4—6.6 区间时通向混沌的
过程研究

由分岔图 (图 13)和 Lyapunov指数 (图 14)可
知, ζαk处于 4.4—6.6区间参激幅值变化系统通向
混沌的途径为:周期运动→阵发性混沌混沌→退
化为周期 3 →混沌运动→阵发性混沌→退化为
周期 4 →经过倍周期分岔而进入混沌状态.

图 11 ζαk = 0.778时系统相轨迹和 Poincare截面 (a)相轨迹; (b) Poincare截面

图 12 ζαk = 1时系统相轨迹和 Poincare截面 (a)相轨迹; (b) Poincare截面

图 13 分岔图 图 14 ζαk变化的最大 Lyapunov指数
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当 ζαk 处于 4.4—5 区间时, 对应的 Lyapunov
指数 (图 14)为负数,说明系统为周期运动.紧接着
系统在 ζαk = 5附近产生一次阵发性混沌,然后产
生切分岔,当 ζαk = 5.16,由图 15(a), (b)可知系统
退化为周期 3运动,周期 3运动意味着混沌. 之后
系统经过跳跃分岔,在 5.4—6.0区间处于混沌状态.
当 ζ αk = 5.8时,在图 16中,图 16(a)系统时间历程
杂乱无章,图 16(b)系统相轨迹互不重叠,相互缠绕,
图 16(c)庞加莱截面出现混沌吸引子,此时图 14中
Lyapunov指数为正,以上特征都说明了系统处于混
沌状态.

图 15 ζαk = 5.16时系统相轨迹和 Poincare截面 (a)相轨迹;
(b) Poincare截面

当 ζαk处于 6.0—6.2区间时,系统再次发生阵
发性混沌, 并伴随着切分岔和跳跃分岔的出现, 此
后系统经过多次倍周期分岔而最终进入混沌状态.
当 ζαk = 6.125时,由图 17中的相轨迹和 Poincare
截面可知系统退化为周期 4运动.
当 ζαk = 6.6时,图 18为系统出现混沌运动的

时间历程图、相轨迹和 Poincare截面,此时可看出
图 18(a)中的时间历程图杂乱无章,图 18(b)系统相
轨迹出现杂乱状态, 图 18(c) 中的 Poincare 截面出
现混沌吸引子,而此时图 14中对应的 Lyapunov指
数为正,以上特征说明系统处于混沌状态.

图 16 ζαk = 5.8时系统的时间历程图、相轨迹和 Poincare截
面 (a)时间历程; (b)相轨迹; (c) Poincare截面

根据以上分析,可以看出随着外激和参激幅值
的变化,系统的混沌运动和周期运动交替出现多次,
直到进入完全的混沌状态, 对于数值分析的每种
情况下产生混沌运动的参数值均满足系统可发生

smale马蹄意义下混沌行为的解析条件,这说明理
论结果和数值结果还是比较符合的.

6 结 论

本文建立了一类具有 Mathieu-Duffing 振子的
两质量相对转动非线性动力学方程,利用多尺度法
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分析了系统的主共振 -基本参数共振,并推导出系
统的分岔响应方程,通过奇异性理论求解了系统的
转迁集. 并应用 Melnikov 方法求解了系统发生混
沌行为的条件. 最后通过数值仿真分析, 发现外激
和参激幅值的变化可以使系统进入混沌行为,伴随

着幅值的增大,系统能够出现多次通向混沌的道路,
并且存在倍周期分岔通向混沌和阵发性混沌等显

著现象.结果表明,在外激和参激的联合作用下,系
统更容易出现混沌行为.因此适当的减小外激和参
激幅值的大小可以有效的抑制混沌的发生.

图 17 ζαk = 6.125时系统相轨迹和 Poincare截面 (a)相轨迹; (b) Poincare截面

图 18 ζαk = 6.6时系统的时间历程图、相轨迹和 Poincare截面 (a)时间历程; (b)相轨迹; (c) Poincare截面
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systems with Mathieu-Duffing oscillator∗

Hou Dong-Xiao1)† Zhao Hong-Xu2) Liu Bin2)

1) ( Department of Control Engineering Northeastern University at Qinhuangdao, Qinhuangdao 066004, China )

2) ( College of Information Science and Engineering, YanShan University, Qinhuangdao 066004, China )

( Received 17 August 2013; revised manuscript received 10 September 2013 )

Abstract
The dynamic equation of relative rotation nonlinear dynamic system with Mathieu-Duffing oscillator is investigated. Firstly, the

bifurcation response align of the relative rotation system under primary resonance-basic parameters condition is deduced using the
method of multiple scales, and a singularity analysis is employed to obtain the transition set of steady motion. Secondly, a global
bifurcation of the system, some probable routes leading to chaos and multiple times leading to chaos with parametric and external
excitation amplitude changes have been discussed by using Melnikov method, and the necessary condition for chaotic motion of the
system is presented. Finally, a numerical method is employed to further prove the effectiveness of the theoretical research.
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