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分数阶双头分子马达的欠扩散输运现象*
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研究具有幂律记忆性的细胞液中双头分子马达的定向输运现象,选取幂函数作为广义 Langevin方程的阻尼核

函数,建立了分数阶过阻尼耦合 Brown马达模型,讨论了阶数及耦合系数对双头分子马达定向输运速度的影响.仿

真结果表明,分数阶过阻尼双头分子马达也会产生定向输运现象,并且在某些阶数下会产生整数阶情形所不具有的

反向定向流. 当噪声强度固定时,输运速度随着阶数以及耦合系数的变化均会出现广义随机共振现象.特别地,研究

发现双头分子马达在记忆闪烁棘轮势中具有某些单头分子马达所不具备的运动特性,定向流的大小和方向由噪声

与双头间作用力相互耦合控制.
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1 引 言

分子马达是一类广泛存在于细胞内部的酶

蛋白大分子, 能够高效率地将化学能转化为机械

能 [1,2]. 它几乎参与了所有的生命活动, 如细胞分

裂、ATP 合成、肌肉收缩、细胞极化、信号传导

及病毒包装等等. 按运动形式, 分子马达可分为线

动分子马达和旋转分子马达.线动分子马达的种类

繁多,目前人们广泛研究的是三个传统线动马达蛋

白的超家族: 肌球蛋白 (myosin),驱动蛋白 (kinesin)

和动力蛋白 (dynein). 其中, 肌球蛋白 V、驱动蛋

白和动力蛋白都是双头分子马达,具有较高的在位

比 [3]. 双头分子马达由于其两个头部可交替地在

微管 (微丝)上行走,至少有一头吸附在微管 (微丝)

上, 能连续行走数百步而不会掉落, 这是单头分子

马达所不具有的特性 [4,5], 故而引起学者们对其工

作机制的广泛关注.

随着单分子操作技术的飞速发展,人工纳米机

器的构建与应用成为 21世纪最具挑战性的热点课

题之一. 人们通过对分子马达的研究, 探索生物纳

米机器的普遍运动规律,进而引导人工纳米机器的

制备. 近年来, 科学家在构造和组装分子尺度上的

机械设备方面取得了不少重要成果 [6−14]. 1999年,

Kelly 等 [6] 以自下而上的方式合成能实现单向旋

转运动的分子马达. 2000年,杜克大学医学中心的

Endow等 [7] 制造了第一个双向分子马达. 2002年,

美国佛罗里达大学谭蔚泓等采用人工合成的单个

杂交 DNA分子制成了分子马达,实现生物反应能

向机械能的转变. 2006年, Ren等 [9] 用电化学沉淀

法制备了多组分纳米线, F1-ATP 马达可被组装到

该纳米线上预期的位置,这使得控制不同的生物分

子在纳米尺度上的配置成为可能. 同年, Su 等 [10]

用生物分子自组装原理构建了基于 ATP马达的生

物传感器. 2007年, Deng等 [11] 用量子点技术作为

F0F1-ATP分子马达旋转的指示剂,为光学编码技术

奠定了基础. 2010年, Song等 [13] 利用线动生物分

子马达 -驱动蛋白和智能化胶囊的特点,设计和组

装了一类新的活性纳米尺度仿生体系.

近年来,人们对分子马达的工作机制提出了各

种模型 [15−21]. 其中最令人感兴趣的是: 把分子马

达看作一个 Brown粒子,也称作 Brown马达,研究
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其在闪烁周期势场中的定向输运现象.而由于分子
马达特殊的内部结构 (如双头分子马达)、多个分子
马达在输运过程中的相互作用也会反过来影响定

向输运等原因, Brown马达的合作输运问题 [22−30]

已成为近三十年的研究热点.

但是, 迄今为止, 对分子马达的研究大都基于
整数阶随机微分方程的数学模型. 可是现实中存在
许多复杂系统,不宜用传统的整数阶数学模型来描

述, 如本文所研究的双头分子马达. 而近年来迅速
发展起来的分数阶随机微分方程理论,恰好为我们
研究此类具有 “记忆性”的复杂系统提供了崭新的
数学工具. 在对分子马达的研究中, 分数阶随机微
分方程可用来模拟反常扩散行为 (包括超扩散和欠
扩散,欠扩散又称为亚扩散),对粒子扩散的描述不
同于经典的布朗运动.

本文利用分数阶耦合 Brown马达来研究双头
分子马达在黏性细胞液中的欠扩散行为.将双头分
子马达的每个头部视为一个 Brown马达,考虑二者
之间的相互作用,建立了分数阶过阻尼耦合 Brown
马达模型. 通过对此模型 (分数阶随机微分方程组)
的数值模拟,发现分数阶过阻尼双头分子马达也会
产生定向输运现象,并且在某些阶数下会产生整数

阶情形所不具有的反向定向流. 双头分子马达的
输运速度受阶数、噪声及耦合系数的影响:在不同
的噪声强度下,输运速度随着阶数以及耦合系数的
变化均会出现多峰的广义随机共振现象 [31]. 所谓
的 “广义随机共振”,即系统响应的某些函数 (如矩、
自相关函数、功率谱或信噪比等)随系统的某些特
征参数 (如周期激励信号振幅、频率或噪声强度、
相关率等)非单调变化的现象.

2 分数阶过阻尼双头分子马达模型

2.1 广义 Langevin方程

在黏性介质中 Brown粒子受到的阻尼力与历
史速度有关, 其运动状态用广义 Langevin 方程描

述:

mẍ+
∫ t

0
γ(t − τ)ẋ(τ)dτ = F(x, t)+ ε(t), (1)

由于 Brown粒子的质量很小, 在过阻尼情况下, 方
程 (1)可近似为如下过阻尼广义 Langevin方程∫ t

0
γ(t − τ)ẋ(τ)dτ = F(x, t)+ ε(t), (2)

其中, γ(t) 是阻尼核函数, F(x, t) 是确定性的外部

作用力, ε(t) 是零均值 Gauss 噪声. 本文视 ε(t) 为
内噪声 (与系统所受阻尼力同源 [32]), 则与阻尼
核函数 γ(t) 满足涨落耗散定理 [33]: ⟨ε(t)ε(t ′)⟩ =
κBT γ(t − t ′), κB 是 Boltzmann常数, T 是介质温度.
在许多物理和生化环境中,介质对速度通常具

有幂律记忆性 [34,35],即距当前时刻越近,其记忆性
就越强. 幂律阻尼核函数可表示为

γ(t) =
1

Γ (1− p)
|t|−p (0 < p < 1). (3)

阻尼核函数 (3)的图像如图 1所示, 可以看到
p越小, γ(t)衰减得越慢,对应阻尼核的记忆性就越
强. 则具有幂律阻尼核的过阻尼广义 Langevin方程
为

1
Γ (1− p)

∫ t

0
(t − τ)−pẋ(τ)dτ = F(x, t)+ ε(t). (4)

又根据 Caputo分数阶微积分的定义 [36]

C
0 Dp

t x(t) =
1

Γ (1− p)

∫ t

0
(t − τ)−pẋ(τ)dτ

(0 < p < 1), (5)

其中 C
0 Dp

t x(t)表示 x(t)在区间 [0, t]上的 p阶Caputo
微分. (4)式可以写作

C
0 Dp

t x(t) = F(x, t)+ ε(t) (0 < p < 1), (6)

称 (6)式为分数阶过阻尼 Langevin方程.
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图 1 分数阶的阻尼核函数 γ(t)

2.2 带闪烁棘轮势的过阻尼分数阶双头分
子马达模型

本文在对双头分子马达建模时, 首先将每个
头部视作一个 Brown 马达. 而在研究 Brown 马
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达时, 一般将外部作用力取为闪烁非对称周期
势 [37]. 不失一般性, 令闪烁棘轮势的势场力为
F(x, t) = −U ′(x)z(t),其中 U(x)为棘轮势, z(t)为闪
烁函数,分别定义如下:

U(x) =


U0

aL
(x−nL) (nL 6 x < nL+aL)
U0

(1−a)L
[(n+1)L− x]

(nL+aL 6 x < (n+1)L)

,

其中 L是势场的空间周期, a是倾斜度, U0 是棘轮

势的峰值高度;

z(t) =

1 (nτ 6 t < nτ + τon)

0 (nτ + τon 6 t < (n+1)τ)
,

其中 τon 是势存在的时间, τoff 是势消失的时间,闪
烁周期为 τ = τon + τoff. U(x) 和 z(t) 的示意图如
图 2.

֓L LαL

x

t

U↼x↽

z↼t↽

τ

τon τoff

τ

图 2 棘轮势和闪烁函数示意图

不同于单头分子马达,双头分子马达不能忽略
两头部间的相互作用力,于是本文假设每个头部在
闪烁棘轮势下所满足的分数阶过阻尼 Langevin方
程为

C
0 Dp

t xi =−U ′(xi)zi(t)− rgi(xi)+ξi(t)

(i = 1,2), (7)

其中 xi 表示第 i 个头部的位移, z1(t) = 1− z2(t) =
z(t), zi(t)为第 i个头部的闪烁函数, r 为耦合系数,
gi(xi)为双头间的相互作用力.
从双头分子马达行进模式的角度出发,本文假

设相互作用力如下:

gi(xi) =
∂V (x1 − x2)

∂xi
(i = 1,2), (8)

其中V (x1 −x2) = (x1 −x2)
4 −2ε(x1 −x2)

2为双头间

的耦合作用势 [38],这里参数 ε 决定了势阱深度.该

双稳态的耦合作用势函数能够限制分子马达双头

之间位移差 x1 − x2, 使之不能分离太远, 分子马达
若有能力越过势垒 ε2,则 x1−x2将不断在双势阱中

切换,更替双头的前后位置,类似于交臂模型 (hand-
over-hand model)[39,40]; 若分子马达无法越过势垒
ε2,则 x1 − x2 只能限制在某个势阱,不会更换双头
的前后位置,类似于寸虫模型 (inchworm model)[41].
于是,分数阶过阻尼双头分子马达的运动模型,

即耦合 Brown粒子在闪烁棘轮势下所满足的过阻
尼分数阶 Langevin方程组为

C
0 Dp

t x1 =−z1 (t)
dU (x1)

dx1
−4r

[
(x1 − x2)

3

−ε (x1 − x2)
]
+ξ1 (t) ,

C
0 Dp

t x2 =−z2 (t)
dU (x2)

dx2
+4r

[
(x1 − x2)

3

−ε (x1 − x2)
]
+ξ2 (t) ,

(9)

其中,当 nτ 6 t < nτ + τon 时, z1(t) = 1,z2(t) = 0;当
nτ + τon 6 t < (n+1)τ 时, z1(t) = 0,z2(t) = 1.
本文在讨论分数阶双头分子马达的欠扩散输

运现象时,主要考虑与系统的耗散无关、不满足涨
落耗散定理可控的外部噪声,即 ξi(t)为双头所受外

噪声.

2.3 分数阶过阻尼双头分子马达随机共振
机理

分数阶单头分子马达可建模为分数阶 Brown
马达,此时耦合系数 r = 0, 即 (7)式无相互作用力
gi(xi). 文献 [42] 阐述了无耦合情形下分数阶过阻
尼Brown马达定向输运及其产生反向流的机理. (7)
式在势阱消失时退化为欠扩散方程 C

0 Dp
t x = ξ (t),在

消失时间 τoff 内 Brown粒子自由扩散,其均方位移⟨
x2 (t)

⟩
∝ t p, 粒子的空间分布被展宽; 随后势阱恢

复, 两边势垒以内的粒子在内侧势下滑力作用下,
又回到原来的位置,而左右最近位垒以外的粒子将
进入下一个势阱里,也就是棘轮势分割了自由扩散
形成的 Gauss波包的尾巴. 由于棘轮势的不对称性,
粒子更多地被分割到近位垒处的下一侧阱内,导致
粒子出现在陡坡的下一势阱内的概率大于缓坡 [33],
从而形成欠扩散 Brown粒子流.
需要指出的是,在上述欠扩散 Brown粒子流形

成的过程中,粒子在时刻 t 受到的阻尼力为∫ t

0
γ(t − τ)ẋ(τ)dτ =

1
Γ (1− p)

∫ t

0
(t − τ)−pẋ(τ)dτ,
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即阻尼力是时段 [0, t]内的速度关于阻尼核 γ(·)的
加权平均. 随着阶数 p的减小,阻尼核函数 γ(t)衰
减得较慢,意味着对当前阻尼力有贡献的历史随之
变长, 阻尼力随之变强, 导致粒子定向输运的速度
变慢, 甚至使得粒子反向越过势垒, 形成与整数阶
情形反向的定向流.
进一步考虑双头分子马达两个头部间的相互

作用力,此时分数阶过阻尼耦合 Brown马达 (9)式
将出现更加复杂的输运现象. 当耦合系数较小时,
双头间相互作用力对分子马达定向输运的影响较

小, 即闪烁非对称周期势占主导地位, 棘齿效应显
著,此时双头分子马达的输运现象类似于单头分子
马达 (无耦合情形). 随着耦合系数的增大,分子马
达双头间非线性相互作用力的影响逐渐变大,限制
了任意一头部的跃迁,从而阻碍了分子马达的定向
运动. 在适当的耦合强度及噪声影响下, 双头分子
马达以交臂模型或寸虫模式行进,展现出更为复杂
的输运现象.

3 仿真实验与分析

为了模拟方程组 (9)所刻画的粒子运动,我们
采用分数阶差分法 [43],得到数值计算公式如下:

x1
n =−

n−1
∑

k=1
(−1)k

p

k

x1
n−k

−T p
s U ′(x1

n−1)z(tn−1)

−T p
s r

[
4(x1

n−1 − x2
n−1)

3

−4ε(x1
n−1 − x2

n−1)
]
+T p

s ξ 1
n ,

x2
n =−

n−1
∑

k=1
(−1)k

p

k

x2
n−k

−T p
s U ′(x2

n−1)z(tn−1)

+T p
s r

[
4(x1

n − x2
n−1)

3

−4ε(x1
n − x2

n−1)
]
+T p

s ξ 2
n ,

这里 Ts 是采样时间, tk = (k− 1)Ts (k = 1, 2, · · · , n),
xi

k = xi(tk), ξ i
k = ξ i(tk)(i = 1, 2),p

k

=
Γ (p+1)

Γ (p− k+1)k!
,

其中 xi
k 表示第 i 个头部在 tk 时刻的位移. 采用

Monte Carlo 方法, 取 200 次仿真实验的平均值

作为两个头部的平均位移 ⟨x1⟩, ⟨x2⟩, 并通过公式
x =

x1 + x2

2
, 得到马达质心 x 的平均位移 ⟨x⟩. 又

由于粒子的平均速度 ⟨ẋ⟩ = lim
t→∞

x
t
[24], 为了仿真方

便, 我们用
x
t

(t 充分大) 代替 ⟨ẋ⟩. 采样时间间隔取
Ts = 0.005 s, 仿真时间取 10 s, 闪烁棘轮势峰值高
度取为 U0 = 4, 空间周期取为 L = 1, 倾斜度取为
a = 0.12,势存在的时间长度为 τon = 0.64 s,势消失
的时间长度为 τoff = 0.64 s,耦合作用势的势阱深度
为 ε = 1.

3.1 输运速度与阶数 p的关系

对于不同强度的噪声和不同的耦合系数,图 3
给出了分数阶双头分子马达定向输运速度随阶数

变化的曲线图. 弱耦合 (r = 0.5)情形时, 在不同强
度的噪声影响下,双头分子马达的输运速度呈现随
着阶数 p非单调变化的广义随机共振现象,且出现
多个峰值.随着阶数 p的降低,系统的记忆性增强,
阻尼力也随之增强,在阻尼力与噪声的共同作用下,
双头分子马达的输运速度先增后减,出现一个共振
峰 (在 p = 0.75 附近). 阶数 p 继续降低, 阻尼力持
续增大到一定值 (失速力约为 7.5 pN[44])后,双头分
子马达速度为 0,此时,双头分子马达向前和向后跃
迁的概率相同.在更小的阶数下 (p ≈ 0.72),增大的
阻尼力使得双头分子马达在噪声的协同作用下,产
生反向流,输运速度在负向上达到一个峰值后减小,
呈现出复杂的广义随机共振现象 (如图 3(a)所示),
以上现象与文献 [44] 的实验数据相符. 在弱噪声
(D = 1)影响下,双头分子马达 (r = 0.1, 0.5)的输运
速度具有与单头分子马达 (r = 0)相似的变化趋势,
虽然正、反向定向流的峰值大小略有不同,但是出
现流反转的阶数基本一致;当耦合强度增大 (r = 1)
时,此时双头间的相互作用力限制了两头部的运动
能力, 使得分子马达的输运速度变慢了 (如图 3(b)
所示). 可见, 仿真结果与机理分析一致. 值得一提
的是,图 3(b)显示双头分子马达的输运速度与耦合
系数间并不是简单的单调递减的关系,下节将重点
讨论二者间关系.
给定参数 r = 0.1, ε = 1, D = 3,图 4给出不同

阶数 (p = 1, 0.8, 0.75, 0.7)下,双头分子马达的运动
轨迹. 如图所示, p = 1, 0.8时,双头分子马达以寸虫
模式步进; p = 0.75, 0.7时,以交臂模式步进.
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图 4 不同阶数下, 双头分子马达的运动轨迹, 其他参数分别为 r = 0.1, ε = 1, D = 3 (a) p = 1; (b) p = 0.8; (c) p = 0.75;
(d) p = 0.7

3.2 输运速度与耦合系数 r的关系

由图 3可知,双头分子马达的输运速度与耦合

系数 r间并非简单的单调变化关系;并且在相同参

数条件下, 随着阶数 p 在 0.5—0.8 区间内变化, 输

运速度振荡剧烈,出现多个峰值.因此,本文选取在

p = 0.68, 0.75, 0.8, 1四种情形下,研究双头分子马

达在给定噪声强度 D = 2, 5时,输运速度与耦合系

数 r之间的变化关系.

当 r → 0 时, 系统退化为单头分子马达在闪

烁棘齿势中的定向输运情形; 当 r → ∞ 时, 双头

间相互作用力趋于无穷, 两个头部被刚性束缚
在一起, 可视为单头分子马达在非闪烁的有效势
Ueff (x) =

1
2

U (x)中的运动 [45]. 除上述极限情况外,

图 5 显示, 在其他参数固定的情况下, 输运速度均
存在随耦合系数 r 非单调变化的广义随机共振现
象.当阶数为 p = 0.75, 0.8, 1时, 图 5显示 p = 0.8
时由于系统记忆性较弱,观察到了与整数阶 (p = 1)
相似的情况; 特别是在小噪声 (D = 2) 下, 二者具
有相同的趋势. 而 p = 0.75 时, 分子马达在小噪
声 (D = 2) 影响下, 输运速度随耦合系数 r 的变化
出现明显的随机共振现象. 在噪声强度 D = 5 时,
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三种阶数下输运速度均出现正向的共振峰, 且都
在 r = 0.1处达到最大值,见图 5(a)—(c). 当阶数为
p = 0.68时,系统记忆性增强,双头分子马达在小噪
声 (D = 2) 影响下作负向运动, 产生反向流. 此时,
输运速度随耦合强度的变化出现负向的共振峰,即
输运速度在 r = 0.1处达到负向最大值,见图 5(d).
由以上分析可知, 在其他参数给定的前提下,

适当地调节耦合系数 r 可提高双头分子马达的输

运速度或抑制其定向输运,在一定范围内实现对双
头分子马达的定向输运的有效控制. 可见, 双头分
子马达具有比单头分子马达更加复杂的定向输运

现象, 其输运速度不仅与噪声强度有关, 也与耦合
系数有着密切的关系,是噪声与双头间相互作用力
共同作用的结果.
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图 5 阶数固定情况下,输运速度 v随耦合系数 r的变化 (a) p = 1; (b) p = 0.8; (c) p = 0.75; (d) p = 0.68

4 结 论

由于分数阶系统的记忆性,分数阶随机微分方

程更能真实地刻画粒子在黏性细胞液中的运动.本

文利用分数阶耦合过阻尼 Brown马达研究了双头

分子马达在细胞液中的欠扩散输运现象.仿真结果

表明分数阶过阻尼双头分子马达会出现整数阶情

形所没有的反向定向流; 在不同的噪声强度下, 双

头分子马达的输运速度随着阶数和耦合强度的变

化均会出现广义随机共振现象. 值得强调的是, 双
头分子马达在记忆闪烁棘轮势中具有单头分子马

达所不具备的运动特性,呈现出更加复杂的输运现
象, 即通过对参数的适当调节, 可反映双头分子马
达的行进方式,同时可在一定范围内对其定向输运
进行增强或抑制的有效控制. 因此, 双头分子马达
的定向输运速度不仅与噪声强度有关,也与耦合系
数有着紧密的关系,是噪声、闪烁势以及双头间作
用力相互竞争的结果.
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[13] Song W X, He Q, Cui Y, Möhwald H, Diez S, Li J B 2009 Biochem.
Biophys. Res. Commun. 379 175
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Abstract
Focusing on the directed transport phenomena of the two-headed molecular motor, we adopt power function as the damping kernel

function of general Langevin equation due to the power-law memory characteristics of cytosol in biological cells and present the model
of fractional coupling Brownian motor in overdamped condition in this paper. We also discuss the influences of fractional order and
coupling factor on the transport speed. From the simulation results there are found the directed transport phenomena and the inverse
transport which is not seen in the conventional Brownian motor, in the overdamped fractional coupling Brownian motor. When the
noise density is fixed, the generalized stochastic resonance appears when transport speed varies with the fractional order and coupling
factor. In particular, the results reveal that the magnitude and direction of the directional flow are controlled by coupling the noise with
the interaction force between the two heads, which is the movement characteristic of the two-headed molecular motor in the memory
ratchet, rather than of the single-headed motor.

Keywords: fractional two-headed molecular motor, sub-diffusion, directed transport, stochastic resonance in a
broad sense
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