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噪声环境下时滞耦合网络的广义投影滞后同步*
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时滞和噪声在复杂网络中普遍存在,而含有耦合时滞和噪声摄动的耦合网络同步的研究工作却极其稀少. 本

文针对噪声环境下具有不同节点动力学、不同拓扑结构及不同节点数目的耦合时滞网络,提出了两个网络之间的

广义投影滞后同步.首先, 构建了更加贴近现实的驱动 -响应网络同步的理论框架; 其次, 基于随机时滞微分方程

LaSalle不变性原理,严格证明了在合理的控制器作用下,驱动网络和响应网络在几乎必然渐近稳定性意义下能够取

得广义投影滞后同步;最后,借助于计算机仿真,通过具体的网络模型验证了理论推理的有效性. 数值模拟结果表明,

驱动网络与响应网络不但能够达到广义投影滞后同步,而且同步效果不依赖于耦合时滞和比例因子的选取,同时也

揭示了更新增益和耦合时滞对同步收敛速度的显著性影响.
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1 引 言

同步是自然界中普遍存在的一种现象 [1]. 动力

系统的同步动力学一直是自然科学、社会科学及

工程领域中众多科学家关注的热点课题 [2]. 特别是

20世纪末复杂网络的提出 [3,4],更是掀起了对同步

的研究热潮.

早期关于复杂网络同步的研究,主要集中于一

个网络内不同节点之间的同步动力学 [5−9]. 国内外

学者在同步流形的稳定性分析、网络拓扑结构与

同步能力的关系、提高网络同步能力的方法等方

面取得了丰硕成果,具体可参见文献 [10, 11]. 另一

方面, 现实世界中不同的群体相互制约, 从而用来

描述不同群体的复杂网络的动力学行为也相互作

用. 特别是在生态学与社会学中, 网络群体之间的

同步显得尤其重要,这也促使科学家们逐渐关注到

网络之间的同步. 2007年, Li等 [12] 针对两个单向

耦合、拓扑结构与节点动力学相同的复杂网络模

型,利用 open-plus-closed-loop方法,首次讨论了耦

合网络的同步现象.相对于一个网络内所有节点间

动力学的同步,两个网络间对应节点上动力学的同

步被形象地称之为外同步. 随后, 基于经典的同步

方案如非线性控制法、自适应控制法等,不少学者

将外同步拓展到具有不同节点动力学,或者具有不

同拓扑结构,甚至具有不同节点数目的耦合网络中,

同时一些更具体的同步类型如完全同步、广义同

步、投影同步等也不断涌现 [13−18].

随着外同步研究的不断深入,人们在建立网络

模型时也逐渐地融入一些客观因素,如时滞和噪声.

众所周知,信息传递速度的有限性和网络拥塞问题

使得时间滞后在网络节点进行耦合时不可避免. 基

于此,含有时滞耦合的复杂网络的同步动力学也得

到了广泛研究 [19−25]. 例如, 针对两个含有时滞耦

合、具有不同节点动力学及不同拓扑结构的网络

模型,文献 [21—25]分别研究了网络模型在节点数

目相同与不同时的同步问题. 同时, 现实世界中普

遍存在的噪声也深刻地影响着非线性系统的动力

学.已有的研究结果表明,无论对于未耦合系统,还

是简单的耦合系统, 甚至复杂网络系统, 噪声对振
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子之间的同步动力学都具有积极作用 [26−33]. 特别

令人欣慰的是,同时含有时滞与噪声的耦合网络的

同步问题最近也被提出.最新的研究成果报道了噪

声摄动下含时滞耦合的两个复杂网络的随机同步

问题: Wang等 [34] 通过设计自适应同步方案,研究

了具有相同的节点动力学但具有不同拓扑结构的

复杂网络的完全同步;当两个网络节点上的动力学

行为不同时, Cao和Ma等 [35] 与 Sun等 [36] 通过设

计非线性控制方案,进一步研究了耦合网络的广义

同步. 目前, 据查阅文献关于这方面的其他研究成

果还未见到报道. 而且,已有结果的研究对象集中

于耦合网络具有相同节点数目的情形 [34−36].

基于以上的分析,我们进一步思考: 既然时滞

和噪声在复杂网络中客观存在,那么对于时滞耦合

的网络模型, 当两个网络的节点数目不相同时, 噪

声摄动下耦合网络的动力学行为能否取得同步?若

同步,同步类型是什么? 本文针对该问题展开系统

研究.首先,我们构建了非常贴近现实的理论模型:

噪声环境下含时滞耦合且具有不同节点动力学、

不同拓扑结构及不同节点数目的驱动 -响应网络模

型;进一步地,通过设计合理的控制器,利用随机时

滞微分方程 LaSalle 不变性原理, 在几乎必然渐近

稳定性意义下,严格证明了耦合网络能够取得广义

投影滞后同步;最后,借助于计算机数值仿真,验证

了理论分析的有效性.

2 网络模型与预备知识

2.1 网络模型

首先构建驱动 -响应网络同步的理论框架. 考

虑一个时滞耦合的复杂网络,其动力学方程如下:

dxi(t) = (Axi(t)+ f (xi(t))

+
N1

∑
j=1

ci jQx j(t − τ))dt

(i = 1,2, · · · ,N1), (1)

其中 xi(t) = (xi1(t),xi2(t), · · · ,xin(t))T ∈ Rn; A ∈
Rn×n 是常数矩阵; f : Rn → Rn 是光滑的非线性向

量函数; 内部耦合矩阵 Q ∈ Rn×n 描述了耦合节点

变量之间具体的连接关系; τ > 0 代表网络内部节

点之间的耦合时滞; 矩阵 C = (ci j)N1×N1 表示网络

的拓扑结构,且 ci j 定义如下: 如果从节点 i到节点

j有一条连接边,那么, ci j > 0 (i ̸= j),否则, ci j = 0,

且 C 中对角线上的元素满足 cii = −∑N1
j=1, j ̸=i ci j

(i = 1,2, · · · ,N1).

将方程 (1)作为驱动网络,构建包含 N2 个节点

的响应网络模型如下:

dyi(t) = (Byi(t)+g(yi(t))

+
N2

∑
j=1

di jQy j(t − τ)+Ui(t))dt

+Hi(yi(t)− γxi(t −σ),yi(t − τ)

− γxi(t − τ −σ), t)dw(t)

(i = 1,2, · · · ,N2), (2)

其中 yi (t) = (yi1(t),yi2(t), · · · ,yin(t))T ∈ Rn; B ∈
Rn×n 是常数矩阵; g : Rn → Rn 是光滑的非线性

向量函数; Q 和 τ 的定义同方程 (1); 耦合矩阵

D = (di j)N2×N2 表示响应网络的拓扑结构, 满足

耗散耦合条件 ∑N2
j=1 di j = 0 (i = 1,2, · · · ,N2), 且 di j

定义如下: 若从节点 i 到节点 j 有一条连接边,

那么, di j > 0 (i ̸= j), 否则, di j = 0; Ui(t) ∈ Rn(i =

1,2, · · · ,N2)是待定的控制器; σ 代表网络之间的耦
合时滞; Hi : Rn ×Rn ×R+ → Rn×m 称为噪声强度

矩阵, w(t) = (w1(t),w2(t), · · · ,wm(t))T ∈ Rm 是定义

在完全概率空间 (Ω,F,P) 上的布朗运动, Hi dw(t)

用于刻画网络之间耦合时不可避免的环境噪声等

摄动.不失一般性,假设 N1 > N2.

2.2 预备知识

为了研究的需要,给出如下定义和假设条件

定义 1 如果存在常数 γ (γ ̸= 0), 使得

lim
t→∞

||yi(t)− γxi(t − σ)|| = 0, a.s. (i = 1,2, · · · ,N2),

则称驱动网络 (1)与响应网络 (2)在几乎必然渐近

稳定性意义下取得广义投影滞后同步,并且称 γ 为
比例因子.

假 设 1 噪 声 强 度 函 数 Hi(x,y, t) (i =

1,2, · · · ,N2) 满足 Lipschitz 条件, 且存在正常数 p,

q,使得
1
2

trace(HT
i Hi)6 pxTx+qyTy (∀x,y ∈ Rn)

成立,且Hi(0,0, t)≡ 0.

3 理论分析

针对第 2部分建立的网络模型,接下来我们将

设计合适的控制器, 以确保驱动网络 (1)和响应网
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络 (2)在几乎必然渐近稳定性意义下达到广义投影
滞后同步.主要结果由如下的定理和推论给出.
定理 1 对于驱动 -响应网络模型 (1)和 (2),当

耦合网络具有不同节点动力学、不同拓扑结构及

不同节点数目时,即 f ̸= g, A ̸=B, C ̸=D, N1 ̸= N2,
如果采用下面的控制器和更新律

Ui(t) =−g(yi(t))+ γ f (xi(t −σ))

− γ(B−A)xi(t −σ)

− γ
N2

∑
j=1

di jQx j(t − τ −σ)

+
N2

∑
j=1

ci jQy j(t − τ)

+ γ
N1

∑
j=N2+1

ci jQx j(t − τ −σ)− kiei(t), (3)

dki = λie
T
i (t)ei(t)dt (i = 1,2, · · · ,N2), (4)

其中 ki 是反馈强度,它将按照法则 (4)适时地更新,
更新增益 λi 为任意正常数,则驱动网络 (1)和响应
网络 (2)在几乎必然渐近稳定性意义下实现广义投
影滞后同步.
证明 定义误差状态变量 ei(t) = yi(t)−γxi(t−

σ) (i = 1,2, · · · ,N2),
则误差系统可以表示为

dei(t) = [Bei(t)+ γBxi(t −σ)+g(yi(t))

− γ f (xi(t −σ))− γAxi(t −σ)

+
N2

∑
j=1

di jQe j(t − τ)

+ γ
N2

∑
j=1

di jQx j(t − τ −σ)

− γ
N2

∑
j=1

ci jQx j(t − τ −σ)

− γ
N1

∑
j=N2+1

ci jQx j(t − τ −σ)

+Ui(t)]dt +Hi dw(t)

= [Bei(t)+g(yi(t))− γ f (xi(t −σ))

+ γ(B−A)xi(t −σ)+
N2

∑
j=1

di jQe j(t − τ)

+ γ
N2

∑
j=1

di jQx j(t − τ −σ)

+
N2

∑
j=1

ci jQe j(t − τ)−
N2

∑
j=1

ci jQy j(t − τ)

− γ
N1

∑
j=N2+1

ci jQx j(t − τ −σ)

+Ui(t)]dt +Hi dw(t)

= [Bei(t)+g(yi(t))− γ f (xi(t −σ))

+ γ(B−A)xi(t −σ)

+
N2

∑
j=1

(ci j +di j)Qe j(t − τ)

+ γ
N2

∑
j=1

di jQx j(t − τ −σ)

−
N2

∑
j=1

ci jQy j(t − τ)

− γ
N1

∑
j=N2+1

ci jQx j(t − τ −σ)

+Ui(t)]dt +Hi dw(t)

= (Bei(t)+
N2

∑
j=1

(ci j +di j)Qe j(t − τ)

− kiei(t))dt +Hi dw(t)

(i = 1,2, · · · ,N2). (5)

建立如下函数

V (t) =
1
2

N2

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)+

1
2

N2

∑
i=1

1
λi
(ki − k̃)2, (6)

其中 k̃是可以确定的足够大的正常数.
对误差方程 (5)应用 Itô公式 [37−39],则 V (t)关

于方程 (5)的微分算子为

ℓV (t) =
N2

∑
i=1

eT
i (t)Bei(t)− k̃

N2

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

+
N2

∑
i=1

N2

∑
j=1

eT
i (t)(ci j +di j)Qe j(t − τ)

+
1
2

N2

∑
i=1

trace(HT
i Hi), (7)

根据假设 1,进一步可以得到

ℓV (t)6 eT(t)(I⊗B)e(t)− k̃eT(t)e(t)

+eT(t)Λe(t − τ)+ peT(t)e(t)

+qeT(t − τ)e(t − τ), (8)

其中 I ∈ RN2×N2 , e(t) = (eT
1 (t),e

T
2 (t), · · · ,eT

N2
(t))T ∈

Rn×N2 , C̃ = (ci j)N2×N2 , Λ= (C̃+D)⊗Q.

记 α = λm

(
B+BT

2

)
, β = λm

(
ΛΛT

2

)
,则 (8)

式可以改写为

ℓV (t)6
(
α − k̃+ p

)
eT(t)e(t)+

1
2
eT(t)ΛΛ Te(t)
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+
1
2
eT(t − τ)e(t − τ)

+qeT(t − τ)e(t − τ)

6−
(
k̃−α −β − p

)
eT(t)e(t)

+

(
1
2
+q

)
eT(t − τ)e(t − τ)

,−ω1(e(t))+ω2(e(t − τ)), (9)

记 k∗ = α +β + p+ q+
1
2

, 总是能够找到足够大的

正数 k̃,满足 k̃ > k∗,使得

ω1(e(t))> ω2(e(t)),∀e(t) ̸= 0, (10)

又

lim
||e(t)||→∞

infV (e(t), t)
06t<∞

= ∞, (11)

根据随机时滞微分方程的 LaSalle不变性原理 [40],

则对任意初始值 ξ ∈C([−τ,0];Rn),误差方程 (5)的

零解是几乎必然渐近稳定的,即 lim
t→∞

e(t,ξ ) = 0, a.s..

从而,驱动网络 (1)与响应网络 (2)在几乎必然渐近

稳定性意义下达到广义投影滞后同步.

注释 1 定理 1中所考虑的网络模型非常一般,

驱动网络与响应网络可以具有不同节点动力学、

不同拓扑结构甚至不同的节点数目. 事实上, 对于

特殊的网络模型,例如驱动网络与响应网络具有全

同的节点动力学、不同的拓扑结构,或者二者具有

全同的拓扑结构、不同的节点动力学,或者二者具

有相同的拓扑结构、相同的节点动力学,如果相应

地设计出合适的控制器, 定理的结论也是成立的.

下面我们就以其中的一种情况为例给出说明.

推论 1 对于驱动 -响应网络模型 (1)和 (2),当

耦合网络具有相同的拓扑结构及相同的节点动力

学时,即 C =D, N1 = N2, f = g, A =B,若采用以

下控制方案Ui(t) =− f (yi(t))+ γ f (xi(t −σ))− kiei(t),

dki = λie
T
i (t)ei(t)dt,

(12)

其中更新增益 λi为任意正常数 (i = 1,2, · · · ,N2),则

驱动网络 (1)和响应网络 (2)在几乎必然渐近稳定

性意义下实现广义投影滞后同步.

证明 在上述条件下,误差系统的形式如下

dei(t) = [Aei(t)+
N2

∑
j=1

ci jQe j(t − τ)− kiei(t)]dt

+Hi dw(t) (i = 1,2, · · · ,N2). (13)

引入定理中的 V 函数 (方程 (6)),则 V (t)关于方程

(13)的微分算子为

ℓV (t) =
N2

∑
i=1

eT
i (t)Aei(t)− k̃

N2

∑
i=1

eT
i (t)ei(t)

+
N2

∑
i=1

N2

∑
j=1

eT
i (t)ci jQe j(t − τ)

+
1
2

N2

∑
i=1

trace(HT
i Hi)

6 eT(t)(I⊗A)e(t)− k̃eT(t)e(t)

+eT(t)Me(t − τ)+ peT(t)e(t)

+qeT(t − τ)e(t − τ)

6−
(
k̃−η −θ − p

)
eT(t)e(t)

+

(
1
2
+q

)
eT(t − τ)e(t − τ)

,−ω1(e(t))+ω2(e(t − τ)), (14)

其中 I ∈ RN2×N2 , M =C⊗Q, η = λm

(
A+AT

2

)
,

θ = λm

(
MMT

2

)
. 显然能够找到足够大的正数 k̃,

k̃ > k∗ = η +θ + p+q+1/2,使得

ω1(e(t))> ω2(e(t)),∀e(t) ̸= 0, (15)

又

lim
||e(t)||→∞

infV (e(t), t)
06t<∞

= ∞, (16)

根据随机时滞微分方程的 LaSalle不变性原理 [40],
则对任意初始值 ξ ∈ C([−τ,0];Rn), 误差方程 (13)
的零解为几乎必然渐近稳定的, 即 lim

t→∞
e(t,ξ ) = 0,

a.s.. 从而,驱动网络 (1)与响应网络 (2)在几乎必然
渐近稳定性意义下达到广义投影滞后同步.
注释 2 在本文所考虑的网络模型中, 当网络

之间的耦合时滞为零时,即 σ = 0,类似的推理过程
表明上述定理和推论依然成立. 此时, 我们也称驱
动网络和响应网络在几乎必然渐近稳定性意义下

达到广义投影同步. 鉴于篇幅, 具体的证明过程在
此略去.

4 数值仿真

在第 3部分,我们从理论上严格证明了在合适
的控制器作用下,驱动 -响应网络模型 (1)和 (2)可
以在几乎必然渐近稳定性意义下实现广义投影滞

后同步. 在本部分, 我们进一步通过数值模拟以验
证理论分析的有效性.
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为了定量地刻画同步效果,引进以下两个指标

∆(t) =
1
h

h

∑
k=1

1
N2

N2

∑
i=1

( n

∑
j=1

(yi j(t,ωk)

− γxi j(t −σ ,ωk))
2
) 1

2
, (17)

ρi j(t) =
1
h

h

∑
k=1

yi j(t,ωk)

xi j(t −σ ,ωk)
,

(i = 1,2, · · · ,N2, j = 1,2, · · · ,n), (18)

其中 ωk ∈ Ω, h 代表样本轨道, xi j, yi j 和 σ 形如第
2部分描述的状态变量和网络之间的耦合时滞,称

∆(t) 与 ρi j(t) 分别为网络的同步总误差和比例因

子. 这里仅对定理 1进行验证,其他情形类似.

不失一般性, 假设驱动网络的节点动力学为

Lorenz 系统, 其节点个数 N1 = 15, 内耦合矩阵

Q = diag(1,0,0), 网络的拓扑结构由如下矩阵确

定:

C =



−3 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 −4 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0

0 1 −3 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 −2 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 −4 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0

1 0 0 1 0 −5 0 0 1 0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 0 0 −3 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 −2 0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0 0 0 −4 0 1 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 −3 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 −3 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −2 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −2



,

则驱动网络的动力学方程为

dxi(t) = (Axi(t)+ f (xi(t))+
N1

∑
j=1

ci jQx j(t − τ))dt

(i = 1,2, · · · ,N1), (19)

其中

xi = (xi1,xi2,xi3)
T ∈ R3,

A=


−10 10 0

28 −1 0

0 0 −8/3

 ,

f (x) =


0

−x1x3

x1x2

 .

同时,我们构建含有 N2 = 10个节点的响应网络的

动力学方程形如

dyi(t) = (Byi(t)+g(yi(t))+
N2

∑
j=1

di jQy j(t − τ)

+Ui(t))dt +Hi(yi(t)

− γxi(t −σ),yi(t − τ)

− γxi(t − τ −σ), t)dw(t)

(i = 1,2, · · · ,N2), (20)

其 中 节 点 上 动 力 学 为 Lü系 统, 即 yi =

(yi1,yi2,yi3)
T ∈ R3,

B =


−36 36 0

0 20 0

0 0 −3

 , g(y) =


0

−y1y3

y1y2

 ,

网络的连接矩阵为
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D =



−2 0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 −1 0 0 0 1 0 0 0 0

0 1 −2 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 −3 0 1 0 0 1

0 1 0 0 0 −2 0 1 0 0

0 0 0 1 0 1 −3 0 1 0

1 0 1 0 1 0 0 −4 0 1

0 0 0 0 1 0 0 0 −2 1

0 1 0 0 0 1 0 0 0 −2



.

不失一般性,选取噪声强度函数如下:

Hi(ei(t),ei(t − τ), t)

= [(ei1(t)− ei1(t − τ)),(ei2(t)− ei2(t − τ)),

(ei3(t)− ei3(t − τ))]T ∈ R3.

易验证Hi 满足假设条件 1,即

|Hi(ei(t),ei(t − τ), t)−Hi(e j(t),e j(t − τ), t)|2

6 2[|ei(t)−e j(t)|2 + |ei(t − τ)−e j(t − τ)|2],
1
2

trace(HT
i Hi)6 eT

i (t)ei(t)+eT
i (t − τ)ei(t − τ).

在数值模拟中, 不妨取参数 h = 10, γ = 3.0,
τ = 0.02, σ = 0.3,当采用定理 1中的控制器和更新
律时,数值计算的结果如图 1—4所示. 图 1刻画了
在不同的更新增益 λi 下, 网络的同步总误差 ∆(t)
的演化曲线. 通过图 1, 我们不难观察到对于固定
的 λi, ∆(t)随着时间很快趋于零, 这意味着驱动网
络 (19)和响应网络 (20)在几乎必然渐近稳定性意
义下达到广义投影滞后同步;而且,随着 λi 的增大,
∆(t)趋于零的速度变快,也就是说,更新增益 λi 越

大,同步收敛的速度越快.
在以下图形中, 我们固定 λi = 20.0. 图 2描述

了反馈强度 ki(1 6 i 6 10) 的演化曲线. 结果表明,
反馈强度会根据同步误差自动地调整为适当的常

数, 这与前面的理论分析相一致. 图 3 刻画了比例
因子 ρi j(t)(1 6 i 6 10, j = 1,2,3)的演化曲线,其中
(a)—(c)与 (d)—(f)是分别对应于 γ = 3.0与 γ = 5.0
的情形. 结果显示数值计算的比例因子 ρi j(t)分别
能够很快地趋于预先设定的常数 γ = 3.0与 γ = 5.0,
这说明了同步效果不依赖于比例因子 γ 的选取. 进
一步数值计算的结果表明驱动网络 (19)和响应网
络 (20)之间的广义投影滞后同步也不依赖于耦合
时滞 σ 的选取, 其结果见图 4. 从图 4中我们同时

观察到随着 σ 的增大, ∆(t) 收敛于零的速度变慢,
这意味着网络之间的耦合时滞越大,驱动网络与响
应网络达到同步的速度就越慢.
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图 1 在不同的更新增益 λi 下,网络的同步总误差 ∆(t)的演化
曲线
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图 2 反馈强度 ki(1 6 i 6 10)的演化曲线
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图 3 比例因子 ρi j(t)(1 6 i 6 10, j = 1,2,3)的演化曲线, (a)—(c)与 (d)—(f)分别对应 r = 3.0与 r = 5.0的情形 (a) ρi1(t);
(b) ρi2(t); (c) ρi3(t); (d) ρi1(t); (e) ρi2(t); (f) ρi3(t)
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图 4 在不同的耦合时滞下,网络的同步总误差 ∆(t)的演化曲线

在上面的数值仿真中,驱动和响应网络上的节
点动力学分别为 Lorenz 系统和 Lü系统. 根据第 2
部分,凡是满足驱动响应 -网络模型 (1)和 (2)中关
于节点上动力学要求的非线性系统都可以作为节

点上的动力学系统, 如 Liu 系统、统一混沌系统、
Rosser系统等. 类似的数值模拟结果也说明了本文
方法的有效性. 限于篇幅,文中不再一一列举.

5 结 论

继 2007年文献 [12]报道了两个单向耦合复杂
网络的同步行为后,耦合网络之间的同步动力学在
学术界引起了极大关注. 鉴于时间滞后和噪声摄动
在耦合网络中客观存在,本文通过构建噪声作用下
具有不同节点动力学、不同拓扑结构及不同节点

数目的耦合时滞网络,首次研究了两个网络在几乎
必然渐近稳定性意义下的广义投影滞后同步.利用
随机时滞微分方程 LaSalle 不变性原理, 文中严格
证明了通过设计合理的控制器,驱动网络和响应网
络能够取得广义投影滞后同步.借助于具体的网络
模型,计算机仿真的结果不但验证了理论推理的有
效性,同时也揭示了关键参数如耦合时滞、比例因
子、更新增益对同步效果的一些显著性影响:广义
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投影滞后同步不依赖于耦合时滞和比例因子的选

取, 更新增益越大同步收敛速度越快, 而耦合时滞
越大同步收敛的速度却越慢. 需要指出的是,在第 2
部分的网络模型中,当网络之间的耦合时滞为零时,
即 σ = 0,类似于本文的推理过程表明,驱动网络和

响应网络在几乎必然渐近稳定性意义下能够达到

广义投影同步.
本文首次研究了在节点数目不同时噪声环境

下耦合时滞网络的同步行为,它丰富了含耦合时滞
和噪声摄动的耦合网络同步动力学的研究结果.
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Abstract
It is well known that time delay and random noise are universal in complex networks. However, the research on the synchroniza-

tion of coupled networks that are subjected to delay-coupling and noise perturbation is very rare. In this paper, for two delay-coupled
complex networks with different node dynamics, different topological structures and different numbers of nodes, under circumstance
noise, the generalized projective lag synchronization between two networks is proposed for the first time. First, a more realistic
theoretical framework is constructed for the drive-response network synchronization. Second, according to the LaSalle-type theo-
rem for stochastic differential delay equations, we rigorously prove that the generalized projective lag synchronization between the
drive-response networks can be achieved almost surely, by introducing an appropriate controller. Furthermore, numerical simulation
is employed to verify the theoretical analysis. The results indicate that the drive-response networks can indeed achieve generalized
projective lag synchronization, and that the synchronization is independent of time delay and scaling factor. Moreover, the remarkable
influences of the update gain and the coupling delay on synchronization speed are revealed through the numerical results.
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