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具有增加删除机制的正则化极端学习机的

混沌时间序列预测*
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针对正则化极端学习机的隐层具有随机选择的特性,提出了一种增加删除机制来自适应地确定正则化极端学

习机的隐层节点数. 这种机制以对优化目标函数影响的大小作为评价隐层节点优劣的标准,从而淘汰那些比较 “差”

的节点,将那些比较 “优”的节点保留下来,起到一个优化正则化极端学习机隐层节点数的目的. 与已有的只具有增

加隐层节点数的机制相比较,本文提出的增加删除机制在减少正则化极端学习机隐层节点数、增强其泛化性能、提

高其实时性等方面具有一定的优势. 典型混沌时间序列的实例证明了具有增加删除机制的正则化极端学习机的有

效性和可行性.
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1 引 言

混沌现象是自然界中广泛存在的一种不规则

运动,诸如脑电波信号、地震波、太阳黑子、大气
运动等都可以较好地运用混沌理论来解释 [1]. 混沌
具有内随机性、整体稳定局部不稳定、短期可预

测而长期不可预测性等特征 [2]. 随着混沌理论研究
的不断深入及其在电力、金融、生物医学及短期

气候预测等领域中的应用,混沌时间序列的建模和
预测已成为混沌信息处理领域中的一个研究热点.
目前,已有多种方法被应用到混沌时间序列的建模
和预测中. 在这众多的方法当中, 人工神经网络因
其具有较强的自适应性、自学习能力与非线性映

射能力而倍受重视,像模糊神经网络、径向基函数
神经网络、回声状态网络等都已被应用于混沌时

间序列建模和预测研究中,取得了较好的效果 [1−5].
近年来, Huang等 [6−8] 提出了一种新颖的单隐

层前馈神经网络极端学习机 (extreme learning ma-
chine, ELM),并且将 ELM应用于混沌时间序列建

模和预测也取得了一些研究成果 [9−11]. 最近, 一
种确定正则化 ELM (regularized ELM, RELM)[12]隐

层节点数目的方法被提了出来, 并且该方法借助
于 Choleskey分解加快其求解速度,在本文将这种
方法简记为 CRELM (Choleskey-assisted RELM)[13].
CRELM 选择隐层节点数目的方式是根据 RELM
优化目标的变化规律来确定的. 随着隐层节点数
目的增加, RELM 的优化目标的数值逐渐减小, 当
其变化比较缓慢或在可接受范围内时,就可以认为
RELM的结构已经饱和,从而达到自动确定 RELM
隐层节点数目的目的.
在机器学习领域有一个非常著名的用来设计

机器学习算法的一般化哲学原则, 即 Occam 剃刀
原理 (Occam’s razor)[14],它忠告我们:除非必要, “实
体” 不应该随便增加. “实体” 在这里可以理解为
RELM 的隐层节点. 根据 Occam 剃刀原理, 如果
有更好的优化 RELM 目标的方法, 其隐层节点数
目就不应该随便增加. 既然 RELM 隐层节点都是
随机选取的, 那么新增加的隐层节点并不一定比
以前选取的隐层节点差. 在新增加隐层节点后, 可
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以对所有的隐层节点根据它们对 RELM优化目标

贡献值的大小进行评价. 当新增加的节点不是所

有节点中最差的时, 可以将最差节点从当前网络

中移除出去, 这样做的好处一是维持 RELM 隐层

节点数目不变, 增加一个节点又剔除一个节点, 保

持了其实时性 (实时性与隐层节点数成正比), 二

是可以优化 RELM 的目标函数, 增强 RELM 的学

习能力和泛化性能, 这种情况相当于用 “好” 的节

点替换掉 “坏”的节点, 致使 RELM隐层中的节点

越来越 “好”, 达到优化 RELM 的目的; 当新增加

的节点是隐层中最 “坏” 的节点时, 这时为了达到

进一步优化 RELM目标函数的目的就不得不增加

新的节点了. 由此可见,这种具有增加删除机制的

RELM (add-delete based RELM, AdRELM) 更加符

合 Occam剃刀原理. 与 CRELM相比较, AdRELM

不仅可以自动确定 RELM隐层节点数目,而且具有

优化隐层节点的功能, 这就会使 AdRELM 在网络

泛化性能、结构规模、实时性等方面具有一定的

优势. 另外, 为了提高 AdRELM的计算效率,可以

采用 Sherman-Morrison迭代机制降低其计算量. 为

了验证所提 AdRELM 算法的有效性和可行性, 最

后用一些典型的例子来验证其在混沌时间序列建

模和预测方面的效果.

2 RELM

为了改善 ELM 的泛化性能, 通过引入正则化

项, RELM的数学模型可以描述为

min
α

{
J =

1
2
αTα+

C
2
εTε

}
,

s.t.y =Hα+ε, (1)

其中 y = [y1,y2, · · · ,yN ]
T, T代表矩阵或向量的转置,

H =


g(w1 ·x1 +b1) · · · g(wL ·x1 +bL)

...
. . .

...

g(w1 ·xN +b1) · · · g(wL ·xN +bL)


为隐层输出矩阵, {(xi,yi)}N

i=1 代表训练样本集,

g(·) 为隐层激活函数, wi (i = 1,2, · · · ,L) 为连接
隐层和输入层的权值向量, bi (i = 1,2, · · · ,L) 为
隐层偏置值, L 为 RELM 隐层节点的数量, α =

[α1,α2, · · · ,αL]
T 为输出权值, ε= [ε1,ε2, · · · ,εN ]

T 为

训练误差, C ∈ R+ 为正则化参数. 通过消除误差向

量 ε,将 (1)式中的约束条件代入到目标函数 J 中,

并令
∂J
∂α

= 0,可得(
I/C+HTH

)
α=HTy, (2)

其中 I 为适维单位矩阵. 通过解 (2)式中的线性方
程组,可求出输出权值 α,于是,可以得到 RELM的
数学模型

y = f (x) =
L

∑
i=1

αig(wi ·x+bi). (3)

3 AdRELM

3.1 增加节点

假如 AdRELM 中隐层节点个数已经有 L 个,
由于模型的学习能力和泛化性能还不够,需要进一
步提高, 此时需要增加新的隐层节点. 在增加完新
的隐层节点后, (2)式变为(

I/C+HT
L+1HL+1

)
αL+1 =HT

L+1y, (4)

其中

HL+1 = [HL,hL+1] ,

hL+1 =
[
g(wL+1 ·x1 +bL+1) ,

· · ·g(wL+1 ·xN +bL+1)
]T
,

wL+1 为随机选取的连接新增隐层节点和输入层的

权值, bL+1 为随机选取的隐层新增节点的偏置量.
如果在每增加一个节点后, 都直接进行 (4)式的求
解,这会增加 AdRELM的计算量,影响其求解速度.
为了在一定程度上减轻 AdRELM 的计算量, 下面
介绍一种迭代策略,它不需要进行 (4)式的直接求
解, 而是在前面求解的基础上, 通过迭代更新策略
来进行 (4)式的求解.
令

RL =
(
I/C+HT

LHL
)−1

, (5)

tL =HT
Ly, (6)

则

αL =RLtL. (7)

根据 Sherman-Morrison 公式 [15], 可得下面的迭代
公式

RL+1 =

RL 0

0T 0

+λ

 β

−1

[
βT −1

]
, (8)

其中

β =RnHT
LhL+1,
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λ =
(
hT

L+1hL+1 +1/C−hT
L+1HLβ

)−1
.

同时

tL+1 =

 tL

yThL+1

 . (9)

由 (7), (8)和 (9)式可得

αL+1 =RL+1tL+1

=

αL

0

+λ

 β

−1

(
βTtL −yThL+1

)
, (10)

运用迭代策略后, (10)式的计算代价为 O(L2). 与线
性方程组 (4)式的直接求解代价 O(L3)相比较, 计
算量明显有所降低. 另外,令

HL+1 = [HL,hL+1] , (11)

在迭代求解出 αL+1 后, 就可以构造出新的 RELM
网络以期增加其泛化能力.

3.2 判断节点的优劣

在 CRELM算法中,已经给出了一种朴素的衡
量隐层节点作用的标准.当隐层节点对目标函数 J
的影响较大时,就可以认为该节点比较重要,反之,
则认为该节点不是那么重要,从而给出一种衡量隐
层节点 “优劣”的标准.其数学表达式为

σi = J(−i)
L+1 − JL+1, (12)

其中 J(−i)
L+1 为当第 i个隐层节点去掉后, RELM目标

函数值的大小. 当通过 (10)式计算出 αL+1后,就可
以比较方便地求出 JL+1 的大小. 然而直接根据 (1)
式计算 J(−i)

L+1 就比较麻烦, 需要计算 L+ 1 次, 这当
然是一个不明智的选择.下面给出一种快速计算 σi

的方法.
当 RELM有 L+1个隐层节点时,将 (10)式代

入到 (1)式中,可得

JL+1 =
1

2C

(
yTy−yTHL+1

×
(
HT

L+1HL+1 +I/C
)−1

HT
L+1y

)
. (13)

然后,考虑下面的优化问题

min
α̃

{
J̃ =

1
2
α̃T (I+uuT)α̃

+
C
2
∥y−HL+1α̃∥2

}
(14)

其中 θii > 0,令 u =
√

θiiei, ei 为 L+1维单位矩阵

的第 i列. 令
∂ J̃
∂ α̃

= 0,得

α̃L+1 =
(
yI/C+uuT/C

+HT
L+1HL+1

)−1
HT

L+1. (15)

将 (15)式代入到 (14)式中,可得

J̃L+1 =
1

2C

(
yTy− yTHL+1

×
(
HT

L+1HL+1 +I/C+uuT/C
)−1

×HT
L+1y

)
. (16)

从 (14)式中可知,当 θii →+∞时, α̃i → 0,这就相当
于从 L+1个隐层节点中去掉第 i个节点后 RELM
所要优化的数学模型, 此时 (16) 式就退化为 J(−i)

L+1 .
令

σ̃i = J̃L+1 − JL+1, (17)

则

σi = lim
θii→+∞

σ̃i. (18)

将 (13)和 (16)式代入到 (17)式中,可得

σ̃i =
1

2C
yTHL+1

((
HT

L+1HL+1 +I/C
)−1

−
(
HT

L+1HL+1 +I/C+uuT/C
)−1

)
×HT

L+1y. (19)

根据 Sherman-Morrison公式 [15],可得

σ̃i =
1

2C

[
yTHL+1

(
HT

L+1HL+1 +I/C
)−1

uuT

×
(
HT

L+1HL+1 +I/C
)−1

HT
L+1y

]
×
[
C+uT (HT

L+1HL+1 +I/C
)−1

u
]−1

. (20)

由于

αL+1 =
(
HT

L+1HL+1 +I/C
)−1

HT
L+1y, (21)

将 (21)式代入到 (20)式中,可得

σ̃i =
1

2C
θαT

L+1e
T
i eiαL+1

C+θeT
i

(
HT

L+1HL+1 +I/C
)−1

ei
, (22)

则

σi = lim
θ→+∞

σ̃i

= lim
θ→+∞

1
2C

θαT
L+1e

T
i eiαL+1

C+θeT
i

(
HT

L+1HL+1 +I/C
)−1

ei

=
α2

i
2Cdii

, (23)

其中 dii 为矩阵
(
HT

L+1HL+1 +I/C
)−1
的第 i 个对

角元,即 RL+1 的第 i个对角元. 由于HT
L+1HL+1 +

I/C 为对称正定矩阵, 则
(
HT

L+1HL+1 +I/C
)−1
也

为对称正定矩阵, 可知 dii > 0. 因此, σi > 0, 即
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J(−i)
L+1 > JL+1, 也就是说 RELM 的目标函数 J 是随

着隐层节点数目的增加而逐渐减小. 在根据 (8)和
(10)式计算得到 αL+1 后, 由 (23)式就可以很容易
计算得到 σi (i = 1,2, · · · ,L+1), 其计算量为 O(L),
而不需要计算 L+1个 J(−i)

L+1 ,大大节省了计算量,加
快了 AdRELM算法.

在根据 (23)式获得 σi (i = 1,2, · · · ,L+1)后,就
可以从 L+1个隐层节点中找出对目标函数 J 影响

最小的节点 imin,即拥有最小 σimin 的节点. 此时,分
为两种情况.

第一种情况: imin = L+1,说明新增节点是所有
隐层节点中对目标函数贡献最小的节点,这时候为
了增强 RELM 的泛化能力, 就需要扩充 RELM 的
结构,增强其学习能力,达到较好的学习效果.

第二种情况: imin ̸= L+1,说明新增节点不是所
有隐层节点中对目标函数贡献最小的节点,这时候
可以用新增节点代替节点 imin. 下面介绍如何迭代
删除当前对目标函数 J 贡献最小的节点,也就是最
“坏”的节点.

3.3 删除节点

令 H
(·,−imin)
L+1 为 HL+1 的第 imin 列删除后所得

矩阵, t(−imin)
L+1 为 tL+1的第 imin个数据删除后所得向

量, 为矩阵 RL+1 的第 imin 行和第 imin 列分别删除

后所得矩阵, rimin 为矩阵的第 imin 行,在将 rimin 的

第 imin个数据 r(imin,imin)删除后可得向量 r
(−imin)
imin

. 根
据 Sherman-Morrison公式 [15],则下式成立

R̃
(−imin,−imin)
L+1 =R

(−imin,−imin)
L+1

−
r
(−imin)
imin

(
r
(−imin)
imin

)T

r(imin,imin)
, (24)

则 R̃(−imin,−imin)
L+1 即为将第 imin 个隐层节点删除后所

得的RL,其更新计算量为 O(L2). 令

RL = R̃(−imin,−imin)
L+1 , (25)

tL = t
(−imin)
L+1 , (26)

HL =H
(·,−imin)
L+1 , (27)

则 αL 为

αL =RLtL, (28)

在通过增加第 L+ 1 个隐层节点, 又删除掉第 imin

个隐层节点后, RELM的隐层节点个数没有发生变
化, 其实时性也不会受到影响, 但是目标函数 J 却

降低了, RELM 的泛化性能得到了改善, 预测精度
得到提升.
下面对算法 AdRELM 进行总结, 其实现过程

如下:
步骤 1 选取 RELM隐层的激活函数 g(·), 正

则化参数C,学习精度 ξ 或者隐层节点的总数量M,
令 L = 0;
步骤 2 若 L = 0, 随机产生连接隐层和输

入层的权值 w1 和偏置 b1, 计算得到 H1, R1 =(
HT

1 H1 +1/C
)−1, t1 = HT

1 y, 和 α1 = R1t1, 并令
L = L+1;
步骤 3 随机产生连接隐层和输入层的权

值 wL+1 和偏置 bL+1, 根据 (8)—(11) 式, 分别得
到 RL+1, tL+1, αL+1 和 HL+1, 然后根据 (23) 式计
算出 σi (i = 1, · · · ,L+1), 并选择出最小的 σimin , 若
imin = L+1,跳转到步骤 4;否则跳转到步骤 5;
步骤 4 若 σimin 6 ξ 或M = L+1,则算法终止;

否则令 L = L+1,跳转到步骤 3;
步骤 5 根据 (25)—(28) 式, 分别更新 RL, tL,

HL 和 αL,然后将 RL 和 αL 代入到 (23)式中计算
得到RL+1σi (i = 1, · · · ,L),并选择出最小的 σimin ,若
σimin 6 ξ ,则算法终止;否则转到步骤 3.

4 混沌时间序列预测实例

为了验证本文所提算法的有效性,下面用 3个
典型的混沌时间序列实例进行验证. 这 3个典型的
混沌时间序列描述如下

实例 1 Kawakami混沌时间序列

xK (i+1) = xK (i)2 −0.1xK (i)−1.6, (29)

其初始值为 0.6.
实例 2 Lorenz混沌时间序列

dxL

dt
=−A(xL − yL) ,

dyL

dt
=Cx− xLzL − yL,

dzL

dt
= xLyL −BzL,

(30)

其 中 A = 16, B = 4, C = 45.92, 初 始 值 为[
−1 0 1

]T
.

实例 3 Chen’s混沌时间序列

dxC

dt
= A(yC − xC) ,

dyC

dt
= (C−A)xC − xCzC +CyC,

dzC

dt
= xCyC −BzC,

(31)
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其中 A= 35, B= 3, C = 28,初始值为
[
−1 0 1

]T
.

对于每一种混沌时间序列, 分别产生 1000 个
样本, 其中前 300 个样本用来训练, 后 700 个样本
检验算法 AdRELM 和 CRELM 的性能. 重构相空
间为嵌入维数 m = 4,延迟时间 τ = 1,进行一步预
测. 算法 CRELM 和 AdRELM 隐层选择的激活函
数为 g(x) =

1
1+ e−x ,模型的正则化参数 C 用交叉

验证的方法从
{

100,101, · · · ,1010
}
中选取. 为了衡

量预测的精度, 定义一个性能指标, 即均方根误差
(rooted mean squared errors, RMSE),其描述为

RMSE =

√
1
N

N

∑
i=1

(ŷi − yi)2, (32)

其中 yi 为混沌时间序列真实值, ŷi 为 yi 的预测值.
图 1给出了 RELM目标函数值 J 随隐层节点

数 L增多时的变化情况.
从图 1可以很明显地看出, RELM优化函数目

标值 J 随着隐层节点数的增多而逐渐减小. 刚开
始 J 减少得较快,而随着隐层节点数的增多减少量

逐渐减小, 最后趋于平缓. 这主要是因为刚开的时
候, RELM 处于欠学习状态, 每增加一个节点都对
其影响较大, 而随着隐层节点数的增多, RELM 的
学习能力逐渐趋于饱和状态,再想通过节点数的增
加对其泛化能力产生较大的影响就比较困难了. 等
隐层节点数达到一定的数量,如果再增加隐层节点
数, 这时候的隐层节点就处于冗余状态, 只会增加
RELM的复杂度,而对改善其性能几乎起不到作用.
同时, 图 1 也显示了在相同隐层节点数的情况下,
AdRELM对目标函数 J 的影响比 CRELM要大,这
主要是因为 AdRELM算法的增加删除机制优化了
隐层节点的质量, 使其和 CRELM 相比较, 在相同
节点数的情况, RELM 的泛化能力更强, 这就证明
了本文提出的增加删除机制是有效的. CRELM算
法要想取得和 AdRELM 算法相同的 J 值, 往往需
要更多的隐层节点数,这就会增加 RELM网络的复
杂度,影响其实时性.
图 2 给出了性能指标 RMSE 随隐层节点数 L

增多时的变化趋势.
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图 1 RELM优化函数目标值随隐层节点数目增多时的变化情况 (a) Kawakami; (b) Lorenz; (c) Chen’s
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图 2 的变化趋势和图 1 的变化趋势相同,
RMSE 随着隐层节点数目的增多而逐渐减小, 刚
开始减少得较快,而随着隐层节点数的增多而减少
得较慢, 最后趋于稳定. 在网络达到饱和之前, 在
相同隐层节点数目的情况下, AdRELM 具有较小
的 RMSE, 说明其泛化能力比较好, 表明它拥有的
隐层节点的质量比较高, 证明了 AdRELM 的增加
删除机制能够优化隐层节点的质量,使 RELM在相
同泛化能力的情况拥有较少的隐层节点数,具有较
简单的网络结构和较好的实时性. 目标函数值 J 和
RMSE的变化趋势一致,说明依据目标函数值来选
择隐层节点的数目是有效可行的,对目标函数值影
响较大的节点认为是较好的节点,反之则认为是较
差的节点,佐证了本文给出的衡量隐层节点质量好
坏的标准是有效性的.
将本文进行实验的部分结果列于表 1当中,以

便进行对比.
从表 1 可以看出, 对于每一个实例来说, 当

AdRELM和 CRELM最后趋于稳定时, AdRELM具
有较小的目标值 J,和其相应较小的 RMSE,这一点
可以从每个实例的第 2行和第 4行对比看出来. 这

说明了 AdRELM能够优化隐层节点的质量. 如果

要使 AdRELM达到和 CRELM近似相同的泛化能

力, AdRELM往往需要较少的隐层节点数, 这可以

从每个实例的第 2行和第 3行对比看出来,这也就

意味着 AdRELM 具有较简单的网络结构, 其实时

性也比较好 (测试时间可以反映出来). 可是, 反过

来, CRELM在和AdRELM拥有相同隐层节点数时,

其泛化性能就比较差,这可以从每一个实例的第 1

行和第 3行对比表现出来. 这说明了 AdRELM的

增加删除机制的有效性和可行性,它可以使 RELM

具有质量更高的隐层节点, 更优化的网络结构. 当

然, AdRELM也有缺点, 这就是它需要的训练时间

比较长, 这一点可以从训练时间的对比上看出来.

CRELM 每增加一个隐层节点, 其计算量为 O(L2).

AdRELM增加一个隐层节点的过程的计算量也为

O(L2), 但当新增加的节点不是所有节点中最 “坏”

的节点时, 就要进行 (24)式的删除计算,其计算量

为 O(L2),并且这个增加删除过程在 AdRELM优化

隐层节点的过程当中经常出现. 因而, 和 CRELM

相比较, AdRELM就会需要较多的计算量, 花费一

(c)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

R
M
S
E

L L

L

(a)
AdRELM

CRELM

0 5 10 15 20 25 30
2

4

6

8

10

R
M
S
E

(b)
AdRELM

CRELM

0 10 20 30 40 50 60
1

2

3

4

5

6

7

8

9

R
M
S
E

AdRELM

CRELM

图 2 RMSE随隐层节点数目增多时的变化趋势 (a) Kawakami; (b) Lorenz; (c) Chen’s
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表 1 不同混沌时间序列 AdRELM和 CRELM的比较结果

混沌时间序列 算法 优化目标 J RMSE 隐层节点数 L 训练时间/s 测试时间/s

Kawakami

CRELM 5.089×10−2 0.0136 24 0.0051 0.0011

CRELM 6.640×10−3 0.0037 36 0.0084 0.0013

AdRELM 7.730×10−3 0.0037 24 0.0209 0.0010

AdRELM 9.443×10−4 0.0012 36 0.0339 0.0012

Lorenz

CRELM 1377.967 3.060 15 0.0036 0.0008

CRELM 892.344 2.498 26 0.0049 0.0011

AdRELM 770.825 2.342 15 0.0146 0.0007

AdRELM 576.849 2.287 26 0.0206 0.0011

Chen’s

CRELM 705.925 2.110 35 0.0087 0.0013

CRELM 454.599 1.701 61 0.0129 0.0020

AdRELM 357.422 1.709 35 0.0291 0.0012

AdRELM 152.875 1.338 61 0.0591 0.0019

定的训练时间. 由于 AdRELM 和 CRELM 都是离

线算法, 训练时间一般都是有保证的, 所以训练时

间较长这个缺点也是可以克服的.

5 结 论

影响 RELM性能的一个重要因素就是隐层节

点的数目, 选择得太多或太少都不合适. 隐层节

点数选择得太少,影响 RELM的泛化性能;而选择

得太多的话,不仅不能改善 RELM的性能,由于有

冗余隐层节点的存在, 相反还会增加网络的复杂
度, 影响其算法的实时性等. 因此, 确定一种选择
RELM隐层节点数目的算法就显得比较重要了. 本
文在他人工作的基础上,提出了一种增加删除机制
来自适应地确定 RELM隐层节点的数目. 这种机制
充分考虑到了 RELM随机选择隐层节点的特点,优
化了隐层节点,使其和一味单纯地增加隐层节点来
改善 RELM性能的算法相比较,在隐层节点数、泛
化性能以及实时性等方面都占有优势. 同时, 典型
混沌时间序列实例验证了本文所提算法的有效性.
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Abstract
Considering a regularized extreme learning machine (RELM) with randomly generated hidden nodes, an add-delete mechanism

is proposed to determine the number of hidden nodes adaptively, where the extent of contribution to the objective function of RELM
is treated as the criterion for judging each hidden node, that is, the large the better, and vice versa. As a result, the better hidden nodes
are kept. On the contrary, the so-called worse hidden nodes are deleted. Naturally, the hidden nodes of RELM are selected optimally.
In contrast to the other method only with the add mechanism, the proposed one has some advantages in the number of hidden nodes,
generalization performance, and the real time. The experimental results on classical chaotic time series demonstrate the effectiveness
and feasibility of the proposed add-delete mechanism for RELM.
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