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弯曲振动薄圆盘的共振频率和等效电路参数研究*
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机电等效电路是分析复合换能器常用的一种解析方法,但对薄圆盘而言,由于弯曲振动的复杂性,其等效集中

参数很难获得,该方法很少被应用. 本文从分布参数系统与集中参数系统等效角度,根据动能相等原则和势能相等

原则,给出了弯曲振动薄圆盘的集中参数: 等效质量和等效弹性系数,得到了共振频率方程,并用 ATILA软件模拟了

其振动分布情况,可以看出解析结果与数值结果趋于一致.最后给出了分析复合振动系统时薄圆盘集中参数模型的

等效电路. 本文的结果对弯曲振动复合换能器的设计提供了理论参考.
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1 引 言

由弯曲振动圆盘构成的复合换能器具有面积

大,辐射阻抗低,易于空气介质匹配等特点,在超声

空气探测及大功率气介超声领域中得到了广泛应

用 [1−6]. 该类换能器通常用解析法和数值法研究,

机电等效电路法是一种解析的方法,即以集中参数

的形式代表分布参数元件,广泛被用在分析复合振

动系统的振动特性中 [7]. 文献 [8]从机电类比角度,

根据基尔霍夫定律引入 S–参数, 已把等效集中参

数应用于常用的压电装置中. 振动圆盘作为传声组

件,其设计的好坏对振动系统起着至关重要的作用
[9]. 然而,由于弯曲振动的复杂性,圆盘的等效集中

参数很难获得, 因此, 分析振动系统时机电等效电

路很少被应用 [10].

我们知道,集中参数系统的各变量与空间位置

无关,例如活塞, 其辐射端面的振动位移及速度是

均匀的;而分布参数系统至少有一个变量与空间位

置有关, 例如弯曲圆盘, 其辐射端面的振动位移及

速度则分布不均匀. 对于稳态分析和动态分析,前

者为代数方程和常微分方程,而后者则是空间自变

量的常微分方程和空间、时间变量的偏微分方程.

由此可以看出,对于集中参数系统,其处理方法有

很多简便之处,因此不少问题常常希望能将分布参

数系统等效成集中参数系统来解决 [11].

本文根据分布参数系统的动能和势能与另一

具有集中参数系统的相应动能和势能相等的原则,

给出了弯曲振动薄圆盘自由边界条件下的等效集

中参数: 等效质量和等效弹性系数, 得到了频率方

程,并用 ATILA软件模拟了其振动分布情况,可以

看出解析结果与数值结果趋于一致.最后给出了分

析振动系统时薄圆盘集中参数模型的等效电路.

2 弯曲薄圆盘的集中参数等效理论

设弯曲振动薄圆盘的半径和厚度分别为 a 和

h(h << a). 由于薄圆盘所受的力是对称于对称轴

的, 圆盘的弯曲也是对称于对称轴的, 即为轴对称

的弯曲振动,根据线性弹性理论及薄板的小扰度弯

曲振动理论 [12],圆盘弯曲振动的位移可表示为

ζ (r, t) = [AJ0(kr)+BI0(kr)]exp(jωt). (1)
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弯矩和横向剪切力可表示为

Mr =−D
(

∂ 2ζ
∂ r2 +

σ
r

∂ζ
∂ r

)
, (2)

Qr =−D
(

∂ 3ζ
∂ r3 +

1
r

∂ 2ζ
∂ r2 − 1

r2
∂ζ
∂ r

)
, (3)

式中 J0 和 I0 分别是第一类零阶贝塞尔函数和第

一类零阶修正贝塞尔函数, k4 = ρhω2/D, D = Eh3/

12(1−σ2), E, ρ 和 σ 分别为薄圆盘的杨氏模量、
密度和泊松比, D为刚度常数, k 和 ω 分别是波数
和振动角频率, A 和 B是两个常数, 由圆盘的边界

条件决定.

本文以自由边界条件为例,在边界 r = a处,弯

曲振动薄圆盘的弯矩及横向剪切力皆为零. 根据

(2)式和 (3)式,可得如下表达式:

A
[

kJ0(ka)− 1−σ
a

J1(ka)
]

= B
[

kI0(ka)− 1−σ
a

I1(ka)
]

(4)

−AJ1(ka) = BI1(ka). (5)

由 (4)和 (5)式,可以得出边界自由圆盘弯曲振

动的共振频率方程为

ka[J0(ka)I1(ka)+ I0(ka)J1(ka)]

= 2(1−σ)J1(ka)I1(ka). (6)

根据 (6)式, 当圆盘的材料参数和几何尺寸给

定时, 便可得出其共振频率 fn, 对应圆盘的第 n阶

振动,其位移的本征函数为

ζn(r, t) = [AnJ0(knr)+BnI0(knr)]exp(jωnt), (7)

其振动速度为

vn(r, t) = jwn[AnJ0(knr)+BnI0(knr)]exp(jωnt). (8)

2.1 等效质量的计算

设在薄圆盘上取一径向坐标为 (r, r+dr)的体

元,体元的质量为 2πρhrdr,其第 n阶振动的动能可

表示为

dEkn =
1
2
(2πρhrdr)v2

n

由 (8)式可得弯曲振动圆盘第 n阶弯曲振动的动能,

Ekn =
∫ a

0
dEkn =−πρhω2

n exp(j2ωnt)
∫ a

0

× [AnJ0(knr)+BnI0(knr)]2rdr. (9)

利用 (8)式,可以得出弯曲振动薄圆盘中心处的振

动速度为

vn = jωn(An +Bn)exp(jωnt).

当把薄圆盘的中心作为参考点时,其第 n阶弯曲振

动动能也可由下式表示:

E ′
kn =

1
2

Mnv2
n

=−1
2

Mn(An +Bn)
2ω2

n exp(j2ωnt), (10)

式中 Mn 是弯曲振动圆盘第 n阶弯曲振动的等效质

量. 令 E
′
kn = Ekn,可以得出振动圆盘第 n阶弯曲振

动等效质量的表达式为

Mn =
2m

a2(An +Bn)2

∫ a

0
[AnJ0(knr)

+BnI0(knr)]2rdr. (11)

式中 m = πa2hρ .

由贝塞尔函数的递推公式及两类含两个变态

贝塞尔函数积的积分 [13],可得:∫ x

0
I2
0(x)xdx =

x2

2
[I2

0(x)− I2
1(x)], (12)

∫ x

0
J2

0(x)xdx =
x2

2
[J2

0(x)+ J2
1(x)], (13)

∫ x

0
I0(x)J0(x)xdx =

x
2
[
I0(x)J1(x)+ I1(x)J0(x)

]
. (14)

根据自由边界条件, 把 Bn/An = −J1(kna)/

I1(kna)代入 (11)式,可得边界自由弯曲振动薄圆盘

的等效质量为

Mn = m

[
J2

0(kna)+
J2

1(kna)I2
0(kna)

I2
1(kna)

− 4J2
1(kna)(1−σ)

(kna)2

]
I2
1(kna)[

I1(kna)− J1(kna)
]2 . (15)
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图 1 为振动圆盘第 n 阶弯曲振动的等效质量

和频率的关系曲线,很明显,等效质量与材料参数、

几何尺寸及频率都有关系,且随着频率的变大,等

效质量逐渐减小.

图 1 频率和等效质量关系曲线

2.2 等效弹性系数的计算

根据薄板理论, 在小扰度弯曲振动假设下, 忽

略剪切应力,薄板弯曲的势能密度 [14] 可表示为扰

度 ζ 的函数:

U =
D
2

[(
∂ 2ζ
∂x2

)2

+

(
∂ 2ζ
∂y2

)2

+2σ
(

∂ 2ζ
∂x2

)(∂ 2ζ
∂y2

)

+2(1−σ)

(
∂ 2ζ
∂x∂y

)2]
. (16)

根据 (13)式,经过坐标变换,在柱坐标下,体元

质量为 2πρhrdr的第 n阶振动势能可表示为

dEpn =
D
2

[(
∂ 2ζn

∂ r2

)2

+
1
r2

(
∂ζn

∂ r

)2

+
2σ
r

∂ζn

∂ r
∂ 2ζn

∂ r2

]
2πrdr, (17)

由 (14) 式, 可得第 n 阶弯曲振动薄圆盘的

势能为

Epn =
Eπh3

12(1−σ2)

∫ a

0

[(
∂ 2ζn

∂ r2

)2

+
1
r2

(
∂ζn

∂ r

)2

+
2σ
r

∂ζn

∂ r
∂ 2ζn

∂ r2

]
rdr. (18)

第一类贝塞尔函数和第一类修正贝塞尔函数

存在如下关系式:∫ x

0
(−I0(x)J1(x)− I1(x)J0(x)+2I1(x)J1(x)/x)dx

=− I1(x)J1(x), (19)

∫ x

0
(I2

1(x)/x)dx =−1
2
[
1− I2

0(x)+ I2
1(x)

]
, (20)

∫ x

0
(J2

1(x)/x)dx =
1
2
[
1− J2

0(x)− J2
1(x)

]
, (21)

∫ x

0
I0(x)I1(x)dx =

1
2

I2
0(x), (22)

∫ x

0
J0(x)J1(x)dx =−1

2
J2

0(x). (23)

将 (7) 式带入 (18) 式, 根据自由边界条件 (4)

和 (5)式,由贝塞尔函数关系 (12)—(14)式及 (19)—

(23)式,可得振动圆盘势能解析表达式为

Epn =
Eπh3k2

nA2
n

12(1−σ2)

{
(kna)2J2

0(kna)

−2(1−σ)(kna)J0(kna)J1(kna)

−2(1−σ)σJ2
1(kna)− (1−σ)[

J2
1(kna)/I2

1(kna)−1
]}

. (24)

当把薄圆盘的中心作为参考点时,其第 n阶弯

曲振动势能也可由下式表示

E ′
pn =

1
2

Knξ 2
n(r=0)

=
1
2

Kn(An +Bn)
2 exp(j2wnt), (25)

式中 Kn 是弯曲振动圆盘第 n 阶弯曲振动的等

效弹性系数. 令 E
′
pn = Epn, 根据自由边界条件,

Bn/An = −J1(kna)/I1(kna), 可以得出等效弹性系数

的表达式为

Kn =
Eπh3k2

n

6(1−σ2)

{
(kna)2J2

0(kna)

−2(1−σ)(kna)J0(kna)J1(kna)

−2(1−σ) ·σJ2
1(kna)− (1−σ)

×
[
J2

1(kna)/I2
1(kna)−1

]}
× I2

1(kna)/
[
I1(kna)− J1(kna)

]2
. (26)

图 2 为振动圆盘第 n 阶弯曲振动的等效弹性

系数和频率的关系曲线,很明显, 等效弹性系数也
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与材料参数、几何尺寸及频率都有关系,且随着频

率的变大,等效弹性系数逐渐增大.

图 2 频率和等效弹性系数关系曲线

3 理论计算及数值模拟

以上分析可以看出,等效质量 Mn 和等效弹性

系数 Kn 都是角频率 ω 的函数,根据传统的换能器

设计理论,第 n阶弯曲振动圆盘的振动抗为

Xn = j
(

ωMn −
1

ωCn

)
= j

(
ωMn −

Kn

ω

)
, (27)

式中, Cn为弹性柔顺系数, Cn = 1/Kn. 当 ω = ωn时,

令 Xn = 0即可求出共振频率, Xn 为等效参数抗.

取薄圆盘材料为 45# 钢, 其密度为 ρ =

7800 kg/m3, 泊松比 σ = 0.28, 杨氏模量 E =

2.09 e+11 N/m3, 半径和厚度如表 1 所示, 根据共

振频率方程 (27)式并利用有限元软件 ATILA,给出

了边界自由薄圆盘弯曲振动的前三阶频率,其中 fm

表示理论计算得到的各阶振型频率, fn 表示有限元

模拟得到的频率.

以弯曲振动薄圆盘半径 a = 120 mm, 厚度

h = 8 mm 为例, 用有限元软件 ATILA 模拟了其

二分之一模型振动情况,如图 3所示, step5, step11,

step20分别是提取的一阶、二阶和三阶弯曲振动模

态, 其频率分别为 1225, 5137 和 11409 Hz. 从图 3

及表 1,尤其相对误差 ∆ f = | fm − fn|/ fn,能够看出

解析结果和数值模拟结果趋于一致.

4 弯曲振动薄圆盘集中参数等效电路

根据上述分析,可以得出弯曲振动薄圆盘的集

中参数等效电路,如图 4所示, Mn, Cn 和 Rn 分别是

第 n 阶弯曲振动圆盘的集中参数等效质量、弹性

柔顺系数和等效机械损耗.由于系统机械损耗的研

究比较复杂, 一般情况下, 忽略圆盘弯曲振动的机

械损耗,即 Rn = 0. 实际上,振动系统的机械损耗并

不为零,而且与系统的振动幅度有关,设计时,机械

损耗通常是通过实验测得的.

表 1 弯曲薄圆盘共振频率计算结果

a/mm h/mm 阶数 n fm/Hz fn/Hz ∆ f/%

1 1210 1225 1.22

120 8 2 5010 5137 2.47

3 11780 11409 3.25

1 780 786 0.76

150 8 2 3250 3321 2.14

3 7540 7446 1.26

1 970 980 1.02

150 10 2 4000 4110 2.68

3 9420 9128 3.2

图 3 薄圆盘前三阶振型

图 4中, Za 是弯曲振动薄圆盘的辐射阻抗,可

表示为 Za = Ra + jXa,其中 Ra是薄圆盘弯曲振动的
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辐射阻,它决定了薄圆盘声辐射能力的大小和辐射

功率的多少. Xa 是辐射抗,反映了负载对弯曲振动

圆盘的反作用情况. 在弯曲振动复合换能器的机电

等效电路中通常忽略其辐射阻抗,也可以从辐射声

功率角度求得 [10].

图 4 弯曲振动薄圆盘的等效电路

求解弯曲振动复合换能器共振频率时,由图 4

可以看出,利用机电等效电路法, 薄圆盘的集中参

数等效电路将大大简化了求解过程,并且可以方便

地实现该系统的最佳工作状态,即该系统总抗为零,

可求得系统共振频率.

5 结 论

本文从薄圆盘弯曲复合振动系统优化设计出

发, 提出了分布参数系统集中参数化, 即根据动能

和势能的等效原则,给出了边界自由薄圆盘的集中

参数等效质量和等效弹性系数,同时得到了固有频

率,并用 ATILA软件模拟了其振动分布情况,可以

看出解析结果与数值结果趋于一致.最后给出了分

析振动系统时薄圆盘集中参数等效电路,用于系统

机电等效电路中能够大大简化其求解过程,方便地

实现最佳工作状态. 本文的结果,对弯曲振动复合

换能器的设计提供了理论参考.
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Abstract

The electro-mechanical equivalent circuit is the most common method of analyzing and designing composite transducers. How-

ever, for the thin disk, because of the complexity of flexural vibration, equivalent lumped parameters are difficult to obtain, and so this

method is rarely used. From the point of equivalent view of the distributed parameter system and lumped parameter system, according

to the kinetic energy equal principle and the potential energy equal principle in this paper, we give the lumped parameter equivalent

mass and equivalent elasticity coefficient of the flexural vibration, and the resonance frequency equations as well. The results from the

analytical method are in good agreement with those from the finite element method. Finally, the equivalent circuit of lumped parameter

model of the thin disk in analyzing the composite vibration system is given. These results can serve as a reference for designing flexural

vibration composite transducers.

Keywords: flexural vibration thin disk, resonance frequency, lumped parameters, equivalent circuit
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