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用广义变分迭代理论求一类相对转动

动力学方程的解*
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研究了一类具有非线性阻尼力和强迫周期力项的相对转动扰动动力学方程. 首先利用变分原理构造了广义变

分迭代,其次决定方程的初始近似,最后通过迭代表示式得到了对应方程的任意次近似解.

关键词: 相对转动,动力系统,变分迭代

PACS: 02.30.Sa DOI: 10.7498/aps.62.040203

1 引 言

近年来,转动相对 Birkhoff系统动力学理论有

了一些新的发展 [1,2]. 例如文献 [3,4]利用相对性原

理,建立了弹性转轴任意两个横截面间的相对转动

的动力学模型. 相对转动非线性动力系统是具有复

杂的动力学行为.文献 [5]研究了一类相对转动非

线性动力学系统的混沌运动表现. 文献 [6]针对一

类非线性阻尼和强迫周期力项的相对转动非线性

动力学系统,并用 Yoshizawa非线性系统周期解的

理论,证明了系统解存在惟一性和有界性, 得到了

自治系统存在极限环及稳定性的条件,并研究了其

精确解.

非线性问题是数学物理界十分重视的一个问

题 [7]. 近年来, 许多学者做了大量的工作 [8−10], 许

多近似方法被发展,包括匹配法、合成展开法、边

界层法、多重尺度法等. 文献 [11—21]利用渐近理

论研究了一类非线性问题.本文讨论一类相对转动

非线性扰动动力学的模型, 利用变分原理, 构造了

广义变分迭代式来求出任意次精度的近似解.

2 相对转动系统动力学模型

考虑如下一类弹性转轴任意两端间的相对转

动系统的非线性扰动动力学模型 [5,6]:
d2x
dt2 +

n

∑
k=0

a2k+1

( dx
dt

)2k+1
+bx+ cexpx

=g(t)+h(x), (1)

其中 x = θ2 −θ1 为相对转角, θ1θ2 分别为弹性转轴

两端面的转角; g(t) =
6
J
(T2−T1), J为弹性转轴的转

动惯量, T1, T2 分别为弹性转轴两端面的外加力矩,

常数 b > 0, c > 0, a1 > 0, a2k+1 > 0 (k = 1,2 · · · ,n),

且 h(x)为非线性强迫扰动函数,设它是充分光滑的

有界函数.

3 广义变分迭代

为了进一步求得相对转动系统的非线性动力

学扰动方程 (1)式的近似解,引入泛函

F [x] =x−
∫ t

0
λ
( d2x

dτ2 +a1
dx
dτ

+bx−g(τ)

+
n

∑
k=1

a2k+1

( dx̄
dτ

)2k+1
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+ cexp x̄−h(x̄)
)

dτ, (2)

其中 x̄为 x的限制变量 [22], λ 为 Lagrange乘子. 泛

函 (2)式的变分 δF 为

δF =δx−
[
λδ

dx
dτ

− dλ
dτ

δx
]
|τ=t − [a1λδx] |τ=t

+
∫ t

0

(
− d2λ

dτ2 +a1
dλ
dτ

−bλ
)

δxdτ. (3)

令 δF = 0,于是有

d2λ
dτ2 −a1

dλ
dτ

+bλ = 0 t > τ, (4)

λ |τ=t = 0,
dλ
dτ

|τ=t =−1. (5)

由 (4), (5)式,当 a2
1 < 4b时,可得

λ =
2√

4b−a2
1

exp
(a1

2
(t − τ)

)
× sin

(1
2

√
4b−a2

1(t − τ)
)
. (6)

当 a2
1 > 4b时,可得

λ =
1√

a2
1 −4b

[
exp

(1
2

(
a1 +

√
a2

1 −4b
)
(t − τ)

)
− exp

(1
2

(
a1 −

√
a2

1 −4b
)
(t − τ)

)]
. (7)

当 a2
1 = 4b时,可得

λ = (t − τ)exp
(a1

2
(t − τ)

)
. (8)

由 (2), (6)式,即当 a2
1 < 4b时,构造如下广义变分迭

代:

xn+1 =xn −
∫ t

0

2√
4b−a2

1

exp
(a1

2
(t − τ)

)
× sin

(1
2

√
4b−a2

1(t − τ)
)

×
( d2xn

dτ2 +a1
dxn

dτ
+bxn −g(τ)

+
n

∑
k=1

a2k+1

( dxn

dτ

)2k+1

+ cexpxn −h(xn)
)

dτ. (9)

由 (2), (7)式,即当 a2
1 > 4b时,构造如下广义变分迭

代:

xn+1 =xn −
∫ t

0

1√
a2

1 −4b

[
exp

(1
2

(
a1

+
√

a2
1 −4b

)
(t − τ)

)

− exp
(1

2

(
a1 −

√
a2

1 −4b
)
(t − τ)

)]
×
( d2xn

dτ2 +a1
dxn

dτ
+bxn −g(τ)

+
n

∑
k=1

a2k+1

( dxn

dτ

)2k+1
+ cexpxn

−h(xn)
)

dτ. (10)

由 (2), (8)式,即当 a2
1 = 4b时,构造如下广义变分迭

代:

xn+1 =xn −
∫ t

0
(t − τ)exp

(a1

2
(t − τ)

)( d2xn

dτ2

+a1
dxn

dτ
+bxn −g(τ)+

n

∑
k=1

a2k+1

( dxn

dτ

)2k+1

+ cexpxn −h(xn)
)

dτ. (11)

由迭代式 (9), (10), (11)式,当分别选定零次近似函

数 x0 后,可以分别逐次求出方程 (1)的 n次渐近解

xn(n = 1,2, · · ·). 又由于相对转动系统的非线性动力
学扰动方程 (1)式的结构及扰动项的解析性和不动

点原理 [23], x(t) = lim
n→∞

xn(t)就是原方程 (1)式的解.

因为迭代式 (9), (10), (11) 式出自于不同的三

个 Lagrange乘子,因而得到的迭代近似解性态也不

同,这说明在对应的系数 a2
1 < 4b, a2

1 > 4b, a2
1 = 4b

情形下,原相对转动系统的非线性扰动动力学方程

(1)有三种不同性态的解.

4 相对转动系统的一个相关物理特例

为了便于比较,现考虑一个简单的微扰相对转

动系统的非线性动力学模型. 设方程 (1)中的规范

化无量纲参数 a0 = 2, a1 = ε , n = 1, b = 2, c = 0. 并

且设 g(t) = sin t, h(x) = ε cosx, 其中 ε 为正的小参
数 0 < ε ≪ 1. 这时相对转动系统的非线性动力学

方程为

d2x
dt2 +2

dx
dt

+2x+ ε
[( dx

dt

)3
− cosx

]
= sin t. (12)

在 ε = 0.1和初始条件 x(0) = 0,
d
dt

x(0) =−2
5
时,用

数值模拟的方法可以得到方程 (12) 的精确解 x(t)

的模拟曲线,如图 1所示. 但得到的精确解的模拟

曲线是离散型的. 为了得到方程 (12)在对应的条件
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下的解析表示式. 本文采用广义迭代方法来求得相

应模型的解析近似解.

图 1 方程 (12) 精确解 x(t) 的模拟曲线, ε = 0.1, x(0) = 0,
d
dt

x(0) =− 2
5

对于方程 (12),此时因为 a2
1 − 4b = −4 < 0,故

由 (6), (9)式,选取迭代式

xn+1 =xn −
∫ t

0
exp(t − τ)sin(t − τ)

×
( d2xn

dτ2 +2
d xn

dτ
+2xn + ε

(( dxn

dτ

)3

− cosxn

)
− sinτ)dτ. (13)

为了能更好地得到近似度较高的近似解,下面

来选取零次迭代 x0(t). 考虑对应于模型 (12) 的线

性方程

d2x
dt2 +2

dx
dt

+2x = sin t, (14)

方程 (14)的解为

x̄(t) =exp(−t)(C cos t +Dsin t)

+
exp t

5

(
sin2 t +

1
2

sin(2t)−3
)
+

3
5
, (15)

其中 C, D 为任意常数, 它们由模型的初始条件决

定. 在初始条件 x̄(0) = 1, x̄′(0) = −2
5
下,这时任意

常数C = D = 0.

选取相对转动系统的非线性动力学方程 (12)

的零次近似函数 x0(t)为 (15)式决定的 x̄(t). 即

x0(t) =
exp t

5

(
sin2 t +

1
2

sin(2t)−3
)
+

3
5
. (16)

由零次近似函数 (16)式及迭代关系式 (13)式,可得

非线性动力学方程 (12)的一次近似解 x1(t):

x1(t) =
exp t

5

(
sin2 t +

1
2

sin(2t)−3
)
+

3
5

+ ε
∫ t

0
exp(t − τ)sin(t − τ)

×
[
3
(expτ

5

)3(
sin2 τ +

1
2

sin(2τ)
)2

×
(3

2
sin(2τ)+ cos2 τ

)
− cos

(expτ
5

(
sin2 τ

+
1
2

sin(2τ)−3
)
+

3
5

)]
dτ. (17)

由 (17)式和迭代关系式 (13)式可得非线性动力学

方程 (12)的二次近似解 x2(t):

x2(t) =
exp t

5

(
sin2 t +

1
2

sin(2t)−3
)
+

3
5
+ ε x̄1(t)

− ε
∫ t

0
exp(t − τ)sin(t − τ)

×
[ d2x̄1

dτ2 +2
dx̄1

dτ
+2x̄1 +

( d(x̄9 + ε x̄1)

dτ

)3

− cos
(

x̄9 + ε x̄1

)]
dτ, (18)

其中

x̄1(t)

=
∫ t

0
exp(t − τ)sin(t − τ)×

[
3
(expτ

5

)3

×
(

sin2 τ +
1
2

sin(2τ)
)2(3

2
sin(2τ)+ cos2 τ

)
− cos

(expτ
5

(
sin2 τ +

1
2

sin(2τ)−3
)
+

3
5

)]
dτ.

作为比较,当选取 ε = 0.1时,用数值模拟方法

求得模型 (12)式的精确解 x(t)和用广义迭代方法

求出的二次近似数值解 x2(t)参见表 1. 由表 1可以

看出两者之间很接近.

继续用迭代关系 (13)式可依次得到非线性动

力学方程 (12)的 n次近似解 xn(t)(n = 3,4, · · ·), 显
然,用广义迭代方法求出的更高次的近似解与模型

(12)的精确解更加接近.

表 1 方程 (12)模拟数值精确解 x(t)与二次迭代模拟数值解 x2(t)比较

t 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

x(t) 0.00 0.00 0.00 −0.02 −0.08 −0.11 −0.08 −0.01 0.09 0.19 0.25

x2(t) 0.00 0.00 0.00 0.00 −0.01 0.00 0.01 0.02 0.05 0.19 0.57
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5 与扰动解的精度比较

由于相对转动系统的非线性动力学方程 (12)

为扰动方程, 故我们还可用摄动方法求其渐近解.

设 (12)式的渐近解 x̃(t,ε)为

x̃(t,ε) =
∞

∑
j=0

x̃ j(t)ε j, (19)

将 (19) 式代入方程 (12), 按 ε 的幂展开非线性项,

合并 ε 的同次幂项,并令各次幂的系数为零. 由 ε0

的系数为零,得

d2x̃0

dt2 +2
dx̃0

dt
+2x̃0 = sin t, (20)

方程 (20)的解为 (仍然设任意常数为零)

x̃0(t) =
exp t

5

(
sin2 t +

1
2

sin(2t)−3
)
+

3
5
. (21)

将 (19)式代入方程 (12),由 ε1 的系数为零,得

d2x̃1

dt2 +2
dx̃1

dt
+2x̃1 =−

( dx̃0

dt

)3
+ cos x̃0, (22)

方程 (22)的解为

x̃1(t) =
∫ t

0
exp(t − τ)sin(t − τ)

×
(
−
( dx̃0

dτ

)3
+ cos x̃0

)
dτ. (23)

将 (21)式代入 (23)式,可得

x̃1(t) =
∫ t

0
exp(t − τ)sin(t − τ)

×
[
3
(expτ

5

)3(
sin2 τ +

1
2

sin(2τ)
)2

×
(3

2
sin(2τ)+ cos2 τ

)
− cos

(expτ
5

(
sin2 τ

+
1
2

sin(2τ)−3
)
+

3
5

)]
dτ

=x̄1(t). (24)

将 (19)式代入方程 (12),由 ε2 的系数为零,得

d2x̃2

dt2 +2
dx̃2

dt
+2x̃3

=−3
( dx̃0

dt

)2 dx̃1

dt
− x̃1 sin x̃0. (25)

方程 (25)的解为

x̃2(t) =
∫ t

0
exp(t − τ)sin(t − τ)

(
−3

( dx̃0

dt

)2 dx̃1

dt

− x̃1 sin x̃0

)
dτ. (26)

将 (21), (24)式代入上式,可得

x̃2(t) =
∫ t

0
exp(t − τ)sin(t − τ)

[
−3

( dx̃0

dt

)2 dx̄1

dt

− x̄1 sin x̃0 − x̄1 sin
(expτ

5

(
sin2 τ

+
1
2

sin(2τ)−3
))]

dτ. (27)

于是, 由 (19), (21), (24), (27) 式, 相对转动系统的

非线性动力学扰动方程 (12) 的二次摄动渐近解

x̃2per(t)为

x̃2per(t)

=
exp t

5

(
sin2 t +

1
2

sin(2t)−3
)
+

3
5
+ ε x̄

+ ε
∫ t

0
exp(t − τ)sin(t − τ)×

[
3
(expτ

5

)3

×
(

sin2 τ +
1
2

sin(2τ)
)2(3

2
sin(2τ)+ cos2 τ

)
− cos

(expτ
5

(
sin2 τ +

1
2

sin(2τ)−3
)
+

3
5

)]
dτ

+ ε2
∫ t

0
exp(t − τ)sin(t − τ)

[
−3

( dx̃0

dt

)2 dx̄1

dt

− x̄1 sin x̃0 − x̄1 sin
(expτ

5

(
sin2 τ +

1
2

sin(2τ)

−3
))]

dτ (0 < ε ≪ 1). (28)

考虑到 x̄1 也满足的关系式
d2x̄1

dt2 + 2
dx̄1

dt
+

2x̄1 = −
( dx̄0

dt

)3
+ cos x̄0, 再比较 (18) 式和 (28) 式,

不难得出估计式

x2(t)− x̃2per(t) = O(ε2) (0 < ε ≪ 1). (29)

由此可知,对于相对转动系统的非线性动力学方程

(12),利用广义变分迭代方法求出的近似解和用摄

动方法求出的渐近解具有相同的近似度.

利用广义变分迭代方法在一定的情况下可以

求解诸如相对转动系统的一类非线性动力学模型.

它不一定必须要在方程中含有小参数. 所以在一定

的场合下用此方法也能得到非摄动方程的近似解.

6 讨 论

广义变分迭代方法是利用变分原理, 引入 La-

grange 乘子, 再应用变分的极值条件选定合适的

Lagrange乘子. 这样依次得到的各次迭代解具有较

快的近似度.

广义变分迭代方法,对初始迭代的选取十分关

键.选取合理,能较快地得到所要求精度的近似解.

一般总是选取原非线性方程对应的线性部分所构

成的线性方程的解作为原方程的初始迭代. 当然,
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也可根据原方程的特点或模型的物理性态来选取

初始迭代,这样可以快捷地得到所要求精度的近似

解.

7 结 论

用广义变分迭代方法求解相对转动的非线性

动力学模型的近似解是一个简单而有效的方法. 用

广义变分迭代方法得到的近似解不是简单的离散

数值解, 它还可继续进行解析运算,并可做相应的

定性和定量方面的分析.同时, 本文选取初始近似

u0(t), 是线性情形下典型系统的解. 它保证了相对

转动非线性动力学模型 (1)式较快地求得在所求的

精度范围内的近似解.
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Abstract
A class of relational relativistic rotation nonlinear disturbed dynamical equations possessing nonlinear damping force and forcing

periodic force is investigated. Firstly, by using the variational principle, the generalized variational iteration is constructed. Then the
initial approximate solution is determined. Finally, by using the iteration, the approximation to an arbitray degree for corresponding
equation is found.
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