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耦合分数阶布朗马达在非对称势中的输运*
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讨论了分数阶 Frenkel-Kontorova模型的物理意义,并应用该模型刻画了耦合粒子链在记忆性介质中的输运现

象,研究了各参数对粒子链运动状态的影响.数值仿真结果表明: 系统的记忆性对粒子链的运动有显著影响,尤其出

现了在非记忆性情况下所不具有的反向流. 同时发现粒子链的平均流速会随耦合强度、分数阶的阶数变化而产生

广义共振;此外,平均流速还会随噪声强度的变化出现广义随机共振现象.

关键词: 分数阶 Frenkel-Kontorova模型,记忆性介质,随机共振,定向输运反向流

PACS: 05.10.Gg, 45.10.Hj DOI: 10.7498/aps.62.040501

1 引 言

关于布朗马达 [1]问题的研究,最初是源于热力
学中有关第二类永动机问题的争论,以及希望对一
些复杂的输运机制给出合理解释. 以往的研究大多
集中于对单个布朗马达输运机制的分析 [2,3], 但在
许多情况下粒子之间的相互作用是不可避免的,甚
至有时起着决定性作用. 最近二十年, 在对耦合布
朗马达的研究中,发现耦合能够促使粒子链有更快
的平均流速 [4,5], 而驱动力频率对粒子链的运动方
向也有显著影响 [6],并且在对称周期势下粒子链也
能产生定向输运 [7,8] 等. 随着分子操纵技术的发展,
耦合布朗马达的定向输运问题开始受到化学和生

物学等不同学科领域的密切关注 [9,10]. 在化学方面,
应用 Frenkel-Kontorova (FK) 模型研究了链状分子
十六烷的输运现象 [11]; 在生物学的分子马达研究
中,发现许多稍大的分子马达实际具有复杂的内部
结构,即具有如双头和多头肌动蛋白马达这样的多
自由度特殊结构,多个这样的分子马达相互作用时
就会产生复杂的输运现象 [12,13]. 但目前关于耦合
布朗马达输运现象的研究仍大多局限于整数阶动

力系统 [1−13].

越来越多的研究表明,粒子在黏性介质中的运

动具有 “记忆性”, 这是整数阶动力系统难以刻画

的,而近年迅速发展起来的分数阶随机微分方程理

论,则特别适合于描述具有记忆、遗传和路径依赖

性的物理、化学和生物学现象 [14,15],为研究耦合布

朗马达在具有 “记忆性”黏性介质中的输运现象提

供了崭新的数学工具.

本文应用分数阶 FK模型研究粒子链在黏性介

质中的定向输运现象. 通过数值模拟, 观察到整数

阶动力系统情况下所没有的定向输运反向流;此外,

还讨论了阶数、耦合强度和噪声强度分别对粒子

链的平均流速的影响, 发现当固定噪声强度时, 粒

子链的平均流速随耦合强度、阶数的变化会产生

广义共振; 而当阶数固定时, 粒子链的平均流速则

会随噪声强度的变化出现广义随机共振现象.

2 模型建立

2.1 经典的 FK模型

考虑经典的 FK模型 [16,17], 如图 1所示, 周期

长为 l 的棘齿势 V (x), 在外力 yi(t) 和噪声的驱动
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下,忽略惯性效应,系统运动方程为

γ ẋi =k(xi+1 −2xi + xi−1)−
∂V (xi)

∂xi
+ yi(t)

+
√

2Dξi(t) (i = 1,2, · · · ,N), (1)

其中 k 为耦合强度, D 为噪声强度, 设粒子间自
由长度为 a, 不显含于上式, γ 为阻尼系数, 为方
便通常设 γ = 1, ξi(t) 为高斯白噪声: ⟨ξi(t)⟩ = 0,⟨
ξi(t)ξ j(t ′)

⟩
= δi jδ (t − t ′).

图 1 FK模型原理图

2.2 分数阶 FK模型

对于上述方程 (1), 方程左端阻尼项可以改写

为 γ ẋi = γ
∫ t

0
δ (t − τ)ẋi(τ)dτ ,这表明在非黏性均匀

介质中运动的布朗粒子受到的阻尼力只与粒子当

前时刻的速度有关; 而在黏性介质中, 粒子受到的
阻尼力通常具有记忆性 [18], 即作用在粒子上的阻
尼力不仅依赖于当前时刻的速度, 还与过去时刻
的速度有关, 并以加权的方式表现为阻尼核函数
γ(t) [19,20],此时的 FK方程为∫ t

0
γ(t − τ)ẋi(τ)dτ

=k(xi+1 −2xi + xi−1)−
∂V (xi)

∂xi
+ yi(t)

+
√

2Dξi(t) (i = 1,2, · · · ,N). (2)

然而在很多物理和生化环境中,黏性介质对速
度通常具有幂律记忆性: 距当前时刻越近,记忆性
越强;距当前时刻越远,记忆性越差. 描述这种退色
记忆性的阻尼核函数 γ(t)为 [21]

γ(t) =
γ0

Γ (1−α)
|t|−α (0 < α < 1), (3)

为方便通常设 γ0 = 1.
由图 2可以看出, γ(t)随着时间 t的增加按 t的

幂次逐渐衰减, α 越大 γ(t) 衰减越快, α 越小 γ(t)
衰减越慢.
把 (3)式带入 (2)式得到

γ0

Γ (1−α)

∫ t

0
(t − τ)−α ẋi(τ)dτ

=k(xi+1 −2xi + xi−1)−
∂V (xi)

∂xi
+ yi(t)

+
√

2Dξi(t) (i = 1,2, · · · ,N). (4)

根据 Caputo分数阶微积分的定义 [22,23], 上式
可以写为

C
0 Dα

t xi(t) =k(xi+1 −2xi + xi−1)−
∂V (xi)

∂xi
+ yi(t)

+
√

2Dξi(t)

(i =1,2, · · · ,N; 0 < α < 1), (5)

称 (5)式为分数阶 FK模型.

图 2 分数阶阻尼核函数 γ(t)

2.3 模型说明

这里所关心的重点是耦合系统粒子链的平均

流速 [5],定义如下:

v = lim
T→∞

1
N

N

∑
i=1

∫ T

0
ẋi(t)dt, (6)

其中 N 是系统中的粒子数, T 为总时间. 平均流速
是一个宏观物理量,反映了粒子运动的一个整体趋
势.

图 3 势函数 V (x)示意图
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我们选用一个周期 l = 1的棘轮势,形式为

V (x) =−1
2

sin(2πx)− 1
8

sin(4πx), (7)

V (x)的示意图如图 3.

对外力 yi(t),要求满足 ⟨yi(t)⟩= 0,即外力无偏
置.这里主要考虑 yi(t)为对称的周期力

y(t) = Asin(ωt), (8)

其中 A为周期力幅度, ω 为周期力的角频率.

3 数值模拟

当粒子间没有相互作用,即 k = 0时,系统转化
为外力作用下的单粒子在棘轮势中的运动;当粒子
间相互作用趋于无穷大,即 k → ∞时, 所有粒子都
被刚性束缚在一起,系统的动力学行为相当于单个
粒子在有效势

Veff(x) =
1
N

N

∑
i=1

V (x+ ia) (9)

中的运动 [5]. 本文排除上述极端情况,主要考虑对
于有限大小的耦合强度 k,粒子间的相互作用所引
起的复杂定向输运行为.
为了模拟方程 (5)所刻画的粒子运动,我们采

用分数阶差分法 [22]. 采样步长 ∆t = 0.005 s,仿真时
间取 50 s,粒子数 N = 10,角频率 ω = 1,噪声强度
D = 0.1,采用周期边界.
需要指出的是,粒子 xi 在时刻 t 受到的阻尼力

为
1

Γ (1−α)

∫ t

0
(t − τ)−α ẋi(τ)dτ ,即 t时刻的阻尼力

是时段 [0, t]内的速度关于阻尼核 γ(t)的加权平均.
当阶数 α → 1时,即系统的记忆性变差,核函数 γ(t)
的衰减加快,这意味着历史速度对当前阻尼力贡献
减少,阻尼力变弱,导致粒子具有更快的输运速度;
而当阶数 α 降低时,即系统的记忆性增强,历史速
度对当前阻尼力贡献增强, 阻尼力也随之增强, 致
使定向输运的速度减缓,甚至当这种记忆性增强到
某一程度时, 促使粒子反向越过势垒, 形成定向输
运反向流.
对不同强度的周期力和不同大小的耦合强度,

图 4给出了平均流速 v与阶数 α 的关系.

图 4 不同耦合强度和周期力幅度下,粒子链平均流速 v与阶数 α 的关系 (a) k = 0; (b) k = 3; (c) k = 5; (d) k = 10
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在周期力强度较弱时 (A = 0, 1),小周期力不足
以使得单个粒子越过势垒,粒子只能在势阱中徘徊.
当粒子间不存在相互作用,即 k = 0时,众粒子的运
动不能相互协调,各粒子在时刻 t 所受阻尼力的方
向也不尽相同,即使较小的阶数 α 导致历史速度对
当前阻尼力贡献较强,也不足以使得单个粒子越过
势垒形成定向输运; 但若粒子间存在相互作用, 即
k > 0时,耦合使得粒子间的运动相互协调,各粒子
在时刻 t 所受阻尼力也就具有较大的同向分量,加
之小周期力和噪声的作用, 这样当阶数足够小时,
粒子链将形成定向输运反向流.
在受到较强的周期力时,周期力能促使单个粒

子越过势垒. 我们观察到,若阶数 α → 1时,系统的
记忆性变差, 有正的定向流出现; 但当 α → α0 (α0

为 v(α)与横坐标交点所对应的阶数,参见图 4)时,
系统的记忆性增强导致粒子运动的阻尼力增强,平
均流速 v将减小并趋于 0;随着阶数 α 继续减小,将
会出现定向输运反向流,并在负方向上出现一个共
振峰值.对于不同的周期力强度,发现在 A = 5的时

候, 对应着较大的正向平均流速, 说明系统在阶数

和耦合强度固定时,存在一个使粒子链平均流速极

大的 A. 并且对于具有较大正向平均流速的 A,要使

系统出现定向输运反向流的阻尼力也应较大,因此

对阻尼力有实质贡献的历史时间需要更长,也就是

对应于更小的 α0;而当周期力幅度 A相同时,随着

耦合强度 k的增加, α0 也增加.

对不同的阶数 α , 图 5 给出了周期力幅度

A = 2.3 时, 平均流速 v 与耦合强度 k 的关系. 当

α = 1 和 0.8 时, 可以明显观察到正向上的共振曲

线,即在某一优化耦合强度下系统存在正向极大平

均流速. 随着阶数下降到 0.5, 系统记忆性增强, 系

统产生了反向流, 并随 k 增加, 在负向上出现了共

振曲线,即在 k ≈ 3时,粒子链存在负向极大平均流

速.这组曲线表明: 太弱的耦合不能使得粒子之间

形成统一的跃迁; 太强的耦合,所有粒子束缚在一

起, 同样限制了粒子链的输运; 适当的耦合强度可

以使粒子链的输运速度达到极值.

图 5 不同阶数下,粒子链平均流速 v与耦合强度 k的关系 (a) α = 1.0; (b) α = 0.8; (c) α = 0.5
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图 6 阶数固定情况下,输运速度 v与噪声强度 D关系

图 7 不同阶数下,各粒子平均位移随时间的演化 (a) α = 0.6;

(b) α = 0.8

固定 A = 1.6, k = 3,图 6展示了平均流速 v与
噪声强度 D的关系.我们发现当阶数为 1时,系统
不具有记忆性,平均流速 v在正向上产生了广义随
机共振现象.当 α = 0.8时, 系统记忆性较弱,观察
到了与整数阶情况相同的现象,但在噪声强度较弱
的时候 (D < 8),平均流速明显快于整数阶情况,这
主要是由于在具有记忆性的系统中,历史速度对当
前阻尼力有贡献,而历史速度受到历史噪声的影响,
因此历史噪声间接地对当前速度做出贡献,所以较
之整数阶情况,达到极大平均流速所需要的噪声强
度明显下降. 而当阶数减少到 0.6时,系统记忆性再
增强,平均流速 v随噪声强度 D的增加在负向上产
生了广义随机共振现象.
固定噪声强度 D = 5, 图 7 给出 α 分别为 0.6

及 0.8时,各粒子平均位移 ⟨xi(t)⟩的时间演化. 可以
明显地看出,当 α = 0.6时粒子整体向负方向运动,
而 α = 0.8时粒子整体向正方向运动.这同样证实
了前文的结论:分数阶的阶数,即系统的记忆性,对
粒子链的运动方向有显著影响.

4 结 论

本文主要研究了粒子链在阶数和其他参数相

互作用下的复杂输运现象.得到以下结论: 1)系统
的记忆性即系统的阶数对粒子链的运动状态有显

著影响, 在固定其他参数时, 调节阶数将导致粒子
链出现定向输运反向流,并在某一阶数产生随机共
振; 2)不同阶数的噪声 -平均流速曲线 v(D)表明,
分数阶系统出现极大平均流速所需的噪声强度较

之整数阶系统更小; 并且在小噪声状态下, 平均流
速明显快于整数阶系统; 3)当阶数固定时, 耦合强
度 -平均流速曲线 v(k)表明,平均流速会随耦合强
度的变化出现广义共振,当阶数较大即系统记忆性
较弱时, 出现正向粒子流的广义共振, 而当阶数较
小即系统记忆性较强时,则出现反向粒子流的广义
共振.
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Abstract

In this paper, we first discuss the physical meaning of the fractional Frenkel-Kontorova model and depict the transport phenomenon

of elastically coupled particles in a memorable medium, then give the effects of various parameters on the motion of coupled particles.

According to the numerical value, the memory effect of system has a significant influence on the motion of coupled particles, in

addition, the current reversal which does not exist in a non-memorable system appears, this is an abnormal phenomenon. What is

more in this research we find that there appears the generalized resonance in the system mean velocity as the spring constant and the

fractional order are varied, and the generalized stochastic resonance will appear with noise intensity changing.
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