
物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 4 (2013) 044207

有倾斜透镜存在时两个刃型位错的相互作用*

陈海涛† 高曾辉 肖尚辉 王藩侯 程晓洪
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( 2012年5月12日收到; 2012年8月15日收到修改稿 )

对存在倾斜透镜时两个刃型位错的相互作用进行了研究.研究表明,两个离轴刃型位错在一定条件下由于相互

作用会消失,并有一个或两个非正则光涡旋产生,一个共轴刃型位错和一个离轴刃型位错相互作用时产生一个非正

则光涡旋. 当初始场中两个刃型位错相互垂直或者平行时,出射场中会有一个或者两个刃型位错出现. 改变透镜的

倾斜因子不影响出射场中位相奇点的类型和数量,但位相奇点的横向位置与倾斜因子有线性关系.两个刃型位错相

互作用产生的光涡旋对的三维轨迹是非线性的,但光涡旋对的中心沿直线传输.
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1 引 言

由于在光学操控、原子俘获、显微加工和光

通信等诸多方面的潜在应用, 携带位相奇点的光
束激发了人们越来越多研究兴趣 [1]. 刃型位错是
在横向平面内的曲线, 越过该曲线存在 π 的位相
跃变 [2,3]. 对寄居于不同背景光束的一个光涡旋
或多个光涡旋的传输特性已做了较多研究 [4−12].
Indebetouw[2]对自由空间的一对光涡旋的传输研究

发现: 带有相同拓扑电荷的一对光涡旋的相对位置
不变,而一对相反拓扑电荷的光涡旋互吸发生干涉
和湮灭. Yan和 Lü[10]的研究结果表明: 光涡旋对通
过像散透镜时, 会发生移动、湮灭和再生现象, 这
些现象的发生与传输距离、光腰半径、离轴距离

和像散系数有关.
到目前为止,只有很少几篇论文研究刃型位错

的传输. Yan和 Lü[13] 研究了一个刃型位错通过自

由空间和旁轴 ABCD光学系统的动力学演化行为,
发现在一定条件下,非正则光涡旋和刃型位错和可
能出现. He等 [14] 发现在一定条件下两个刃型位错

通过自由空间传输变得不稳定, 甚至消失; 在两个
刃型位错的离轴距离非 0 时产生两个相反拓扑电
荷的光涡旋;而当两个刃型位错相互垂直并且离轴

距离是 0时,一个刃型位错是稳定的.
令人感兴趣的问题是: 多个刃型位错通过光学

系统后会出现什么现象?实际的光学透镜由于制造
缺陷和失调而常出现像差,本文拟对当存在倾斜透
镜时寄居于高斯背景光中的两个刃型位错的相互

作用进行详细的理论研究和计算分析,并将得到的
结果与文献中相关工作进行比较.

2 理论计算

首先讨论一个刃型位错通过倾斜透镜的情

形. 含有一个刃型位错的高斯光束初始场可以表
示为 [13,15]

E(x0,y0,0) = E0
(ax0 − y0 +b)

w0
exp
(
−

x2
0 + y2

0

w2
0

)
,

(1)

式中 a为刃型位错的斜率, b为刃型位错在 y方向
的离轴距离, w0 是高斯光束的光腰半径.
在傍轴近似情形下,通过倾斜透镜的光束传输

遵从柯林斯公式 [16]

E (x,y,z) =
i

λ z
exp
[
− ik

2z

(
x2 + y2)]∫∫ E0 (x0,y0,0)

× exp [−ik (Cxx0 +Cyy0)]
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× exp
{
− ik

2z

[
(1− z/ f )

(
x2

0 + y2
0
)

−2(xx0 + yy0)

]}
dx0 dy0, (2)

式中 λ 为光的波长,它与波数 k的关系为 k = 2π/λ .
焦距为 f 的透镜由于倾斜对光场的影响通过
exp [−ik (Cxx+Cyy)] 描述, Cx 和 Cy 为透镜 x 和 y
方向的倾斜因子 [16].
将 (1)式代入 (2)式,并利用积分公式 [17]∫ +∞

−∞
xn exp

(
−ux2 +2vx

)
dx

=n!exp
(

v2

u

)√
π

u

( v
u

)n |n|/2

∑
t=0

1
(n−2t)!t!

( u
4v2

)t

(u > 0), (3)

经过繁杂的积分运算,得

E (x,y,z) =
iπq

λu2w0z
exp
[
− ik

2z

(
x2 + y2)]

× exp

(
v2

x + v2
y

u

)
, (4)

式中

u =1/w2
0 + ik/2z− ik/2 f ,

vx =ikx/2z− ikCx/2,

vy =iky/2z− ikCy/2,

(5a)

q =a
(

ikx
2z

− ikCx

2

)
−
(

iky
2z

−
ikCy

2

)
+b
(

1
w2

0
+

ik
2z

− ik
2 f

)
. (5b)

(4)和 (5)式描述了携带一个刃型位错的高斯背景
光经过倾斜透镜后的传输.根据奇点位置满足的条
件 [4]

Re [E (x,y,z)] = 0,

Im [E (x,y,z)] = 0. (6)

将 (4)和 (5)式代入 (6)式得

(x− zCx)− (y− zCy)+
b

a f
( f − z) = 0,

d −b/w2
0 = 0. (7)

由 (7) 式可知, 当 b = 0 和 a ̸= 0 时, 只有刃型位
错 y = x+ z(Cy −Cx) 出现在出射光场中, 而 b ̸= 0
时, 没有位相奇点出现. 作为特例, 对于理想透镜
(Cx = Cy = 0), 寄居于高斯光束中的一个刃型位错
ax0 − y0 +b = 0通过后变成 y = x,而 b ̸= 0时无奇

点产生,这个结论与文献 [14]讨论的一个刃型位错
通过理想薄透镜传输的结果一致.
下面讨论两个刃型位错通过倾斜透镜后的相

互作用. 携带两个刃型位错的初始场表示为 [13,14]

E(x0,y0,0) =E0
(x0 −b1)

w0

(ax0 − y0 +b2)

w0

× exp
(
−

x2
0 + y2

0

w2
0

)
, (8)

式中 b1 和 b2 分别为两个刃型位错的离轴距离.
将 (8)式代入 (2)式得:

E (x,y,z) =
iπQ

λu3w2
0z

exp
[
− ik

2z

(
x2 + y2)]

× exp

(
v2

x + v2
y

u

)
, (9)

式中

Q =av2
x +

au
2

+(b2 −ab1)uvx − vxvy

+b1vyu−b1b2u2. (10)

将 (9), (10)式代入 (6)式得:

− k2a
4z2 (x− zCx)

2 +
k2 (ab1 −b2)

4z2 f
( f − z)(x− zCx)

+
k2

4z2 (x− zCx)(y− zCy)

− k2b1

4z2 f
( f − z)(y− zCy)

+
a

2w2
0
− b1b2

w4
0

+
k2b1b2

4z2 f 2 ( f − z)2 = 0,

b2 −ab1

2w2
0z

(x− zCx)+
b1

2w2
0z

(y− zCy)

− b1b2

w2
0z f

( f − z)+
a

4z f
( f − z) = 0. (11)

从初始场中两个刃型位错的位置关系,对刃型
位错相互作用的影响分四种情况进行讨论.

2.1 两个离轴刃型位错

对于两个离轴刃型位错通过倾斜透镜, 即
b1 ̸= 0和 b2 ̸= 0,方程 (11)的解为

x1 =zCx −
w2

0a
4b2 f

( f − z)+
( f − z)b1

f
+

2b1z
kb2

∆ ,

y1 =zCy −
w2

0a2

4b2 f
( f − z)−

w2
0a

4b1 f
( f − z)

+
ab1 +b2

f
( f − z)+

2z(ab1 −b2)

kb2
∆ , (12)
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和

x2 =zCx −
w2

0a
4b2 f

( f − z)+
( f − z)b1

f
− 2b1z

kb2
∆ ,

y2 =zCy −
w2

0a2

4b2 f
( f − z)−

w2
0a

4b1 f
( f − z)

+
ab1 +b2

f
( f − z)− 2z(ab1 −b2)

kb2
∆ , (13)

式中

∆ =
k2w4

0a2 ( f − z)2

64b2
1 f 2z2 − b2

2

w4
0
+

ab2

2w2
0b1

. (14)

由 (12)和 (13)式可以看出,两个离轴刃型位错
由于相互作用经过倾斜透镜后消失,并且在 ∆ > 0
条件下, 光场中有两个光涡旋产生; ∆ = 0 条件下,
光场中有一个光涡旋产生;但 ∆ < 0时焦平面上没
有任何位相奇点出现.

2.2 一个离轴和一个共轴刃型位错

当初始场中一个刃型位错离轴,另一个共轴时,
例如 b1 ̸= 0和 b2 = 0,方程 (11)的解为

x =zCx +
b1

f
( f − z)+

4z2b1 f
k2w4

0 ( f − z)
,

y =zCy +
ab1

f
( f − z)+

4z2ab1 f
k2w4

0 ( f − z)

−
w2

0a
2b1 f

( f − z) ; (15)

当 b1 = 0和 b2 ̸= 0时,方程 (11)的解为

x =zCx −
w2

0a
2 f b2

( f − z) ,

y =zCy −
w2

0a2

2 f b2
( f − z)+

4 f b2z2

k2w4
0 ( f − z)

+
b2

f
( f − z) . (16)

这说明: 一个离轴刃型位错和一个共轴刃型位错通
过倾斜透镜时, 由于相互作用而消失, 同时伴随有
光涡旋的产生. 只不过在 b1 ̸= 0和 b2 = 0时,产生
两个光涡旋;而在 b1 = 0和 b2 ̸= 0只有一个光涡旋
出现.

2.3 两个刃型位错互相垂直

当在初始场中一个刃型位错平行于坐标轴 (例
如 x轴),也就是 a = 0,而另一个刃型位错垂直于同
一坐标轴, 那么这两个刃型位错就相互垂直. 在此
情形下,方程 (11)变为

− k2b2

4z2 f
( f − z)(x− zCx)

+
k2

4z2 (x− zCx)(y− zCy)

− k2b1

4z2 f
( f − z)(y− zCy)−

b1b2

w4
0

+
k2b1b2

4z2 f 2 ( f − z)2 = 0,

b2 f (x− zCx)+b1 f (y− zCy)

−2b1b2 ( f − z) = 0. (17)

在 b1 ̸= 0和 b2 ̸= 0时,方程 (17)无解;当 b1 = b2 = 0
时,

x− zCx = 0和 y− zCy = 0; (18)

当 b1 = 0和 b2 ̸= 0时,

x− zCx = 0; (19)

当 b2 = 0和 b1 ̸= 0时,

y− zCy = 0. (20)

由此可知, 在两个刃型位错相互垂直情形下,
在 b1 ̸= 0和 b2 ̸= 0时,光场中没有任何位相奇点出
现; 当 b1 = b2 = 0时, 有两个刃型位错 x− zCx = 0
和 y− zCy = 0产生;当 b1和 b1有一个等于 0时,有
一个刃型位错 x = zCx 或者 y = zCy 出现.
作为特殊情形, 两个互相垂直的刃型位错通

过理想透镜时,在 b1 ̸= 0和 b2 ̸= 0时,光场中没有
位相奇点出现;当 b1 = b2 = 0时,有两个刃型位错
x = 0和 y = 0;当 b1 和 b1 有一个等于 0时,有一个
刃型位错 x = 0或者 y = 0出现. 因此,理想透镜透
镜的研究结论与两个互相垂直的刃型位错在自由

空间的相互作用结果类似 [14].

2.4 两个刃型位错互相平行

当在初始场中两个刃型位错均垂直于同一坐

标轴 (例如 x轴, a = ∞),那么这两个刃型位错就相
互平行. (8)式变为

E(x0,y0,0) =E0
(x0 −b1)

w0

x0

w0

× exp
(
−

x2
0 + y2

0

w2
0

)
. (21)

通过倾斜透镜后的光束表示为

E (x,y,z) =
iπ

2w2
0u3λ z

(
u+2v2

x −2uvxb1
)

× exp
[
− ik

2z

(
x2 + y2)]

× exp

(
v2

x + v2
y

u

)
. (22)
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位相奇点的位置由下面方程组确定

1
w2

0
− k2x2

2z2 +
k2b1x
2z2 f

( f − z) = 0,

k
2z f

( f − z)− kb1x
w2

0z
= 0. (23)

求解方程组 (23)得,在

b1 = bc = kw3
0 ( f − z)/

√
8 f 2z2 +2k2w4

0 ( f − z)2

条件下,

x =
b1

2 f
( f − z)+

z
k

√
k2b2

1
4z2 f 2 ( f − z)2 +

2
w2

0
, (24a)

在 b1 =−bc 条件下,

x =
b1

2 f
( f − z)− z

k

√
k2b2

1
4z2 f 2 ( f − z)2 +

2
w2

0
. (24b)

由 (23)和 (24)式可以发现,一般情况下,两个相互
平行的刃型位错通过倾斜透镜后消失,并且也没有
光涡旋产生;但是在 b1 = ±bc 的特殊条件下,光场
有一个刃型位错出现. 这个结果与两个刃型位错在
自由空间相互作用时全部消失的结论不同 [14].

3 数值计算和分析

在以下数值计算中取 λ = 1.06 µm, w0 = 1 mm,

f = 100 mm. 当 b1 = 0.3 mm, b2 = 0.2 mm时,高斯

背景光下两个离轴刃型位错通过倾斜透镜后, 在

z = 1.1 f 平面上的等位相图见图 1. 其他参数选取

为: a = 1, Cx = 0.001, Cy = 0.0015. 从图 1(a) 可以

看出, 方程 (12) 和 (13) 中的参数 b1, b2 和 a 满足

∆ > 0条件,所讨论光场中刃型位错消失,产生了两

个光涡旋 1和 2. 根据光涡旋的符号确定原则,光涡

旋 1和 2的拓扑电荷分别为 m =+1和 m =−1 [18].

图 1(c) 和 (d) 是图 1(a) 中光涡旋 1 和 2 附近的等

位相线图被局部放大, 由此可以清晰地看出, 围绕

这两个光涡旋的方位角位相增加是非线性的, 因

此是非正则光涡旋 [10]. 但 b1 = 0.73 mm 和 b2 =

0.72 mm时, 方程 (12)和 (13)中的参数 b1, b2 和 a

满足 ∆ < 0,没有任何位相奇点产生. 图 1(b)描绘了

b1 = 0.73 mm和 b2 = 0.72 mm情形下的等位相线

图,确实没有位相奇点出现.

图 1 两个离轴刃型位错通过倾斜透镜后,在 z = 1.1 f 平面上的等位相图 (a) b1 = 0.3 mm和 b2 = 0.2 mm; (b) b1 = 0.73 mm

和 b2 = 0.72 mm; (c)和 (d)分别为围绕光涡旋 1和 2的相位角增加情形
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携带一个离轴刃型位错 (b1 = 0.3 mm)和一个
共轴刃型位错 (b2 = 0) 的高斯光束通过倾斜透镜
后,在 z = 1.1 f 平面上等位相图见图 2(a), (c)所示.
其他计算参数与图 1相同.由图 2(a)可以看出,两
个刃型位错消失, 但在位置 (0.076 mm, 0.231 mm)
处有一个拓扑电荷 m = +1 的非正则光涡旋出现.

此时参数 b1 和 b2 满足 (15)式 b1 ̸= 0和 b2 = 0的
条件, 所以光场中只有一个光涡旋出现. 当 b1 = 0
和 b2 = 0.2 mm 时, 由图 2(b), (d) 可以看出, 位置
(0.235 mm, 0.205 mm) 处有一个非正则光涡旋产
生,这与参数 b1 和 b2 满足 (16)式的条件 b1 ̸= 0和
b2 = 0时只有一个光涡旋的结论一致.

图 2 一个离轴刃型位错和一个共轴刃型位错通过倾斜透镜后,在 z = 1.1 f 平面上的等位相图 (a) b1 = 0.3 mm和 b2 = 0;

(b) b1 = 0和 b2 = 0.2 mm; (c)和 (d)分别为围绕光涡旋 1和 2的相位角增加情形

为了讨论刃型位错离轴距离对两个互相垂直

刃型位错相互作用的影响, 改变 b1 和 b2 的值, 而
让其他参数取 z = 1.1 f , Cx = 0.001, Cy = 0.0015. 由
b1 = 0 和 b2 = 0.2 mm 的光场等位相线图 3(a) 可
见, 光场中确实出现了刃型位错 x = 0.11 mm 和
y = 0.165 mm,这与 (18)式的结论是一致的. 但在图
3(b) b1 = 0和 b2 = 0.2 mm以及图 3(c) b1 = 0.3 mm
和 b2 = 0情形, 都只有一个刃型位错 x = 0.11 mm
或者 y = 0.165 mm出现,这与 (19)和 (20)式是一致
的. 而在图 3(d)中 b1 = 0.3 mm和 b2 = 0.2 mm,因
为 b1 和 b2 同时不为 0, 光场中没有任何位相奇点
出现.

为了分析刃型位错离轴距离对两个互相平行

刃型位错相互作用的影响, 改变 b1 的值, 而让其

他参数取值与图 3 相同, 并保持不变. 由光场等位

相线图 4(a)—(d)可见,当 b1 =−0.663 mm (图 4(a))

和 b1 = 0.663 mm (图 4(d)) 时, 分别有一个刃型位

错 x = 0.035 mm和 x = 0.185 mm出现;而当 b1 = 0

(图 4(b))和 b1 = 0.2 mm (图 4(d))时,光场中没有出

现任何位相奇点. 这是因为在图 4(a)和 (d)情形下,

离轴距离 b1 和满足 (24)式 b1 = ±bc, 只有一个刃

型位错出现;而图 4(a)和 (d)情形中,参数 b1 ̸=±bc,

所以没有任何位相奇点存在.
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图 3 两个相互垂直刃型位错经倾斜透镜后在 z = 1.1 f 平面上的等位相线图 (a) b1 = b2 = 0; (b) b1 = 0, b2 = 0.2 mm;

(c) b1 = 0.3 mm, b2 = 0; (d) b1 = 0.3 mm, b2 = 0.2 mm

图 4 两个相互平行刃型位错经倾斜透镜后在 z = 1.1 f 平面上的等位相线图 (a) b1 = 0.663 mm; (b) b1 = 0;

(c) b1 =−0.663 mm; (d) b1 = 0.2 mm
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取 z = 1.1 f , a = 1, b1 = 0.3 mm和 b2 = 0.2 mm,
图 5(a) 表示 Cy = 0.001 时光涡旋横向位置与倾斜
因子随 Cx 的变化关系, 图上黑色和白色小球分别
表示拓扑电荷 m = +1, −1的光涡旋. 光场中出现
的两个光涡旋的横向坐标 (x1, y1) 和 (x2, y2) 中的
y1 = 0.2255 mm和 y2 = 0.3112 mm保持不变,但 x1

和 x2 随着 Cx 的增加成线性变化,并且满足关系式

x1 =110Cx −0.0336,

x2 =110Cx +0.2236. (25)

图 5 两个刃型位错经倾斜透镜后在 z = 1.1 f 平面上产生的

光涡旋横向坐标与倾斜因子Cx 和Cy 的关系 (a) Cx; (b) Cy

图 5(b) 表示 Cx = 0.001 时光涡旋横向位置与
倾斜因子随 Cy 的变化关系, 两个光涡旋的横向
坐标 (x1, y1) 和 (x2, y2) 中的 x1 = 0.0764 mm 和
x2 = 0.3336 mm 保持不变, 但 y1 和 y2 随着 Cy 的

增加成线性变化:

y1 =110Cy +0.1155,

y2 =110Cy +0.2013. (26)

由此可见,透镜 x方向和 y方向的倾斜因子 Cx

和 Cy 分别影响光涡旋对应方向的坐标, 而不影响
其他坐标方向的坐标值分量,并且两个光涡旋的距

离不随倾斜因子的改变而改变.这个结果也可以通

过 (12), (13)式进行说明. 由 (12), (13)式求得两个

光涡旋的距离为

δ = 4z∆
√
(b1)

2 +(ab1 −b2)
2/(kb2). (27)

(27) 式表明: 当其他参数保持不变时, 仅仅改变透

镜的倾斜因子,不能改变这两个光涡旋的距离.

两个离轴刃型位错通过倾斜透镜后产生的光

涡旋的三维轨迹图见图 6. 可以发现: 当离透镜的

传输距离为 100 mm时,横向平面上 (−0.3754 mm,

−0.0126 mm), (0.2505 mm, −0.0918 mm)处出现了

两个拓扑电荷分别为 m = +1, −1 的光涡旋 1 和

2. 随着传输距离的增加, 两个光涡旋距离逐步靠

近; 并且在焦平面处二者之间的距离达到最小值

0.072 mm. 然后, 随着光束的向前传输, 两个光涡

旋距离又逐渐变大. 在定义这一对光涡旋的中心

(xc, yc) 坐标为 xc = (x1 + x2)/2 和 yc = (y1 + y2)/2

后, 可以发现: 随着传输距离 z 的增加, 这对光涡

旋的中心沿着直线 xc = 0.0026z− 0.329 (mm) 和

yc = 0.0029z− 0.329 (mm) 前进. 这个结果可以从

(12), (13) 式给予解释. 由 (12), (13) 式得这一对光

涡旋的中心坐标为

xc =

(
2Cx +

w2
0a

2b2 f
− 2b1

f

)
z−

w2
0a

2b2
+

2 f b1

f
, (28a)

yc =

(
2Cy +

w2
0a2

2b2 f
+

w2
0a

2b1 f
− 2ab1

f

)
z

−
w2

0a2

2b2
−

w2
0a

2b1
+2ab1. (28b)

(28)式说明: 该对光涡旋的中心坐标确实随着传输

距离 z 线性增加; 并且在传输过程中, 位相奇点的

类型和拓扑电荷保持不变.

图 6 两个刃型位错通过倾斜透镜后产生的光涡旋的三维轨迹
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4 结 论

本文对存在倾斜透镜时寄居于高斯光束中

两个刃型位错的相互作用进行了详细的理论分

析和数值模拟, 并与两个刃型位错在自由空间
传输的情形做了比较. 结果表明: 在满足条件
k2w6

0a2 ( f − z)2 > 64w6
0b2

1b2
2 f 2z2+32ab2b1 f 2z2时,两

个刃型位错消失并有一个或者两个非正则光涡旋

产生. 在一个刃型位错共轴另一个离轴时, 出射场

中没有刃型位错,仅有一个非正则光涡旋出现. 但
是当源场中两个刃型位错相互垂直或者相互平行

时, 光场中可能出现一个或者两个刃型位错, 但没
有光涡旋产生. 改变透镜的倾斜因子不能改变位相
奇点的类型和数量,但光涡旋的横向坐标与倾斜因
子有线性关系.两个刃型位错相互作用产生的光涡
旋对的三维轨迹是非线性的,但光涡旋对的中心沿
直线传输.本文所得结果有助于深化对多个位相奇
点通过光学系统的相互作用的动力学行为的认识.
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Abstract

The interaction between two edge dislocations in the presence of a tilted lens is studied. It is shown that for the interaction between

two off-axis edge dislocations, the edge dislocations vanish, and one or two noncanonical vortices appear under certain conditions. A

noncanonical vortex appears for the interaction between the on-axis edge dislocation and off-axis edge dislocation. However, one

or two edge dislocations may take place when two edge dislocations are perpendicular or parallel to each other in the initial plane.

The variation of the tilt coefficient does not affect the type and number of phase singularities, but the relation between the transverse

position of phase singularities and the tilt coefficient is linear. The three-dimensional trajectories of vortices are nonlinear while the

center of the pair of vortices propagates along a line during propagation.
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