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晶体相场方法研究二维六角相向正方相结构转变*
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(广西大学物理科学与工程技术学院,南宁 530004 )
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应用双模 PFC模型,计算二维 PFC相图,模拟二维六角晶格向正方晶格的结构转变过程,观察新相 (二维正方

相)的形核、长大特点,以及相结构转变的动力学特征. 结果表明: 六角结构相向正方结构相的转变,正方相最易在

六角相晶界处,尤其是在三晶粒的交汇处首先生成正方相的晶核,之后是正方相逐渐通过吞噬六角相的边缘,向六

角相内部推进,并不断长大.对于结构转变生成的正方相晶粒,其晶粒取向几乎是随机的,与原先六角相晶粒取向角

没有明显的关系.正方相转变的面积分数随时间变化的动力学曲线呈现典型的 “S”形. 由 Avrami曲线可将相变曲线

看成由两阶段组成. 计算模拟得到的 Avrami曲线的第二阶段直线斜率 K 的范围在 2.0和 3.0之间,与 JMAK理论的

指数 n相符合.
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1 引 言

相场方法是当今研究微观结构演化的强有力

的数值计算方法 [1]. 传统的相场方法 [2−6]是建立在

平衡态均匀场基础上的,忽略了许多由原子的周期

排列结构产生的物理特性,难以反映晶体学结构特

性以及原子尺度的行为信息.虽然, 目前可用分子

动力学 [7,8] 模拟预测这些微结构演化动力学过程,

但该方法适用的特征时间尺度主要在原子振动时

间尺度 (10−12 到 10−14 s),不易拓展到扩散时间尺

度 (10−6 s),并且,分子动力学要求加载的应变率很

大, 通常达到 107—1010/s, 与实际工业的应变速度

102/s相差甚远 [9]. 对此, Elder等人 [10,11] 基于密度

泛函理论提出了晶体相场 (phase-field-crystal, PFC)

模型. 该模型引入了包含周期特征的序参量—-局

域原子密度场函数,它将液相的原子密度场定义为

一常数,将固相的密度场表示成周期性函数 (波)的

形式,进而通过周期的原子密度函数表现晶体的晶

格结构. 这样的周期结构的密度场就很自然地与弹

性效应、晶粒取向和位错的运动等由周期结构产

生的物理特性紧密地关联起来 [10]. PFC模型既可

以描述晶体学结构特性以及原子尺度的行为,又可

以揭示时间尺度为 10−6 s量级的原子、缺陷运动

的行为特征. 由此可以预见, PFC方法在今后的微

结构演化的研究中将展现其强大的优势,能够广泛

地应用到材料微结构研究的各个领域,为研究原子

尺度组织结构的 10−6 s量级的行为特征,提供先进

和强有力的计算方法.

最原始的 PFC模型 [10,11]的自由能函数形式为

单模的自由能函数,可以较好地描述二维或三维的

条状相、六角相和体心立方 (bcc)相,同时,也能较

好地反映这三个相与液相的共存,并应用于模拟位

错滑移、攀移和湮没 [12,13],调幅分解 [14,15],异质外

延生长 [16] 等领域.但对于二维正方格子相和三维

面心立方 (fcc)相的描述, 单模的 PFC模型就显得

较为困难.对此, Greenwood等人 [17] 基于密度泛函

理论,引入双粒子关联函数,构建新的 PFC模型,用
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于正方相结构转变的研究.但这种方法计算较为复

杂,不易推广. 延续 Elder等人的 PFC模型思想, Wu

等人 [18] 提出了双模 PFC模型,能够较好地描述包

括正方格子、fcc格子等较为复杂的晶体点阵结构,

为研究复杂的点阵结构转变提供了新思路. 本文则

是应用双模 PFC模型,计算二维的双模 PFC相图,

模拟二维六角晶格向二维正方晶格的结构转变过

程, 分析新相 (二维正方相)的形核、长大特点, 以

及相结构转变的动力学特征.

2 模型与方法

2.1 双模自由能函数

Wu等人 [18] 提出的双模 PFC 模型, 无量纲化

的自由能函数形式为

F =
∫

dV
[ρ

2
{
−ε +(∇2 +1)2

× [R1 +(∇2 +Q2
1)

2]
}

ρ +
ρ4

4

]
=

∫
F0dV , (1)

其中 F0 为自由能密度函数, ρ 为无量纲的原子密度
场, ε 是与温度有关的参数; Q1 是次近邻倒格矢的

模与最近邻倒格矢的模之比,对于二维正方晶格来

说, Q1 =
√

2; R1 是用来控制两种倒格矢振幅相对

大小的参数,逐渐增大 R1,次近邻的效应就会逐渐

减小, 双模就会逐渐趋于单模. 为了突出次近邻原

子的影响,本文取 R1 = 0,这样自由能密度函数 F0

就变为

F0 =
4− ε

2
ρ2 +

ρ
2
(∇8 +6∇6

+13∇4 +12∇2)ρ +
ρ4

4
, (2)

式中, (∇2)n 为高阶的 Laplace算子, n = 2, 3, 4.

2.2 动力学方程

保守的原子密度场变量的演化可用与时间相

关的 Cahn-Hilliard动力学方程 [13,19]描述

∂ρ
∂ t

= ∇2 δF0

δρ
. (3)

利用 (2)式,可将动力学方程 (3)写成

∂ρ
∂ t

= [∇10 +6∇8 +13∇6 +12∇4

+(4− ε)∇2]ρ +∇2ρ3. (4)

由于方程 (4)是 10阶的非线性偏微分方程,因

此,求解该方程是一项相当复杂的工作.

2.3 数值计算步骤

对于动力学方程 (4) 中的算符 ∇2n, 可以采用

傅里叶谱方法处理. 本文采用半隐式伪谱法 [20] 来

求解上述动力学方程,其离散形式为

ρ̃n+1 − ρ̃n

∆t
= [−k10 +6k8 −13k6 +12k4

− (4− ε)k2]ρ̃n+1 − k2ρ̃3
n . (5)

整理后得到如下形式:

ρ̃n+1 =
(
ρ̃n − k2∆tρ̃3

n
)
/
{

1−∆t
[
−k10 +6k8

−13k6 +12k4 − (4− ε)k2
]}

, (6)

式中, ρ̃ 为原子密度场 ρ 的傅里叶变换形式,

k⃗ 为傅里叶空间的波矢. 计算时, 空间步长为

∆x = ∆y = π/4,时间步长为 ∆t = 0.5. 设置边界条件

为周期性边界条件,计算区域为 512∆x×512∆y.

2.4 自由能极小化

通常,二维双模 PFC模型在不同的参数下可生

成若干个不同的相,分别为液相、条状相、六角相

和正方相.为了构建二维 PFC相图,需要求出各单

相的自由能密度函数表达式. 首先要确定对应于这

4种不同结构的单相的原子密度函数的形式,然后

对体系自由能函数 (1)分别求出各单相的极小自由

能函数形式, 然后应用相平衡条件,计算并绘制出

相图. 以下分别按单模和双模近似列出了 4个单相

的原子密度函数形式:

液相:

ρ = ρl = ρ0. (7)

正方相 (固相):

ρ ≈ ρs +∑AieiKi·r+∑B je
iK ′

j ·r

= ρ0 +2As(cosqsx+ cosqsy)

+4Bs cosqsxcosqsy. (8)

六角相 (固相):

ρ ≈ ρh +∑AieiKi·r
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= ρ0 +2Ah

[
2cos(qhx)cos

(
qhy√

3

)
+cos

(
2qhy√

3

)]
. (9)

条状相 (固相):

ρ ≈ ρt +∑AieiKi·r

= ρ0 +2At cosqtx. (10)

将上述 4 个单相的原子密度函数式分别代入

式 (1)进行积分计算,并分别对相关参数 qs, qh, qt,

At, Ah, As, Bs 求导数, 分别得到对应于这 4种相结

构的极小自由能函数,其具体表达式为

液相:

fl(ρ0) = (4− ε)
ρ2

0
2

+
ρ4

0
4
. (11)

条状相:

f (ρ0) =−5
4

ρ4
0 +

4+ ε
2

ρ2
0 −

ε2

6
. (12)

六角相:

fh(ρ0) =
ρ4

0
4

+
4− ε

2
ρ2

0 +
45
2

A4
h

−12ρ0A3
h +(9ρ2

0 −3ε)A2
h, (13)

其中

Ah =
ρ0

5
+

1
5

√
5
3

ε −4ρ2
0 .

正方相:

fs(ρ0) =
4− ε

2
ρ2

0 +
1
4

ρ4
0 +(−2ε +6ρ2

0 )A
2
s

+(−2ε +6ρ2
0 )B

2
s +9A4

s +9B4
s

+36A2
s B2

s +24ρ0A2
s Bs, (14)

式中,

As =
1

9P
[ε2 +75ρ4

0 −2ρ0Q+4ερ2
0 +(5ε −31ρ2

0 )P
2

+P4 −10ρ3
0 P−2ερ0P+

√
3(ε2 +75ρ4

0 −2ρ0Q

+4ερ2
0 −P4 +10ρ3

0 P+2ερ0P)i]1/2,

Bs =− 1
18P

[ε +5ρ2
0 +8ρ0P+P2

+
√

3(P2 −5ρ2
0 − ε)i].

其中

P =

(
3ερ0 +

√
−ε3 −6ε2ρ2

0 −225ερ4
0 +500ρ6

0

−25ρ3
0
)1/3

,

Q =
√
−ε3 −6ε2ρ2

0 −225ερ4
0 +500ρ6

0 .

3 结果与讨论

3.1 相 图

两相平衡共存需要满足热学平衡、化学平衡

以及力学平衡条件 [21],也就是两相的温度、化学势

和压强分别要求相等. 在这样的条件下, 构建 PFC

相图,即在二维 ε-ρ0坐标平面上得到各结构的相分

布区域图. 由于压强可看成是单位体积的巨热力势,

所以压强相等这一条件可以由巨热力势相等来代

替.注意到在 ε-ρ0平面上点都已满足温度相等这一

条件,因此, 两相平衡共存仅需要满足化学势相等

和巨热力势相等这两个条件即可. 利用 (11)—(14)

式和两相平衡的两个条件,加上公切线原理, 就可

以计算并绘制出二维 PFC的 ε-ρ0 相图. 图 1给出

了用公切线法绘制的双模 PFC的二维相图,以及对

应的正方相、六角相、条状相的晶格结构.

图 1 (a)双模 PFC二维计算相图 (灰色区域为两相共存区); (b)正方相结构; (c)六角相结构; (d)条状相结构
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3.2 六角—正方晶格转变

纯金属往往有多个不同的固态相, 例如纯铁,

可存在 bcc和 fcc两种固相结构. 在常温常压下,单

质铁处于 bcc 结构 α-Fe; 温度高于 912 ◦C 时, bcc

结构的 α-Fe 会转变为 fcc 结构的 γ-Fe; 温度继续

升高至 1394 ◦C时, fcc结构的 γ-Fe又会转变为 bcc

结构的 δ-Fe.

图 2 液相中正方相的结晶生长过程 (a) t = 1; (b) t = 200; (c) t = 400; (d) t = 1000

本文模拟六角晶格向正方晶格转变.选取参数

为 (ε,ρ0) = (0.15,−0.21)的点,由图 1相图可见,该

点位置处于相图中的正方相区内.在该区域内,正

方晶格结构是稳定的, 而液相是亚稳的过饱和相.

图 2给出了在恒定温度条件下, 10个圆形正方晶格

晶粒在液相中结晶凝固的生长过程. 模拟实验的初

始化条件按如下方法设置:初始时刻设定的圆形区

域内正方格子晶粒 (核)的半径分别为 R = 10, 15,

20, 25, 各晶粒的取向角随机选取 θ = ±5◦, ±10◦,

±15◦, ±20◦, 其他区域初始化均为液相, 如图 2(a)

示,图 2(b)—(d)为正方晶格晶粒在液相中结晶凝固

随时间的演化过程. 由图 2(b)—(d)可见,随着晶粒

的长大,取向相同的晶粒发生合并, 取向不同的晶

粒之间形成晶界. 在取向相差较小的晶粒之间的晶

界上,形成位错有规律排列的低角晶界.

图 3给出了双模 PFC方法计算模拟 fcc和 bcc

的一族晶面之间的转变过程, 例如二维正方结构

(bcc的 100面)和六角结构 (fcc的 111面)的结构

转变.模拟参数选取为 (ε,ρ0) = (0.15,−0.23)的点,

位于正方相区域.初始化条件按如下方法设置:设
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置 10 个六角结构圆形晶粒, 这些晶粒的半径分

别为 R = 15, 20, 25, 30, 其晶粒的取向角随机选

取 θ = 0◦, ±5◦, ±10◦, ±15◦, ±20◦, 其它区域为液

相区域, 如图 3(a) 所示. 由图 3 可见, 首先是六角

相的晶粒在液相中结晶, 随着时间演化, 晶粒结晶

长大, 发生六角结构晶粒互相碰撞形成晶界. 在

时间步 t = 800 时, 在六角相晶界处, 尤其是在三

晶粒的交汇处首先生成 (图中白色箭头所指)正方

晶格相的晶核; 之后是正方相通过逐渐吞噬六角

晶格相而不断长大;最后, 当 t = 3500时正方晶格

相完全占据整个区域, 完成整个相变过程. 这一

结果与通常实验观察到的新相优先在三晶交汇处

形核是一致的. 由图 3(f) 可见, 在晶粒内部存在

位错排列结构, 表明晶粒合并后内部存在亚晶结

构, 这是由于两个晶粒取向相差较小时形成的

低角晶界. 这在实验中也能经常观察到. 同时, 结

果也与分子动力学方法模拟 bcc 向 hcp 结构转变

相似 [22].

图 3 六角相转变为正方相的演化过程 (a) t = 1; (b) t = 300; (c) t = 800; (d) t = 1400; (e) t = 2200; (f) t = 3500

3.3 原子密度对结构转变的影响

为了研究原子密度参数对六角晶格相 (六角

相) 转变为正方晶格相 (正方相) 的影响, 在参数

ε = 0.15的情况下,液相原子密度 ρ0 分别取 –0.19,

–0.21 和 –0.24, 观察六角相转变为正方相的过程.

由图 4 的结果可见, |ρ0| 的值越大, 六角相向正方

相转变的过程就越快, 完成转变的时间就越短. 例

如, |ρ0|= 0.19, t = 9000时完成转变,而 |ρ0|= 0.24,

t = 2500时完成转变.这在图 1的相图上体现为选

取的参数点越远离六角相区, 六角相就越不稳定;

相对而言, 正方相就越稳定, 因而导致正方相的形

核生长就越容易. 由图 4(a1)可见, t = 3000时,有 3

处明显形核出现正方相;由图 4(b1)可见, t = 2200

时, 有 3 处明显形核出现正方相; 由图 4(c1) 可见,

t = 1500时,有 8处明显形核出现正方相.仔细观察

可见,在图 4(c2)的正方格子晶粒内部形成位错,对

于 2 个晶粒取向差较小时, 形成低角晶界的位错

排列.

3.4 晶粒取向变化

对于结构转变所生成的正方相晶粒,还可以研

究其取向与母相 (六角相)晶粒取向之间是否有一

定的关系.图 5标出了 4种参数下的六角相转变为

正方相晶粒的取向角. 结果显示新生成的正方相

晶粒取向角几乎是随机的,与原先六角相晶粒取向
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角没有明显的关系.此外, 参数点越远离六角稳定

区,则生成的正方相晶粒的取向数目就越多. 因此,

新生成的正方相晶粒也较多,其晶粒的尺寸也较小

图 5(a)—(d)参数 ρ0分别选取 –0.19, –0.21, –0.23和

–0.24,参数 ε 统一取 0.15. 每一组都选取了演化过

程中正方相刚出现形核,以及经过一段时间演化长

大,正方相占据整个区域时的两张不同时间的截图.

由图 5(d)可见,二晶粒取向差较小时, 晶界出现位

错有规律地排列,形成低角晶界,与图 4(c2)位错排

列情况相类似.

图 4 不同参数条件下的六角相转变为正方相 (ε = 0.15) (a1), (a2) ρ0 = –0.19; (b1), (b2) ρ0 = –0.21; (c1), (c2) ρ0 = –0.24; (a1) t = 3000;
(a2) t = 9000; (b1) t = 2200; (b2) t = 4500; (c1) t = 1500; (c2) t = 2500
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表 1统计了四组不同的参数条件下,正方相从

出现到完全占据整个模拟区域所需要的时间,以及

整个过程中出现的正方相晶粒的个数和取向数. 结

果表明, 当选择的参数点越是远离六角稳定区 (见

图 1), 正方相晶粒的生长速度就越快, 正方相形核

过程中出现的晶粒数目就越多. 正方相晶粒的取向

角并不重复原来的六角相晶粒的取向值,而是出现

新的取向值,并且, |ρ0|值越大,生成的正方相晶粒

的新取向数目就越多. 这表明新相的取向值和取向

数目与母相没有明显关系.

图 5 不同参数情况下,完成转变后的正方相晶粒的取向分布 (ε = 0.15) (a) ρ0 = –0.19; (b) ρ0 = –0.21; (c) ρ0 = –0.23; (d) ρ0 = –0.24

表 1 六角相和正方相晶粒数目及取向分布

ε ρ0 tN N0 Nα N1 Nθ

0.15 –0.19 16000 10 8 3 2

0.15 –0.21 6200 10 8 4 4

0.15 –0.23 2800 10 8 12 10

0.15 –0.24 2000 10 8 16 10

说明: tN 为完成正方相转变的时间步;N0 为六角相的初始晶粒数;

Nα 为六角相的取向数; N1 为相变完成时的正方相的晶粒个数;

Nθ 为相变完成时的正方相晶粒的取向数.

3.5 相变动力学

相变动力学反映了新相的形核、长大机理和

转变过程. 对于六角相向正方相的转变, 可建立

新生成的正方相晶粒面积分数 X 与时间 t 的关

系.描述正方相转变动力学过程最经典的表达式是

JMAK方程 [23]:

X = 1− exp(−h · τn), (15)

式中, h为常数, n为 Avrami时间指数, τ 为真实时
间,它与计算机模拟时间 t 成正比,比例系数与具体

物质有关. 在这里可以将 (15)式中的 τ 视为计算机
模拟的时间步数,比例系数则包含在常数 h中.

图 6 给出了 3 组不同参数条件下的正方相转

变的面积分数随时间变化的动力学曲线.由该图可

见, 相变动力学曲线呈现典型的 “S” 形状, 原因在
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于: 结构转变的初始阶段, 由于正方相的晶核数量

比较少, 六角相向正方相的转变进行得比较慢; 随

着形核数量的不断增加, 转变速率不断加快, 直到

正方相的核心数目不再增加为止,此时的转变速率

达到极大值;随后,由于正方相晶粒互相接触,六角

相越来越少,相转变的速率降低. 将 (15)式整理后,

两边取对数,得到

ln(ln(1/(1−X))) = n ln t + lnh. (16)

据此, Avrami 时间指数 n 可以看作是曲线

ln(ln(1/(1 − X)))-ln(t) 的斜率, 曲线 ln(ln(1/(1 −
X)))-ln(t)称为 Avrami曲线,其形状如图 7所示.

表 2 Avrami曲线的时间指数 (斜率)

ε ρ0 K1 K2 n

0.15 –0.19 2.752 2.565 2—3

0.15 –0.21 1.563 2.637 2—3

0.15 –0.23 0.915 2.678 2—3

说明: K1 为 Avrami曲线第一部分的斜率; K2 为第二部分斜率;

n为 JMAK理论的指数.

图 6 正方相的转变动力学曲线图

仔细观察图 7, 发现可将 Avrami 曲线看成由

两部分组成,第一部分为 ln(ln(1/(1−X)))值在 –3

以下的点, 近似为直线, 按直线拟合, 斜率分别为

2.752, 1.563, 0.915;第二部分为 ln(ln(1/(1−X)))的

值在 –3 以上的点, 近似为直线, 也按直线拟合, 其

斜率分别为 2.565, 2.637, 2.678. 表 2 给出了对应

Avrami曲线的两个阶段的直线斜率,此情况类似金

属的静态再结晶过程 [4]. 由第一部分的斜率可见,

正方相刚开始形核生长阶段,此时相转变的面积分

数小于 20%, ρ0 值对 Avrami曲线的直线斜率影响

较大,表明第一阶段新相初期形核和长大阶段物理

过程较为复杂, 其 Avrami 曲线的时间指数并不服

从 JMAK理论的指数 n规律,实验也观察到类似的

情况 [4]; 而当正方相生长到一定时间后, 其面积分

数较大 (大于 30%),这时三条不同参数下的 Avrami

曲线的直线斜率 (即 Avrami指数 n)趋于一致,此时

ρ0 的值对 Avrami曲线的直线斜率影响不大,表明

后期的转变速率趋于一致,在此阶段由计算模拟得

到的直线斜率在 Avrami指数 n的范围,即在 2.0和

3.0之间,与 JMAK理论的指数 n相符合 [23].

图 7 正方相转变的 Avrami时间指数曲线

4 结 论

应用双模 PFC模型,计算二维 PFC相图,模拟

二维六角晶格向二维正方晶格的结构转变过程,分

析二维正方相的形核、长大特点,以及相结构转变

的动力学特征. 结果表明:

1. 六角相向二维正方相的结构转变,首先是新

相 (正方相)形核,二维正方相最易在六角相的三晶

粒的交汇处首先生成正方格子相的晶核,然后是正

方相逐渐通过吞噬六角相的边缘而不断长大.最后,

正方相完全占据整个区域,完成整个相变过程. 在

晶粒内部存在位错排列结构,表明晶粒合并后晶粒

内部存在亚晶结构,这是由于两个晶粒取向相差较

小时形成的小角晶界. 这些结果是与常规的相变过

程中实验观察到的新相形核长大规律相一致.

2. 对于结构转变新生成的正方相晶粒,其晶粒

取向角几乎是随机分布的,与原先六角相晶粒取向

角没有明显的关系,说明正方相的形核取向不受母

相的影响.

3. 正方相转变的面积分数随时间变化的动力

学曲线呈现典型的 “S”形. Avrami曲线可看成由两
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部分组成. 第一阶段新相初期形核和长大阶段物理

过程较为复杂, 其 Avrami 曲线的时间指数并不完

全服从 JMAK理论的指数 n规律;第二阶段转变速

率趋于一致,直线斜率在 Avrami指数 n的范围,即

在 2.0和 3.0之间,与 JMAK理论的指数 n相符合.
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Abstract
The two-mode phase-field-crystal (PFC) method is used to calculate the phase diagram and to simulate the transformation of

hexagonal to square structure in two dimensions. The nucleation, grain growth and dynamic feature of the phase structure transforma-
tion show that square phase prefers to be present at the juncture place of the three hexagonal grains, and swallows the hexagonal phase
at grain boundary. The square grains grow and push the boundary of hexagonal grain toward the inside of hexagonal grain and then the

square grains grow up and extend the area of square phase. The orientations of new square grains due to the structure transformation
are nearly randomly distributed, and have no relation to those of hexagonal grains. The dynamic curve of area fraction of square phase
shows the typical “S” shape with time increasing. The Avrami index curve shows that there are two stages in the transformation. The

Avrami index n of second satge in simulation is in a range from 2.0 to 3.0, which is in good agreement with the value from the JMAK
theory.
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