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一类非线性相对转动系统的组合谐波分岔行为研究*
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针对一类具有非线性刚度、非线性阻尼的非线性相对转动系统,应用耗散系统的拉格朗日原理建立在组合谐

波激励作用下非线性相对转动系统的动力学方程. 构造李雅普诺夫函数,分析相对转动系统的稳定性,研究自治系

统的分岔特性. 应用多尺度法求解相对转动系统的非自治系统在组合激励作用下的分岔响应方程. 最后采用数值仿

真方法,通过分岔图、时域波形、相平面图、Poincaré截面图等研究外扰激励、系统阻尼、非线性刚度对相对转动

系统经历倍周期分岔进入混沌运动的影响.
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1 引 言

相对转动系统是广泛存在的动力传递系统,

自从 1985年 Carmeli提出了转动相对论力学的理

论 [1,2],到 1996年罗绍凯创建了转动相对论系统的

分析力学理论 [3−5],至今转动相对论在 Hamilton系

统动力学 [6−8]和 Birkhoff系统动力学 [9−15]理论的

研究领域取得了一定成果.相对转动系统包含许多

非线性因素,如失稳、分岔、混沌等. 分岔和混沌

是非线性科学领域重要的研究内容 [16−20],分岔和

混沌理论不仅在非线性动力学中广泛应用,而且在

天体力学、信号处理、通信、航天科学和生命科

学等领域 [21−29]也得到迅猛发展.基于相对性原理,

文献 [30—35]针对不同结构的相对转动系统建模,

并进行动态响应求解和稳定性分析. 文献 [36, 37]

建立了一类含周期参激刚度的相对转动非线性系

统的动力学方程. 文献 [38, 39]针对含非线性刚度

和谐波激励的一类相对转动非线性动力系统进行

稳定性分析.文献 [40—42]研究了一类具有非线性

阻尼和强迫周期力项的相对转动系统非线性动力

学模型,并分别应用 Yoshizawa的非线性系统周期

解理论、同伦映射方法和 Mawhin 重合度理论求

解, 并对周期解的唯一性进行证明. 文献 [43, 44]

对含一类非线性弹性力和组合谐波的相对转动系

统求解, 并对相对转动系统进行了稳定性分析.文

献 [45]研究了一类多频激励相对转动非线性动力

学模型,用正规化方法得出模型在各种组合频率条

件下解的渐进表达式,未对相对转动系统的稳定性

及非线性因素对相对转动系统经历倍周期分岔进

入混沌运动的影响进行分析.

本文基于耗散系统的广义拉格朗日原理,建立

了非线性相对转动系统动力学模型,研究了一类含

时变刚度和滑动摩擦力的相对转动自治系统的稳

定性,应用多尺度法求出非线性相对转动系统在组

合谐波激励作用下的分岔响应.最后通过数值仿真

方法,进一步研究系统参数对相对转动系统运动状

态的影响.

2 非线性相对转动系统动力学方程

相对转动系统是主要的动力传动系统.考虑一
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类含时变刚度、滑动摩擦力和外扰激励作用下的

两质量系统,系统的动能和势能分别为

E =
2

∑
i=1

1
2

Jiϕ̇ 2
i =

1
2

J1ϕ̇ 2
1 +

1
2

J2ϕ̇ 2
2 , (1)

U =
1
2

K0(1+ k′ cos(ωt))(ϕ1 −ϕ2)
2 (2)

式中, Ji 为系统集中质量的转动惯量, K0 为等效刚

度, k′ 为刚度的变动幅值, ω 为刚度激励频率, K 为

系统的扭转刚度, ϕi, ϕ̇i 分别为系统集中质量的转角

和转速, Ti 为扭矩.

广义力矩

Q j =
2

∑
i=1

F i
i

∂ϕi

∂q j
( j = 1,2), (3)

式中 F i
i = Ti +Fc

i , F i
i 为广义外力, Fc

i 为系统广义阻

尼力. 则有

Q1 = F1
1 = T1 − f c(ϕ̇1 − ϕ̇2),

Q2 = F2
2 = T2 + f c(ϕ̇1 − ϕ̇2), (4)

式中广义阻尼力 Fc = f c(ϕ̇1 − ϕ̇2),即阻尼力为相对

转速差的任意形式.

系统振动时, 除具有动能势能及广义力矩外,

还有由阻尼引起的功率损失,即能量耗散 D.

D =
1
2
[

f c(ϕ̇1 − ϕ̇2)
]2
. (5)

根据拉格朗日动力学方程

d
dt

(
∂E
∂ ϕ̇i

)
− ∂E

∂ϕi
+

∂U
∂ϕi

+
∂D
∂ϕi

= Qi. (6)

整理得含耗散项的广义 Lagrange方程为

J1ϕ̈1 +K0(1+ k′ cos(ωt))(ϕ1 −ϕ2)

+ f c(ϕ̇1 − ϕ̇2) = T1,

J2ϕ̈2 −K0(1+ k′ cos(ωt))(ϕ1 −ϕ2)

− f c(ϕ̇1 − ϕ̇2) = T2. (7)

针对一类广泛存在的非线性滑动摩擦力,取阻

尼力为 f c(ϕ̇1 − ϕ̇2) = −C(ϕ̇1 − ϕ̇2)+C′(ϕ̇1 − ϕ̇2)
3 形

式. 其中 C 和 C′ 分别为系统的线性和非线性阻尼

系数.

将阻尼力形式代入 (7)式,得

J1ϕ̈1 +K0(1+ k′ cos(ωt))(ϕ1 −ϕ2)

−C(ϕ̇1 − ϕ̇2)+C′(ϕ̇1 − ϕ̇2)
3 = T1,

J2ϕ̈2 −K0(1+ k′ cos(ωt))(ϕ1 −ϕ2)

+C(ϕ̇1 − ϕ̇2)−C′(ϕ̇1 − ϕ̇2)
3 = T2. (8)

考虑相对转角的变化, 将 (8) 式的一式乘以

1/J1 减去二式乘以 1/J2,整理得

ẍ+ω2
0 x+ kxcos(ωt)−α ẋ+β ẋ3 = F(t), (9)

式中

x = ϕ1 −ϕ2, ẋ = ϕ̇1 − ϕ̇2, ẍ = ϕ̈1 − ϕ̈2,

ω2
0 =

J1 + J2

J1J2
K0, k = ω2

0 k′, α =
J1 + J2

J1J2
C,

β =
J1 + J2

J1J2
C′,

1
J1J2

(T1J2 −T2J1) = F(t),

其中 ω0 为系统的固有频率, F(t)为外扰激励.

方程 (9)就是一类具有滑动摩擦力和含参数激

励时变刚度的两质量相对转动系统在外扰激励作

用下的非线性动力学普遍方程. 这是工程中描述可

简化为两质量相对转动系统的基本方程,是进一步

研究系统动态特性的基础.

3 非线性相对转动系统的分岔特性

3.1 自治系统的分岔特性

系统 (9)的两质量非线性相对转动系统的自治

方程为

ẍ+ω2
0 x−α ẋ+β ẋ3 = 0. (10)

令 ẋ = y,则可将系统 (10)等效方程组为

ẋ = y,

ẏ =−ω2
0 x+αy−βy3. (11)

定理 1 当 α < 0, β > 0时, 系统 (11)在奇点

O(0,0)处是渐近稳定的.

证明 由系统 (11) 可知, 奇点 O(0,0) 是系统

的唯一平衡点. 令 x = p, y = −ω0q,则系统 (11)可

化为

ṗ =−ω0q,

q̇ = ω0 p+αq−βω2
0 q3. (12)

构造系统 (12) 的 Lyapunov 函数 V (p,q) =
1
2
(p2 +

q2),则 V (p,q)为正定函数,又有

dV
dt

=
∂V
∂ p

d p
dt

+
∂V
∂q

dq
dt

= q2(α −βω2
0 q2). (13)
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可知V (p,q)为正定的,又由于 α < 0, β > 0,可

得 V̇ (p,q)为负定的,于是系统 (11)的平衡点 (0, 0),

即零解是渐近稳定的.

定理 2 当 β = 0时, 系统 (11)在 α = 0处发

生闭轨分岔.

证明 当 β = 0时,得系统 (11)的线性近似方

程为

ẋ = y,

ẏ =−ω2
0 x+αy. (14)

系统 (14)的系数矩阵 A为 A =

 0 1

−ω2
0 α

. 系数

矩阵的特征方程为

λ 2 −αλ +ω2
0 = 0. (15)

特征值为 λ1,2 =
α ±

√
α2 −4ω2

0

2
. 由线性系统的奇

点稳定性理论可知,系统 (14)在奇点附近可能存在

的结构如下:

1)当 α2 −4ω2
0 < 0时,系统存在带实部的复数

根.当 −2ω0 < α < 0时,此时系统的方程解实部为

负,为稳定焦点; 当 0 < α < 2ω0 时,此时系统的方

程解实部为正,为不稳定焦点.

(2)当 α2 − 4ω2
0 > 0时, 系统存在两个实数根.

当 α < −2ω0 时, 方程解为两个负实根, 为稳定结

点;当 α > 2ω0 时,方程解为两个正实根,为不稳定

结点.

由上述奇点稳定性理论总结可得如下两

种情形:

情形 1 当 α < 0时,奇点 O(0,0)是线性近似

系统 (14)的稳定焦点,从而系统 (11)在奇点 O(0,0)

处是稳定的. 如图 1所示.

情形 2 当 α > 0 时, 奇点 O(0,0) 是线性近

似系统 (14) 的不稳定焦点, 因此系统 (11) 在奇点

O(0,0)处是不稳定的. 如图 2所示.

又由定理 1 可知, 系统 (11) 在奇点 O(0,0) 处

是渐近稳定的. 综上分析可知, 系统 (11) 在 α = 0

时发生了闭轨分岔.

图 1 当 α < 0时自治系统的时频特性 (a)时域波形; (b)相平面图

图 2 当 α > 0时自治系统的时频特性 (a)时域波形; (b)相平面图
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3.2 非自治系统的分岔特性

考虑外扰激励为频率不等的组合谐波激励,设

F(t) = F1 cos(ν1t)+F2 cos(ν2t),则系统 (10)化为组

合激励下的非自治系统为

ẍ+ω2
0 x−α ẋ+ kxcosωt +β ẋ3

=F1 cos(ν1t)+F2 cos(ν2t). (16)

对非线性项冠以小参数 ε ,则系统 (16)可化为

ẍ+ω2
0 x− εα ẋ+ εkxcosωt + εβ ẋ3

=F1 cos(ν1t)+F2 cos(ν2t). (17)

应用多尺度法对系统 (17) 进行分析. 设系统

(17)的解为

x(t,ε) = x0(T0,T1)+ εx1(T0,T1), (18)

式中, T0 = t 为快变时间尺度, T1 = εt 为慢变时间尺

度.将解 (18)代入系统 (17),并考虑方程两边 ε0 和

ε1 的系数分别相等得摄动方程

D2
0x0 +ω2

0 x0 =F1 cos(ν1T0)+F2 cos(ν2T0), (19)

D2
0x1 +ω2

0 x1 =−2D0D1x0 +αD0x0 −β (D0x0)
3

− kx0 cosωT0, (20)

式中 Di = ∂/∂Ti (i = 0,1)为偏微分算子.

设方程 (19)的通解为

x0 = A(T1)e iω0T0 +Λ1 e iν1T0 +Λ2 e iν2T0 + c.c., (21)

式中 A为待定的复函数, Λi =
Fi

2(ω2
0 −ν2

i )
(i = 1,2),

c.c. 代表前面各项的共轭项.

为了简化计算过程且不失一般性, 设 ω = ω0,

将 (21)式代入系统 (20)得

D2
0x1 +ω2

0 x1 =iω0
[
−2D1A+αA−3β (ω2

0 A2Ā+2ν2
1 AΛ 2

1 +2ν2
2 AΛ 2

2 )
]

e iω0T0

+ iν1
[
α −3β (ν2

1Λ 2
1 +2ω2

0 AĀ+2ν2
2Λ 2

2 )
]
Λ1 e iν1T0

+ iν2
[
α −3β (ν2

2Λ 2
2 +2ω2

0 AĀ+2ν2
1Λ 2

1 )
]
Λ2 e iν2T0

− (2/k)Ae2iω0T0 +β iω3
0 A3 e3iω0T0 +β iν3

1Λ 3
1 e3iν1T0 +β iν3

2Λ 3
2 e3iν2T0

+6β iω0ν1ν2AΛ1Λ2 e i(ω0+ν1+ν2)T0 −6β iω0ν1ν2AΛ1Λ2 e i(ω0+ν1−ν2)T0

−6β iω0ν1ν2AΛ1Λ2 e i(ω0−ν1+ν2)T0 +6β iω0ν1ν2AΛ1Λ2 e i(ω0−ν1−ν2)T0

−6β iω0ν1ν2AΛ1Λ2 e i(−ω0+ν1+ν2)T0 +6β iω0ν1ν2AΛ1Λ2 e i(−ω0+ν1−ν2)T0

+6β iω0ν1ν2AΛ1Λ2 e i(−ω0−ν1+ν2)T0

+3β iω0ν2
1 AΛ 2

1 e i(ω0+2ν1)T0 +3β iω0ν2
1 AΛ 2

1 e i(ω0−2ν1)T0

−3β iω0ν2
1 ĀΛ 2

1 e i(−ω0+2ν1)T0 +3β iω0ν2
2 AΛ 2

2 e i(ω0+2ν2)T0

+3β iω0ν2
2 AΛ 2

2 e i(ω0−2ν2)T0 −3β iω0ν2
2 ĀΛ 2

2 e i(−ω0+2ν2)T0

+3β iω2
0 ν1A2Λ1 e i(2ω0+ν1)T0 −3β iω2

0 ν1A2Λ1 e i(2ω0−ν1)T0

+3β iω2
0 ν1Ā2Λ1 e i(−2ω0+ν1)T0 +3β iω2

0 ν2A2Λ2 e i(2ω0+ν2)T0

−3β iω2
0 ν2A2Λ2 e i(2ω0−ν2)T0 +3β iω2

0 ν2Ā2Λ2 e i(−2ω0+ν2)T0

+3β iν2
1 ν2Λ 2

1 Λ2 e i(2ν1+ν2)T0 −3β iν2
1 ν2Λ 2

1 Λ2 e i(2ν1−ν2)T0

+3β iν2
1 ν2Λ 2

1 Λ2 e i(−2ν1+ν2)T0 +3β iν1ν2
2Λ1Λ 2

2 e i(ν1+2ν2)T0

+3β iν1ν2
2Λ1Λ 2

2 e i(ν1−2ν2)T0 −3β iν1ν2
2Λ1Λ 2

2 e i(−ν1+2ν2)T0

− (2/k)Λ1 e i(ω0+ν1)T0 − (2/k)Λ2 e i(ω0+ν2)T0 − (2/k)Λ1 e i(ω0−ν1)T0

− (2/k)Λ2 e i(ω0−ν2)T0 − (2/k)Λ1 e i(−ω0+ν1)T0

− (2/k)Λ2 e i(−ω0+ν2)T0 − (2/k)(A+ Ā)+ c.c. (22)
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(22)式中可能发生多种谐波响应:

1) ω0 ≈ 3νi(i = 1,2),超谐波响应;

2) ω0 ≈
1
3

νi(i = 1,2),次谐波响应;

3) ω0 ≈ 2ν1 ±ν2, ω0 ≈ 2ν2 ±ν1, 2ω0 ≈ ν1 ±ν2,

组合谐波响应.

(22)式中除具有以上单个响应以外,还同时存

在几种响应的组合,即对于相对转动系统可以同时

存在超谐波响应,次谐波响应和组合谐波响应,其

中的任意一种响应或者任意两种响应组合等多种

情况.

本文以 ω0 ≈ 2ν2 −ν1 为例讨论相对转动系统

组合谐波响应情况. 设 ω0 与 2ν2 − ν1 的差别为 ε
的同阶小量,引入调谐参数 σ ,令

2ν2 −ν1 = ω0 + εσ . (23)

根据 (22)式, 含 e iω0T0 项可引起久期项,当满

足该项系数为零时可以消除久期项,得到

iω0
[
−2D1A+αA−3β (ω2

0 A2Ā+2ν2
1 AΛ 2

1

+2ν2
2 AΛ 2

2 )
]
−3β iν1ν2

2Λ1Λ 2
2 e iσT1 = 0. (24)

将复函数 A对 t 求导,得
dA
dt

= D0A+ εD1A, (25)

其中 D0A = 0, D1A由条件 (24)确定,导出 A应满足

的常微分方程为

dA
dt

=− 1
2

αεA+
3
2

βεA(ω2
0 AĀ+2ν2

1Λ 2
1

+2ν2
2Λ 2

2 )+
3

2ω0
βεν1ν2

2Λ1Λ 2
2 e iσT1 . (26)

将复函数 A写成指数形式为

A(T1) =
1
2

a(T1)e iθ(T1), (27)

其中 a(T1)和 θ(T1)皆是 T1 的实函数. 将 (27)式代

入方程 (26)得
dA
dt

=− 1
4

αεae iθ +
3

16
βεa(ω2

0 a2 +8ν2
1Λ 2

1

+8ν2
2Λ 2

2 )e iθ

+
3

2ω0
βεν1ν2

2Λ1Λ 2
2 cos(σT1 −θ)e iθ

+
3i

2ω0
βεν1ν2

2Λ1Λ 2
2 sin(σT1 −θ)e iθ . (28)

将实部与虚部分开, 得到 a(T1) 和 θ(T1) 的一阶常

微分方程组为

ȧ =− 1
2

αεa+
3
8

βεa(ω2
0 a2 +8ν2

1Λ 2
1 +8ν2

2Λ 2
2 )

+
3

ω0
βεν1ν2

2Λ1Λ 2
2 cos(σT1 −θ), (29)

aθ̇ =
3

ω0
βεν1ν2

2Λ1Λ 2
2 sin(σT1 −θ). (30)

令 γ = σT1 − θ , Γ1 = ν1Λ1, Γ2 = ν2Λ2, αε = α1,

βε = β1 上述微分方程组可化为

ȧ =− 1
2

α1a+
3
8

β1a(ω2
0 a2 +8Γ 2

1 +8Γ 2
2 )

+
3

ω0
β1Γ1Γ 2

2 cosγ, (31)

aγ̇ =σa− 3
ω0

β1Γ1Γ 2
2 sinγ. (32)

令 ȧ = γ̇ = 0,并消去 γ ,得到分岔响应方程为[
1
2

α1a− 3
8

β1a(ω2
0 a2 +8Γ 2

1 +8Γ 2
2 )

]2

+σ2a2

=

(
3

ω0
β1Γ1Γ 2

2

)2

. (33)

分岔响应方程整理得

9
64

β 2
1 ω4

0 a6 +

[
9
4

β 2
1 ω2

0 (Γ 2
1 +Γ 2

2 )

− 3
8

α1β1ω2
0

]
a4 +

[
9β 2

1 (Γ 2
1 +Γ 2

2 )2

−3α1β1(Γ 2
1 +Γ 2

2 )+
1
4

α2
1 +σ2

]
a2

− 9
ω0

β 2
1 Γ 2

1 Γ 4
2 = 0. (34)

由分岔响应方程 (34)可以得出,在组合谐波激

励作用下响应幅值 a不仅与阻尼系数 α , β 和外扰
激励的幅值 Fi,频率 νi 有关,而且与调谐参数 σ 有
关,响应幅值 a是由方程 (34)所决定的,不同的组

合激励, 分岔响应方程的解不同,所以相对转动系

统的稳定性也不同.

4 非线性相对转动系统稳定性分析

4.1 外扰激励对相对转动系统分岔行为的
影响

由于混沌运动的复杂性, 需要通过多方面的

分析才能了解其特性. 如通过其时域波形、相

平面图、Poincaré截面等时域特性进行分析. 模型

(16)中,当各参数取值为 α = 0.25, β = 0.1, k =−1,

F1 = F2 = f ,外扰激励参数 f 取不同的值,则可以观

察到相对应的周期解、拟周期解、混沌等. 激励参

数 f 分别取 0.01, 0.3, 0.6, 0.7时, 其相应的时频特

性分别如图 3至图 6所示.
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图 3 f = 0.01时系统的时频特性 (a)时域波形; (b)相平面; (c) Poincaré图

图 4 f = 0.3时系统的时频特性 (a)时域波形; (b)相平面; (c) Poincaré图

054501-6



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 5 (2013) 054501

图 5 f = 0.6时系统的时频特性 (a)时域波形; (b)相平面; (c) Poincaré图

图 6 f = 0.7时系统的时频特性 (a)时域波形; (b)相平面; (c) Poincaré图

054501-7



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 5 (2013) 054501

根据非线性振动与混沌运动的理论可知: 当系

统的运动为周期运动时, 相平面图应为闭合曲线,

Poincaré截面只是一个或两个不动点, 此时系统是

稳定的;当系统进入倍周期运动时, Poincaré截面是

一条闭合曲线,此时运动具有准周期性. 当相平面

图变得杂乱时, 且 Poincaré截面是一些成片的点集

时,系统进入混沌运动,此时系统不稳定. 比较仿真

结果可以看出, 随着 f 值的不断变化, 当 f = 0.01

时系统为周期运动,当 f = 0.3时系统已经进入倍

周期运动阶段,当 f = 0.6,0.7时系统出现混沌特征.

对该非线性传动系统进行更加详细的数值仿

真, 可以得到随 f 值变化的分岔图, 从而可以观察

到出现混沌运动的大面积区域,如图 7所示. 从图

7可以看出,随着系统外扰激励幅值 f 的增加,相对

转动系统从周期运动经历倍周期分岔,最后进入混

沌运动.

图 7 随 f 值变化相对转动系统的分岔图

4.2 阻尼对相对转动系统分岔行为的影响

模型 (16)中,当各参数取值为 β = 0.1, k =−1,

f = 0.7时,改变阻尼参数 α 的大小,可以得相对转

动系统的分岔图,如图 8所示. 从图 8可以得出,系

统随着阻尼参数 α 的增大,相对转动系统从周期运

动经历倍周期分岔,最后进入混沌运动.因此,增大

系统阻尼 (方程中为 -α),有利于相对转动系统处于

稳定状态.

4.3 非线性刚度对相对转动系统分岔行为的
影响

模型 (16) 中, 当各参数取值为 α = 0.25, β =

0.1, f = 0.7时, 改变非线性刚度参数 k 的大小, 可

以得相对转动系统随非线性刚度变化的分岔图,如

图 9所示. 从图 9可以得出,系统随着非线性刚度

参数 k的减小,相对转动系统从周期运动经历倍周

期分岔,最后进入混沌运动.当非线性刚度 k < 0时,

相对转动系统发生混沌的可能性大, 系统不稳定;

当非线性刚度 k > 0时,相对转动系统随非线性刚 k

的增大,系统逐渐变得稳定.

图 8 随阻尼变化相对转动系统的分岔图

图 9 随非线性刚度变化相对转动系统的分岔图

5 结 论

本文对一类具有滑动摩擦力和含参数激励的

时变刚度的两质量相对转动非线性传动系统进行

研究,建立其在外扰激励作用下的非线性系统动力

学方程,并对模型的自治系统和非自治系统进行稳

定性分析.针对所建立的非线性动力学方程, 通过

仿真分析了系统周期运动的稳定性以及通过倍周

期分岔进入混沌的过程. 通过数值仿真发现, 外扰

054501-8



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 5 (2013) 054501

激励、阻尼和非线性刚度的变化都可以使相对系

统的稳定性发生变化,导致系统经历倍周期分岔进

入混动运动,在一定程度上,外扰激励幅值越大,阻

尼越小, 非线性负刚度值越大,相对转动系统越不

稳定, 越容易发生混沌运动.因此适当降低外扰激

励,增大系统阻尼,减小非线性刚度,有利于抑制相

对转动系统混沌运动的产生. 本文研究对于减少工

程中广泛存在的相对转动系统振动现象具有重要

的理论意义.同时为进一步研究大型旋转机械系统

运行和设计提供理论依据.
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Abstract
Using the Lagrange principle of dissipative system, the nonlinear dynamic equation of a relative rotation with combined harmonic

excitation is established, which contains nonlinear stiffness and nonlinear damping. The stability and bifurcation characteristics of
autonomous system are analyzed by constructing Lyapunov function. Bifurcation response equation of non-autonomous system under

the combined harmonic excitation is obtained by the method of multiple scale. Finally, numerical method is employed to analyze
the effects of external excitation, system damping and nonlinear stiffness on the process that the system enter into chaos motion via
period-doubling bifurcation by bifurcation diagram, time domain waveform, phase trajectory and Poincaré map.
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