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外力作用下反馈耦合布朗棘轮的定向输运*
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本文研究了处于外力作用下双阱棘轮势中两个反馈耦合布朗粒子的定向输运性能.通过对过阻尼朗之万方程

的数值求解,详细讨论了外力、热噪声与势阱的不对称参数等对耦合布朗粒子的平均速度、有效扩散系数及 Pe数

的影响.研究发现,平均速度随外力呈周期性的变化规律.同时耦合系统存在最优噪声强度会使定向输运达到最强.

值得指出的是棘轮系统可通过改变双阱势的结构来获得较强的定向流.
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1 引 言

生物体内的细胞分裂、物质输运、ATP合成、
肌肉收缩等一系列重要生命活动都与分子马达的

做功有着密切的联系 [1−3]. 分子马达是能够把化学
能直接转化为机械能,并沿着微管 (微丝)做定向运
动的酶蛋白生物分子. 为了探寻分子马达动力学
机理的合理解释, 人们提出了布朗棘轮模型. 布朗
棘轮是可以整流热噪声并能够产生定向输运的系

统 [4−6],其工作原理可应用于纳米技术和相关生物
学等诸多领域 [7−10].
近年来,有关布朗棘轮的定向输运研究已被广

泛关注. 例如,在温度为 T 的热浴环境中,对两个耦
合布朗粒子的输运研究表明耦合强度、粒子间的

平衡位置以及跃迁率等参量都会影响棘轮系统的

定向输运 [11]. 在延迟时间和非对称驱动力的作用
下,关于处在对称周期势中的布朗粒子的研究发现
当驱动力的频率较低时通过改变驱动力的振幅可

产生粒子流的反转; 当系统处于高频时, 存在驱动
力振幅的最优值使粒子流达到最大 [12]. 另外，关
于棘轮系统的控制方面也日益受到大多数学者的

关注. 通常对周期势的研究主要采用不考虑系统状

态的开环控制策略 [13,14]. 然而,当前一些学者提出
了更为实际的依赖于系统状态的闭环反馈控制策

略 [15−20]. 这种控制方法在实验上可通过监测悬浮
在溶液里的胶体粒子的状态来决定外势的打开或

者关闭 [21]. 研究发现闭环控制下的最优耦合强度
可使布朗粒子的平均速度达到最大 [22,23]. 此外,闭
环控制策略不仅可以解释相关生物分子马达的步

进机理与高效率 [24−27],而且可以改进棘轮的技术
与应用 [28]. 鉴于闭环控制策略在布朗棘轮定向输
运中表现出的优越性能,本文中我们将采用该控制
方法.
目前,关于棘轮系统输运性能的研究主要关注

的是布朗粒子的平均速度.那么反馈控制下热涨落
究竟如何影响耦合系统的定向输运,这一过程我们
并不十分清楚.为了获得耦合布朗粒子定向输运性
能的全面了解,本文除计算了布朗粒子的平均速度
外, 还讨论了有效扩散系数 Deff 及 Pe 数. 通常关
于布朗棘轮的研究采用的是分段锯齿势来描述马

达与微管间的相互作用. 而本文将采用双阱棘轮
势 [29,30] 来代替锯齿势. 由于该棘轮势具有理论上
可计算且实验上可操作的特点,因此双阱棘轮势在
棘轮系统的实现中具有重要意义.本文通过采用闭
环控制策略,研究了处于外力作用下双阱棘轮势中
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两个耦合布朗粒子的定向输运性能.有趣地发现平
均速度会随外力或弹簧长度的改变而呈周期性的

变化规律. 研究还发现系统存在最优噪声强度, 该
强度下耦合布朗棘轮的定向输运可达最大化. 值得
指出的是通过改变势阱的结构可增强棘轮系统的

定向输运.

2 模 型

考虑处于周期势中两个耦合布朗粒子构成的

反馈控制棘轮,采用双阱棘轮势 [29,30]

U(x) =−U1 e−sin2(πx)/2sin2(πR)

−U2 e−sin2(π(x−d))/2sin2(πR), (1)

如图 1 所示, 其中 U1 和 U2 分别表示强阱与弱阱

的深度, d 为两势阱间的距离, R 为势阱的宽度,
β = U1/U2 为势阱的不对称参量,双阱棘轮势的周
期为 L.

图 1 双阱棘轮势的结构示意图

采用过阻尼朗之万方程描述耦合系统的动力

学行为

γ ẋ1(t) =α(t)Fpot(x1(t))− k(x1 − x2 −a)

+ξ1(t)−F, (2)

γ ẋ2(t) =α(t)Fpot(x2(t))+ k(x1 − x2 −a)

+ξ2(t)+F, (3)

其中, t 时刻两个粒子的位置分别为 x1(t) 与 x2(t),
γ 为摩擦系数, k为弹簧的弹性系数, a为弹簧原长.
该系统主要受高斯白噪声 ξ1(t)与 ξ2(t)的作用,并
满足如下统计特性:

⟨ξi(t)⟩= 0, (4)

⟨ξi(t)ξ j(t ′)⟩= 2Dδi jδ (t − t ′), (5)

D 为噪声强度. Fpot(xi(t)) 表示粒子受到外势的作
用,具有如下关系:

Fpot(xi(t)) =−U ′(xi(t)). (6)

(2), (3) 式中 α(t) 为控制开关. 模型中外势的打开
或关闭主要由两个耦合布朗粒子受到的平均作用

力来决定. 当粒子受到的平均作用力为正时让势
打开 (α(t) = 1), 如果平均作用力为负时让势关闭
(α(t) = 0),故控制开关 α(t)可表示为

α(t) =Θ( f (t)) =

 0, f (t)6 0,

1, f (t)> 0,
(7)

其中Θ 为亥维赛函数, f (t)为耦合粒子受到的平均
作用力

f (t) =
1
2
[Fpot(x1(t))+Fpot(x2(t))]. (8)

F 为施于棘轮系统上的外力, 即方程 (2) 中的 −F
表示左端粒子受到的负载力, 方程 (3)中的 +F 表
示施于右端粒子上的驱动力.
为了研究涨落存在时耦合布朗粒子的输运特

性,采用棘轮系统的平均速度来描述粒子的定向输
运. 平均速度的表达式如下 [31]:

⟨V ⟩= lim
T→∞

1
2T

2

∑
i=1

∫ T

0
ẋi(t)dt. (9)

其中, ⟨·⟩ 表示系综平均. 由于布朗粒子在一段时
间内会产生扩散现象,因此引入平均有效扩散系数
Deff 来描述粒子位移的涨落,其表达式如下:

Deff = lim
T→∞

2

∑
i=1

⟨xi(t)2⟩−⟨xi(t)⟩2

2 ·2T
. (10)

对于耦合布朗棘轮来说,仅知道有效扩散系数还不
能对系统的定向输运性能进行全面了解,为此引入
Pe数 [19,32,33],如下式:

Pe =
|V |L
Deff

. (11)

Pe数是描述布朗粒子定向运动与随机扩散之间相
互竞争的物理量. 因此 Pe数越大,表明耦合布朗粒
子的定向输运就越强.
采用随机龙格 -库塔算法对方程 (2)和 (3)进

行数值求解, 模拟了 5× 103 条轨道, 每个轨道取
105 步, 时间步长 h = 10−3, 模型参数取 d = 0.36,
R = 0.15, U1 = 3.2, β = 0.9, L = 1. 无特别说明时
γ = 1.0, a = 0.6, k = 1.2, F = 0.05. 为方便计算,所
有物理量已采用无量纲化处理.

3 结果和讨论

3.1 外力的影响

图 2(a)给出不同热噪声强度 D下,耦合布朗粒
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子的平均速度随外力 F 的变化关系.从图中可以发
现随着外力 F 的增大,平均速度呈周期性的变化规
律,而且这种周期性会随热噪声强度的增大而变得
越来越不明显. 从图 2(a) 中还发现在每个周期内,
总会存在一个外力 F 的最优值使平均速度达到最
大,说明此时耦合系统的定向输运达到最强. 在每
个周期内同时也存在某 F 值使平均速度达到最小.
这一现象说明当布朗粒子受到外力、双阱棘轮势

与热噪声的共同作用时,如果棘轮势的作用强于热
噪声与外力作用时,这种情况下布朗粒子将处于势
阱中而不能越过势垒. 随着噪声强度 D的增大,发
现双阱棘轮势的作用会减小,因此平均速度的周期
性效应也逐渐减弱. 同时还发现耦合布朗粒子的平
均速度会随 D的增加而增大,这一现象说明热噪声
对平均速度会有显著影响.
图 2(b)给出不同热噪声强度下耦合布朗粒子

的有效扩散系数随外力 F 的变化关系曲线.研究发
现当热噪声强度 D较小时,有效扩散系数 Deff 不随

F 呈明显变化,说明温度较低时不利于耦合布朗粒
子的扩散.随着温度的升高,有效扩散系数随 D的
变化明显起来,说明热噪声强度 D越大,粒子越容
易扩散,因此粒子的平均有效扩散系数 Deff也越大.
为了进一步研究耦合布朗棘轮的定向输运性

能,图 2(c)给出系统的 Pe数随外力 F 的变化关系.
结果发现耦合布朗粒子的 Pe数随外力 F 呈准周期
性的变化关系,结果与图 2(a)中平均速度的变化规
律类似. 这是因为当温度不太高时, 对于某一固定
的热噪声强度 D来说 Deff 接近于常量,而 Pe数表
示平均速度与平均有效扩散系数的比, 因此 Pe 数
的改变依赖于平均速度的变化. 同时还发现当外力
F 固定时, D 6 0.04比 D > 0.04时的 Pe数要大.这
说明温度越高, Pe数越小,粒子越不容易产生定向
输运. 因此,为了获得较强的定向输运,适当选取热
噪声是非常必要的.

3.2 热噪声的影响

图 3为不同的势阱不对称参数条件下,耦合布
朗粒子的平均速度随热噪声强度 D的变化关系.从
图中可看出平均速度不是热噪声的单调函数. 发现
当势阱的不对称参数 β > 9时,系统存在最优噪声
值 Dopt使平均速度达到最大,且 β 越大平均速度的
最大值也越大. 当 β < 9 时, 发现对于较小的热噪
声,平均速度随 D增加,而当 D达到一定值时,平均
速度将不再明显变化,且平均速度的稳定值会随着

β 的增加而增大.这说明势阱的不对称参数对耦合

系统的定向输运同样具有显著影响.同时还发现当

噪声强度较小时, 对于不同的 β , 系统的定向输运

都很微弱. 这一现象表明只有当热噪声的作用强于

势阱的作用时耦合系统才会产生明显的定向输运.

图 2 (a) 平均速度 ⟨V ⟩、 (b) 平均有效扩散系数 Deff 和 (c) Pe

数随外力 F 的变化曲线
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3.3 弹簧长度的影响

图 4 给出不同热噪声强度下耦合布朗粒子的
平均速度随弹簧长度 a的变化关系.从图中可以发
现平均速度随 a也呈周期性的变化关系,且平均速
度随着热噪声强度 D的增加而增大,这与文献 [20]
所得到的结果类似, 同样其周期性效应随 D 的增

大也逐渐减弱. 当弹簧长度 a 大致为双阱周期势

的整数倍时, 发现耦合系统的平均速度达到最小.
这是由于此时在外力与热噪声的共同作用下外势

居于主导地位,使得布朗粒子处于势阱中而不能越
过势垒.

图 3 平均速度 ⟨V ⟩随噪声强度 D的变化曲线

图 4 平均速度 ⟨V ⟩随弹簧长度 a的变化曲线

3.4 不对称参数的影响

图 5(a)为不同热噪声强度下,耦合布朗粒子的
平均速度随势阱不对称参数 β 的变化关系.可以看
到耦合布朗粒子的平均速度不是 β 的单调函数,因
此存在 β 的最优值 βopt 使平均速度达到最大.当不
对称参数 β 较大时,平均速度随 β 的增加而趋于稳

定值.同样可以发现对于某一固定值 β , D越大粒子

的平均速度也越大.

图 5 (a)平均速度 ⟨V ⟩、(b)平均有效扩散系数 Deff 和 (c)Pe数

随势阱不对称参数 β 的变化曲线

图 5(b)给出热噪声强度不同时耦合布朗粒子

的平均有效扩散系数 Deff 与势阱不对称参数 β 的
变化关系.发现当 β 不太大时, Deff 随 β 先增大后
减小,在这个变化过程中 Deff 的峰值随噪声强度的

增大而向左移动.当 β 较大时, Deff 不再随 β 的增
加而明显变化，且逐渐趋于稳定值.这表明当势阱

的不对称情况较大时, 粒子将很难扩散. 同时还发

现,当 β 固定时, D越大 Deff 也越大.这再次说明热

噪声对粒子的有效扩散系数 Deff 具有显著的影响.
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图 5(c)表示不同热噪声强度下,耦合布朗粒子
的 Pe数作为势阱不对称参数 β 的函数. 可以发现
Pe数不随 β 单调变化,因此系统同样会存在最优值
βopt 使 Pe数达到最大.同时发现当 β 不太大时,对
于较小的 D值, Pe数的最大值也较大.这意味着可
通过改变势阱结构的方法来增强耦合系统的定向

输运. 研究发现随着 β 的继续增加, Pe数将逐渐趋
于稳定值.此外,研究还发现当 β > 11后,对于某一
固定的 β 值 Pe数随热噪声强度 D的增大而减小.

4 结 论

本文研究了处于外力作用下双阱棘轮势中反

馈耦合布朗粒子的定向输运性能. 通过计算, 详细

分析了外力、热噪声、弹簧长度及势阱的不对称

参数对布朗粒子的平均速度、有效扩散系数及 Pe

数的影响. 很有趣地发现, 随着外力或弹簧长度的

改变,耦合布朗粒子的平均速度呈现周期性的变化

规律.研究发现热噪声对定向输运具有显著的影响,

且系统存在噪声强度的最优值使定向输运的平均

速度达到最大.研究还发现通过改变势阱的结构可

以增强耦合布朗棘轮的定向输运. 上述结论可应用

于渗透、粒子分离与分子马达的控制等方面,对微

观尺度下生物纳米器件的研制具有一定的理论指

导作用.
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Abstract
The directed transport performance of two coupled Brownian particles in the double-well ratchet potential under the external

force has been studied in this paper. Langevin equation in the overdamped regime is solved numerically. The influence of the external
force, the thermal noise, and the asymmetric parameter of the potential on the transport properties of the coupled Brownian particles
including the average velocity, the effective diffusion coefficient Deff, and the Pe number, is discussed in detail. It is found that the
average velocity changes periodically under the external force. Meanwhile, there is an optimal value of the intensity of the thermal
noise at which the current reaches the maximum. It is worthwhile to point out that the enhancement of the current can be achieved by
changing the structure of the ratchet potential.
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