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强度相关耦合双 Jaynes-Cummings模型中的

纠缠和量子失谐*
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研究强度相关耦合双 Jaynes-Cummings模型中,两运动原子初始处于最大纠缠态、光场初始处于单模热态时,

强度相关耦合、热光场平均光子数以及原子运动对两原子的纠缠和量子失谐的影响.结果表明: 考虑强度相关耦合

时,纠缠和量子失谐均出现周期性地消失和回复现象,并且,回复以后的纠缠和量子失谐能达到初始值.腔场温度的

升高会加速纠缠和量子失谐的消失.此外,原子运动的场模结构参数对该模型中的纠缠和量子失谐影响很大,其值

选择合适时,两个原子能够自始至终地保持纠缠或量子失谐状态.
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1 引 言

量子纠缠作为量子信息处理的重要物理资源

受到了人们的广泛关注,并已广泛应用于量子计算
和量子信息科学的各个领域 [1]. 长时间纠缠的量子
纠缠态能在大范围量子网络工作和量子中继站 [2,3]

中实现远距离量子通信起重要作用,因此人们希望
量子纠缠态能够有高的纠缠度和长的纠缠保持时

间. 然而, 实际应用时, 纠缠体系不可避免地会与
环境相互作用,从而在计算装置和通讯通道中产生
退相干效应,导致纠缠衰减甚至突然消失 [4], 这是
实现各种量子信息过程的严重障碍.文献 [5]对双
Jaynes-Cummings (J-C)模型 (可以模拟为量子网络
中相距遥远的两节点) 系统中的两个二能级原子的
纠缠进行了研究,发现初始纠缠后来无相互作用的
两个二能级原子在与各自腔场相互作用时,原子纠
缠并不是稳定的,而是周期性地退纠缠或者突然消
失. 因此无相互作用量子系统间的纠缠动力学, 以
及如何防止其纠缠衰减或突然消失,已成为当前量

子信息处理的一个关键课题 [6−9].

量子光学中 J-C模型 [10] 是描述原子与光场相

互作用的经典模型,但它只考虑原子和光场的耦合
程度与光场强度无关的情况. 为了反映原子与光场
相互作用对光场强度的依赖关系, 1981年 Buck和
Sukumar提出了一个强度相关耦合 J-C模型 [11]. 而
后很多研究者发现该模型中的稳态纠缠 [12,13]、方

差压缩的回复与崩塌现象 [14] 以及双 J-C模型中的
纠缠转换 [15] 等具有严格的周期性. 本文考虑由两
个强度相关耦合 J-C模型组成的系统,其中包含两
个物理上完全分离的单模量子化腔场,每腔中有一
个运动的二能级原子. 每一个原子只能单独地与自
己所在的腔场发生相互作用,而两个原子之间没有
任何相互作用. 初始时刻,两原子处于最大纠缠态、
光场处于单模热混合态. 众所皆知, 由于量子系统
与环境的相互作用, 纯态的纠缠很难保持和操纵,
因此研究混合态的纠缠尤为重要.热态是一种处于
热平衡温度下的混合态,因此本文研究腔场处于热
态的情形.

近来的研究表明, 对于混合态而言, 有些非纠
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缠态也包含一部分量子关联 [16], 也能执行经典计
算机所无法完成的任务 [17,18]. 随后, Ollivier 等发
现量子纠缠并不包含所有的量子关联,有些分离态
也存在一部分量子关联,于是他们提出了一个新的
度量量子关联的物理量—–量子失谐 (discord)[19].
2008年, Lanyon等 [20] 在实验上实现了基于量子失

谐而不是基于量子纠缠的量子计算.目前的研究已
经发现量子失谐可以应用于实现单量子比特的确

定性量子计算 (DQC1)[17,21]、估计Grover搜索算法
中的量子关联 [22]、研究量子相变 [23] 等. 这些工作
使得量子失谐引起了广泛的关注 [24−26]. 本文在计
算两原子的量子纠缠时, 还计算量子失谐, 并比较
分析纠缠和量子失谐这两种量子信息资源,哪一种
对热噪声环境有更强的抵抗力、更适合用于量子

信息处理.

2 系统模型和约化密度矩阵

考虑由两个强度相关耦合 J-C 模型组成的系
统,该系统由两个运动的二能级原子 (用 A和 B标
记)和两个分离的单模量子化腔场 (用 a和 b标记)
组成, 其中原子 A 与初始处于热混合态的光场 a
相互作用,原子 B与场 b作用,而两个原子之间没
有任何相互作用. 该双 J-C 模型的哈密顿量可以
表示为

H = HA +HB, (1)

在旋波近似下, 考虑原子运动的强度相关耦合 J-C
模型哈密顿量 HA 和 HB 可以表示为 (设 h̄ = 1)[11]

H j =ω ja
†
ja j +ω0 jSz

j +g j f j(z)(S+j a j

√
a†

ja j

+
√

a†
ja ja

†
jS

−
j ), ( j = A,B), (2)

式中 a†
j , a j 分别表示频率为 ω j 的光场的产生和湮

没算符, Sz
j, S+j , S−j 是跃迁频率为 ω0 j 的原子的反

转和跃迁算符. g j 为光场与原子之间的有效耦合

常数, f j(z)为场模的形式参数. 设原子沿 z轴运动,
因此只需要考虑模场形式函数对 z轴的依赖关系.
因此原子运动可以具体化为 f j(z) −→ f j(v jt), 式
中 v j 为原子运动的速度.为了具体讨论方便,定义
TEMmnp模

[27]

f j(v jt) = sin
(

p jv jπt
L j

)
, (3)

式中 p j( j =A,B)表示长度为 L j的腔中模场的半波

数. 为了简单起见,假设 pA = pB = p, LA = LB = L,
ω0A = ω0B = ω0, ωA = ωB = ω , gA = gB = g,并且考

虑运动二能级原子与场共振作用 (即 ω0 = ω). 在相
互作用表象中, 由 (2)式表示的哈密顿量的时间演
化算符为
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ja j +1)gθ j(t)]
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式中 θ j(t) =
∫ t

0 f (v jt ′)dt ′ = [1− cos(β jt)]/β j, β j =

pπv j/L. 选择原子的运动速度 vA = gL/π = vB = v,
θ(t)可以表示为

θ(t) =
1
pg

[
1− cos(pgt)

]
. (5)

假 设 两 原 子 初 始 处 于 最 大 纠 缠 纯 态

|Φ(0)⟩AB = (|eg⟩+ |ge⟩)/
√

2. 两腔场 a 和 b 初始
处于单模热态

ρfa(0) = ∑
n

Pn|n⟩⟨n|,

ρfb(0) = ∑
m

Pm|m⟩⟨m|. (6)

其中 Pn 和 Pm 是权重函数

Pn =
n̄n

(1+ n̄)n+1 ,

Pm =
m̄m

(1+ m̄)m+1 , (7)

n̄ = [exp(h̄ω/kBTa)−1]−1, m̄ = [exp(h̄ω/kBTb)−1]−1

分别表示腔场 a和腔场 b的平均光子数,由腔体的
热平衡温度决定, kB 是波尔兹曼常数.
根据初始条件和演化算符 (4)式, 可以求得任

意时刻该双 J-C模型的密度算符

ρ(t) =UIA ⊗UIB
[
ρAB(0)⊗ρ f a(0)

⊗ρ f b(0)]U
†
IB ⊗U†

IA, (8)

其中 ρAB(0) = |Ψ(0)⟩⟨Ψ(0)| 为初始时刻的原子密
度算符. 对场变量求迹, 可得任意时刻两原子的约
化密度算符 ρAB(t). 在原子基 |ee⟩, |eg⟩, |ge⟩, |gg⟩下,
约化密度矩阵 ρAB(t)可以表示为

ρAB(t) = Tra,b[ρ(t)]

=


ρ11 0 0 0

0 ρ22 ρ23 0

0 ρ32 ρ33 0

0 0 0 ρ44

 , (9)
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矩阵元
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)
,

ρ32 =ρ∗
23, ρ44 = 1−ρ11 −ρ22 −ρ33. (10)

其中 ∗表示复数共轭, Pn 和 Pm 由方程 (7)确定,时
间相关函数

Cn = cos[ngθ(t)], Sn = sin[ngθ(t)], (11)

式中 θ(t)由 (5)式确定.
为了比较量子纠缠和量子失谐, 在下一节, 我

们将利用两原子的约化密度矩阵 (9), 并借助于数
值计算,展示该系统中两原子的量子纠缠和量子失
谐演化规律.

3 数值结果和讨论

能用来量度两个量子比特之间纠缠的方法有

很多种,本文用的是Wootters等 [28,29] 提出的方法,
即共生纠缠度 C (concurrence),定义为

C = max(0,
√

λ1 −
√

λ2 −
√

λ3 −
√

λ4), (12)

式中 λ1, · · · ,λ4是矩阵 ρ̃ = ρ(σy⊗σy)ρ∗(σy⊗σy)的

本征值, ρ 是量子态的密度矩阵. 共生纠缠度 C 的
取值范围是 0到 1, C = 0时没有纠缠而 C = 1为最
大纠缠态. 由密度矩阵 (9)表示的原子纠缠的共生
纠缠度为

C(t) = 2max
{

0, |ρ23|−
√

ρ11ρ44
}
. (13)

两体复合系统的量子失谐定义为子系统间的

总关联 I (ρAB)与经典关联Q(ρAB)的差值
[19]

D(ρAB) = I (ρAB)−Q(ρAB). (14)

两体复合系统 ρAB 的两个子系统 A和 B之间的总
关联 I (ρAB)由量子互信息来度量

I (ρAB) = S(ρA)+S(ρB)−S(ρAB), (15)

式中 S(ρAB) =−Tr(ρAB log2 ρAB)是冯诺依曼熵
[30],

ρA = TrB(ρAB) 和 ρB = TrA(ρAB) 分别是子系统 A
和 B的约化密度算符.子系统 A和 B之间的经典
关联定义为 [19,31]

Q(ρAB) = max
{Πk}

[
S(ρA)−∑

k
pkS(ρk)

]
, (16)

其中 {Πk} 是作用在 B 系统上的一组投影算
符, ρk = TrB[(IA ⊗ Πk)ρAB(IA ⊗ Πk)]/pk 表示测量

结果为 k 的子系统 A 的状态, 其相应的概率为
pk = TrAB[(IA ⊗Πk)ρAB(IA ⊗Πk)].
量子失谐的计算比较复杂,很难得到解析表达

式, 本文采用数值模拟的方法来计算. 选择一组投
影测量算符

{
Π1 = |ϑ∥⟩⟨ϑ∥|,Π2 = |ϑ⊥⟩⟨ϑ⊥|

}
,其中

|ϑ∥⟩= cosϑ |0⟩+ e iϕ sinϑ |1⟩和 |ϑ⊥⟩=−cosϑ |1⟩+
e−iϕ sinϑ |0⟩. 对其中一个子系统 (比如 qubit B)进
行局域测量,然后对参数 ϑ 和 ϕ 分别从 0到 2π做
循环,以求得Q(ρAB)的最大值,进一步求得量子失
谐. 数值结果如图 1、图 2、图 3和图 4所示,其中
虚线表示量子纠缠,实线表示量子失谐.
图 1展示了既不考虑强度相关耦合,也不考虑

原子运动时,热噪声环境下双 J-C模型中的远距原
子纠缠和量子失谐演化规律,腔体热环境温度的高
低由平均光子数的取值不同来体现. 当平均光子数
值很小时,如图 1(a)n̄ = m̄ = 0.1,纠缠出现周期性地
消失与回复,量子失谐的演化与纠缠类似. 将平均
光子数值增大到 1,纠缠在很短的时间内就消失,然
后偶有回复,然而量子失谐仍然出现近似周期性地
回复,如图 1(b)所示. 将平均光子数值增大到 10时,
从如图 1(c)可以看出,纠缠和量子失谐均在很短时
间内消失,并且不再回复.这是因为,平均光子数值
增大,相应地,腔体的温度升高,高温导致两原子的
纠缠和量子失谐快速衰减.
光场强度相关耦合对 J-C 模型中的原子纠缠

和量子失谐影响如图 2、图 3和图 4所示,其中图
2展示的是不考虑原子运动的情形. 对比图 2和图
1,不难发现,纠缠和量子失谐在考虑强度相关耦合
时对噪声环境干扰的抵御力更强. 纠缠和量子失谐
均出现周期性地消失和回复现象, 周期为 π/g, 并
且, 回复以后的纠缠和量子失谐能达到初始值. 在
其他各类研究强度相关耦合模型的文献中,也发现
了其量子特性 [14]、量子纠缠 [15] 等具有严格的周

期性. 在图 2(b)中, 平均光子数的值取 1, 与取 0.1
时的情况相比,此时两个原子处于退纠缠或无量子
失谐的时间更长,这是因为腔场温度的升高加速了
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纠缠和量子失谐的消失. 在腔体高温环境下, 如图
2(c) n̄ = m̄ = 10,与图 1(c)不同的是,纠缠和量子失
谐消失一段时间以后又回复了,并且是周期性地消
失与回复.纠缠和量子失谐的不同在于: 纠缠在很
短时间内突然消失,而量子失谐则是缓慢的衰减到
零. 此外,回复的纠缠并不是每次都能达到初始值,
而量子失谐则每次都能达到其初始值.

图 1 不考虑原子运动也无强度依赖耦合时双 J-C模型中的原
子纠缠和量子失谐演化规律 (a) n̄ = m̄ = 0.1; (b) n̄ = m̄ = 1; (c)
n̄ = m̄ = 10

考虑原子运动情况下,场模结构参数取值的不
同对强度相关耦合双 J-C 模型中原子纠缠和量子
失谐的影响如图 3和图 4所示,在图 3中场模结构
参数值取 1,可以看出纠缠和量子失谐周期性地消

图 2 不考虑原子运动时强度相关耦合双 J-C 模型中的原子
纠缠和量子失谐演化规律 (a) n̄ = m̄ = 0.1; (b) n̄ = m̄ = 1; (c)
n̄ = m̄ = 10

失和回复, 温度越高, 消失越快, 处于退纠缠和无

量子失谐的时间越长, 但每次回复后能达到初

始值. 从图中可以看出, 三种取值情况下回复的

周期均为 2π/g, 可见, 平均光子数的取值不同并

不影响纠缠和量子失谐演化的周期. 分析 (5) 式,

θ(t) =
1
pg

[
1− cos(pgt)

]
, 可以得到 θ(t) 是周期函

数, 周期为 2π/(pg), 而在图 3 中, p = 1. 比较图

1、图 2、图 3 和图 4 可以看出, 影响纠缠和量子

失谐演化周期的是场模结构参数, 以及是否考虑

强度相关耦合. 图 4 展示了场模结构参数值增大

以后, 强度相关耦合双 J-C 模型中原子纠缠和量
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子失谐的演化情况. 由图可以看出其演化周期为
π/(2g)(= 2π/(pg)). 此外,我们惊喜地发现: 在这种
情况下,两个原子能够自始至终地保持量子关联状
态,如图 4(a)所示. 且随着腔体温度的升高 (对应平
均光子数值由 0.1增加到 1, 再到 10), 两原子的量
子纠缠出现突然消失现象,而量子失谐则始终存在,
不会消失.因此,较纠缠而言,量子失谐在高温环境
下有更强的抵御能力. 这些结果表明, 在热噪声环
境下,可以通过调节场模结构参数的取值来调控纠
缠或者量子失谐.

图 3 原子运动 v = gL/π、场模结构参数 p = 1 时强度相
关耦合双 J-C 模型中的原子纠缠和量子失谐演化规律 (a)
n̄ = m̄ = 0.1; (b) n̄ = m̄ = 1; (c) n̄ = m̄ = 10

值得注意的是, 当两原子初始状态处于

|Φ(0)⟩AB = (|ee⟩+ |gg⟩)/
√

2、光场仍为单模热态
时, 本文所考虑模型中的原子纠缠和量子失谐演
化规律与上面展示的初态为 |Φ(0)⟩AB = (|eg⟩+
|ge⟩)/

√
2时的规律相类似.

图 4 原子运动 v = gL/π、场模结构参数 p = 4 时强度相
关耦合双 J-C 模型中的原子纠缠和量子失谐演化规律 (a)
n̄ = m̄ = 0.1; (b) n̄ = m̄ = 1; (c) n̄ = m̄ = 10

4 结 论

本文考虑由两个强度相关耦合双 J-C 模型组
成的系统,研究两运动原子初始处于最大纠缠态、
光场初始处于单模热态时,强度相关耦合、原子运
动以及热光场平均光子数对两原子的纠缠和量子
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失谐的影响. 数值结果表明, 既不考虑强度相关耦
合、也不考虑原子运动时,纠缠和量子失谐均在很
短时间内消失, 然后偶有回复. 考虑强度相关耦合
时,纠缠和量子失谐对噪声环境干扰的抵御力更强,
两者都出现周期性地消失和回复现象, 并且, 回复
以后的纠缠和量子失谐能达到初始值.纠缠和量子
失谐的不同在于: 纠缠在很短时间内突然消失,而
量子失谐则是缓慢地衰减到零. 腔场温度的升高会
加速纠缠和量子失谐的消失. 此外, 原子运动的场
模结构参数对强度相关耦合双 J-C 模型中的纠缠

和量子失谐影响很大, 其值选择合适时, 两个原子
能够自始至终地保持纠缠或量子关联状态. 这表明,
在热噪声环境下,可以通过调节场模结构参数的取
值来调控纠缠或者量子失谐. 众所皆知, 原子总是
处于运动状态的,因此考虑原子运动比假设原子静
止更符合实际情况. 而且随着激光致冷和原子囚禁
技术的发展,冷原子和超冷原子的获得必须考虑原
子的空间运动和量子化光场的非均匀性. 因此本文
的研究结果对热噪声环境下的纠缠和量子失谐调
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Abstract
Considering a double J-C model with intensity-dependent coupling, we have studied the effects of the intensity-dependent cou-

pling, the mean photon numbers and the atomic motion, on the entanglement and quantum discord between the two two-level atoms
when the moving atoms are initially in a maximally entangled state and the fields are in the single-mode thermal fields. The results
show that, the entanglement and quantum discord disappear and revive periodically, and can have up to their starting values after re-
vival. A rise in cavity temperature accelerates the death of the entanglement and quantum discord. In addition, the field-mode structural
parameter has a strong effect on the entanglement and quantum discord in the system. When the field-mode structural parameter takes
a suitable value, the entanglement and quantum discord of the two atoms can be kept from start to finish.
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