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任意磁化方向铁氧体电磁散射时域有限差分

分析的 Z变换方法*
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利用坐标系转换矩阵给出实验室系中饱和磁化铁氧体的频域磁化率张量,采用部分分式展开方法通过 Z变换

得到磁化率张量的 Z域形式,给出了任意磁化方向铁氧体电磁散射的 Z变换 -时域有限差分算法. 计算了饱和磁化

铁氧体球的同极化和交叉极化后向雷达散射截面,结果表明了算法的正确有效性.
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1 引 言

铁氧体材料为磁色散介质,在有外加磁场时又

是磁各向异性介质. 近年来, 对其物理特性的研究

已成为热点之一,如文献 [1, 2]分别研究了磁化铁

氧体材料的自旋电流及自旋极化电流的影响和作

用. 磁化铁氧体材料的磁导系数是频率的张量函

数,对含有磁化铁氧体目标的电磁散射进行严格三

维分析是非常困难的. 本文主要研究应用于磁各

向异性色散介质的电磁散射的时域有限差分 (finite

difference time domain, FDTD)算法. 文献中处理各

向同性色散介质电磁问题的 FDTD方法有: 递归卷

积 (recursive convolution, RC)法 [3]、分段线性递归

卷积 (piecewise linear recursive convolution, PLRC)

法 [4]、电流密度卷积 (current density convolution,

JEC)法 [5]、分段线性电流密度递归卷积 (piecewise

linear current density recursive convolution, PLJERC)

法 [6,7]、辅助方程 (auxiliary differential equation,

ADE) 法 [8,9]、Z 变换 (Z-transform, ZT) 法 [10−12]、

移位算子 (shift operator, SO) 法 [13] 和半解析递

推卷积 (semianalytical recursive convolution, SARC)

法 [14] 等. 外加磁场时铁氧体介质具有磁各向异性

色散特性, 因此对磁化铁氧体问题, 需要将上述算

法进行推广. Chen等 [15,16] 计算分析了处于自由空

间和波导内的饱和磁化铁氧体目标的环流特征. 杨

利霞等分别采用 Padé-FDTD法 [17], RC-FDTD法 [18]

和直接差分法 [19] 计算了饱和磁化铁氧体球的电磁

散射.

Z 变换法是数字信号处理中处理离散信号的

一种常用的变换方法 [20]. 在 FDTD法中运用 Z变

换的优点是将与频率相关的媒质的介电常数由频

域变换到 Z 域, 把时域中的卷积积分转化为 Z 域

内的乘法, 可以方便地求出媒质的差分方程, 避免

了时域卷积运算.本文根据饱和磁化铁氧体介质电

磁特性, 将 Z 变换法推广应用于任意磁化方向的

铁氧体目标 FDTD分析.考虑到在实验室参照系中

饱和磁化铁氧体磁导系数张量的形式和磁化方向

密切相关,首先利用坐标系转换矩阵给出实验室系

中饱和磁化铁氧体的频域磁化率张量,再采用部分

分式展开方法通过 Z变换得到磁化率张量的 Z域

形式, 最后将饱和磁化铁氧体的频域磁本构关系

转换到 Z 域再根据移位定理转换到离散时域, 从

而实现电磁场量 B →H 的迭代计算.该方法对于
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研究铁氧体目标处于任意方向外磁场情况下的电

磁散射问题具有应用价值. 作为验证, 计算了饱和

磁化铁氧体球的后向雷达散射截面 (radar scattering

cross-section, RCS),所得结果与文献 [21]结果一致.

理论推导及算例表明该方法是正确有效的. 文中时

谐因子取 exp(jωt).

2 饱和磁化铁氧体 Maxwell 旋度方程
和频域本构关系

饱和磁化铁氧体介质的 Maxwell 旋度方程及

频域本构关系为

∂E/∂ t = (∇×H)/ε0, (1)

∂B/∂ t =−∇×E, (2)

B(ω) = µ0µr(ω) ·H(ω), (3)

其中 µr(ω) 是饱和磁化铁氧体相对磁导系数张量

的频域形式. 按标准 Yee元胞 [22]对旋度方程 (1)和

(2)式差分离散便可实现H →E →B 的 FDTD迭

代计算,而要实现 B →H 的迭代计算则需要对频

域本构关系 (3)式进行特殊处理. (3)式可以写为另

一种形式 [23]

B(ω) = µ0µ∞H(ω)+µ0M(ω), (4)

其中 µ∞ 是无限大频率时的相对磁导系数张量, M

为磁化矢量

M(ω) = χm(ω)H(ω), (5)

其中 χm(ω) 为频域磁化率张量, 设 χmαβ (ω) 是

χm(ω)的元素 (α,β = x,y,z),有

χm(ω) =


χmxx(ω) χmxy (ω) χmxz(ω)

χmyy(ω) χmyy (ω) χmyz(ω)

χmzx(ω) χmzy (ω) χmzz(ω)

 . (6)

由 (3)—(5)式可知

µr(ω) = µ∞ +χm(ω). (7)

3 频域磁化率张量从外磁场坐标系到
实验室坐标系的转换

各向异性介质的本构参数与所选取的坐标系

有关. 饱和磁化铁氧体的磁化率张量在外磁场坐标

系 (设为 x′y′z′ 系)中有简单的表达式, 而电磁测量

往往在实验室坐标系 (设为 xyz系)下进行. 下面根

据外磁场系和实验室系的转换矩阵以及外磁场系

中饱和磁化铁氧体的相对磁导系数张量,得到实验

室系中磁化率张量的表达式.

图 1 外磁场 (x′y′z′)系和实验室 (xyz)系

建立外磁场直角坐标系: x′y′z′ 系,并令外磁场

H0方向为 z′轴正向,即H0 = ẑ′H0, ẑ′为 z′轴正向

单位矢, H0 是H0 的大小. 设外磁场H0 在实验室

直角坐标系 (xyz系)中的方向角为 θt, φt,如图 1所

示.

设 x′y′z′ 系中, 饱和磁化铁氧体的相对磁导系

数张量为 µ′
r(ω),根据文献 [23]有

µ′
r(ω) =


µx′x′(ω) µx′y′ (ω) µx′z′(ω)

µy′x′(ω) µy′y′ (ω) µy′z′(ω)

µz′x′(ω) µz′y′ (ω) µz′z′(ω)



=


µr µrg 0

−µrg µr 0

0 0 µrz

 , (8)

式中

µr =1+
(ω0 + jωα)ωm

(ω0 + jωα)2 −ω2
,

µrg =
jωωm

(ω0 + jωα)2 −ω2
,

µrz =1, (9)

上式中 ω0 = γH0, γ = 1.76×107 rad/Oe · s为旋磁比,

ωm = γ4πMs, Ms 为饱和磁化率, α 为阻尼因子.

设 µ′
∞ 和 χ′

m(ω)分别是 x′y′z′ 系中无限大频率

时的相对磁导系数张量和频域磁化率张量, 由 (7)
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式可知

µ′
r(ω) = µ′

∞ +χ′
m(ω). (10)

设 µ′
∞ 为单位矩阵,即

µ′
∞ = I =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 . (11)

由 (8)—(11)式可得到 x′y′z′系中

χ′
m(ω) =


χmx′x′(ω) χmx′y′(ω) χmx′z′(ω)

χmy′x′(ω) χmy′y′(ω) χmy′z′(ω)

χmz′x′(ω) χmz′y′(ω) χmz′z′(ω)



=


χmr χmrg 0

−χmrg χmr 0

0 0 0

 , (12)

其中

χmr(ω) =
(ω0 + jωα)ωm

(ω0 + jωα)2 −ω2
,

χmrg(ω) =
jωωm

(ω0 + jωα)2 −ω2
. (13)

可以证明 (12)式中

χmx′x′(ω) =χmy′y′ (ω) =

2
∑

n=0
pn (jω)n

2
∑

n=0
qn (jω)n

,

χmx′y′(ω) =−χmy′x′ (ω) =

2
∑

n=0
px′y′n (jω)n

2
∑

n=0
qn (jω)n

, (14)

其中

p0 = ω0ωm, p1 = αωm, p2 = 0,

px′y′0 = 0, px′y′1 = ωm, px′y′2 = 0,

q0 = ω2
0 , q1 = 2αω0, q2 = α2 +1. (15)

xyz 系中的 µr(ω) 可由 x′y′z′ 系中的 µ′
r(ω) 通过转

换计算得到 [24]

µr(ω) =UT ·µ′
r(ω) ·U , (16)

U 为 x′y′z′ 系到 xyz 系的转换矩阵, UT 是 U 的转

置矩阵,且

U =


cosφt −sinφt 0

cosθt sinφt cosθt cosφt −sinθt

sinθt sinφt sinθt cosφt cosθt

 . (17)

将 (10)式代入 (16)式有

µr(ω) =µ∞ +χm(ω) =UT ·
[
µ′

∞ +χ′
m(ω)

]
·U

=UT ·µ ′
∞ ·U +UT ·χ′

m(ω) ·U , (18)

即有

µ∞ =UT ·µ′
∞ ·U = I =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

χm(ω) =


χmxx(ω) χmxy (ω) χmxz(ω)

χmyx(ω) χmyy (ω) χmyz(ω)

χmzx(ω) χmzy (ω) χmzz(ω)


=UT ·χ′

m(ω) ·U . (19)

根据 (12), (14), (16) 式可知, χm(ω) 的各元素也可

写成 jω 的有理分数形式

χmαβ (ω) =

2
∑

n=0
pαβn (jω)n

2
∑

n=0
qn (jω)n

(α,β = x,y,z), (20)

其中 qn 的值见 (15)式, pαβn 的值可由 (15)和 (19)

式计算得到,即
pxxn pxyn pxzn

pyxn pyyn pyzn

pzxn pzyn pzzn



=UT ·


pn px′y′n 0

−px′y′n pn 0

0 0 pz′n

 ·U

(n = 0,1,2). (21)

4 实验室系中极化率张量的 Z域形式

由上可知, χm(ω) 各个元素 χmαβ (ω) 可写成

jω 的有理分式的真分式,可采用部分分式展开法展

开为部分分式进而转换到 Z域.令

χmαβ (ω) =
1

α2 +1
Bαβ (jω)

A(jω)
, (22)

由 (15), (20)式知 A(jω)有两个共轭复数单根 (2单

极点),即 A(jω)可写为

A(jω) = (jω −a0)(jω −a1) , (23)
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2个共轭复数单根为

a∗1 = a0 =
−αω0

α2 +1
− j

ω0

α2 +1
. (24)

根据部分分式展开法, χmαβ (ω)可展开为部分分式

χmαβ (ω) =
1

α2 +1

[
Kαβ0

(jω −a0)
+

Kαβ1

(jω −a1)

]
, (25)

其中系数

K∗
αβ1 = Kαβ0 = (jω −a0)χmαβ (ω)

∣∣
jω=a0

. (26)

令

Kαβ0 =
∣∣Kαβ0

∣∣exp
(
jφαβ

)
, (27)∣∣Kαβ0

∣∣和 φαβ 分别为 Kαβ0 的模和相角,从而有

χmαβ (ω) =
2
∣∣Kαβ0

∣∣
α2 +1

×

[
cos(φαβ ) · [(jω)−Re(a0)]− sin(φαβ ) · Im(a0)

[Re(a0)]
2 +[Im(a0)]

2 −2(jω) [Re(a0)]−ω2

]
.

(28)

上式的 Z域形式为

χmαβ (z)

=
2

α2 +1
(
χ1αβ +χ2αβ · z−1)

×
[

1−2exp
(
− αω0

α2 +1
∆t
)

cos
(

ω0

α2 +1
∆t
)

z−1

+ exp
(
−2

αω0

α2 +1
∆t
)

z−2
]−1

. (29)

其中

χ1αβ = Re
(
Kαβ0

)
,

χ2αβ =

[
Im

(
Kαβ0

)
sin

(
ω0

α2 +1
∆t
)

−Re
(
Kαβ0

)
cos

(
ω0

α2 +1
∆t
)]

× exp
(
− αω0

α2 +1
∆t
)
, (30)

设其为张量 χ1 和 χ2 的元素,在 (29), (30)式中同

时考虑了 (24)式.

5 饱和磁化铁氧体的 Z变换—– FDTD
方法

饱和磁化铁氧体频域本构关系 (4)式和磁化矢

量 (5)式的 Z域形式为

B(z) = µ0 [H(z)+M(z)] , (31)

M(z) = ∆tχm(z) ·H(z). (32)

将 (29), (30)式代入 (32)式并整理得

M(z)

=2exp
(
− αω0

α2 +1
∆t
)

cos
(

ω0

α2 +1
∆t
)

z−1M(z)

− exp
(
−2

αω0

α2 +1
∆t
)

z−2M(z)

+
2∆t

α2 +1
[
χ1 ·H(z)+χ2 · z−1H(z)

]
. (33)

将 (33)式代入 (31)式并整理得(
I+

2∆t
α2 +1

χ1

)
·H(z)

=
B(z)

µ0
−2exp

(
− αω0

α2 +1
∆t
)

× cos
(

ω0

α2 +1
∆t
)

z−1M(z)

+ exp
(
−2

αω0

α2 +1
∆t
)

z−2M(z)

− 2∆t
α2 +1

χ2 · z−1H(z). (34)

根据 Z域和离散时域对应关系和移位定理 [22], 可

以将以上 Z 域关系式过渡到离散时域, 于是得到

(33), (34)式对应的离散时域形式为

M n+1/2(t)

=2exp
(
− αω0

α2 +1
∆t
)

cos
(

ω0

α2 +1
∆t
)
M n−1/2(t)

− exp
(
−2

αω0

α2 +1
∆t
)
M n−1−1/2(t)

+
2∆t

α2 +1
[
χ1 ·Hn+1/2(t)+χ2 ·Hn−1/2(t)

]
, (35)

Hn+1/2(t)

=

(
I+

2∆t
α2 +1

χ1

)−1{Bn+1/2(t)
µ0

−2exp
(
− αω0

α2 +1
∆t
)

cos
(

ω0

α2 +1
∆t
)
M n−1/2(t)

+ exp
(
−2

αω0

α2 +1
∆t
)
M n−1−1/2(t)

− 2∆t
α2 +1

χ2 ·Hn−1/2(t)
}
, (36)

其中

(
I+

2∆t
α2 +1

χ1

)−1

表示

(
I+

2∆t
α2 +1

χ1

)
的

逆矩阵.

综上所述, 可以得到饱和磁化铁氧体的 ZT-

FDTD计算步骤:

1)由B,M →H ,用 (36)式计算;
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2)由H →M ,用 (35)式计算;

3)由H →E →B,用旋度方程 (1), (2)式的差

分离散式计算;

4)回到步骤 1).

6 算例验证及数值结果

饱和磁化铁氧体球半径为 d = 1.5 cm,参数为

ω0 = 2π×20×109 rad/s,

ωm = 2π×1010 rad/s,

α = 0.1. (37)

设 x方向极化的平面高斯脉冲

Ex(t) = exp
[
−4π(t − t0)2

τ2

]

沿 z方向入射,其中 τ = 34∆t 和 t0 = 0.8τ .

图 2(a)和 (b)分别为该饱和磁化铁氧体球的同

极化和交叉极化后向 RCS.图中实线表示当外加磁

场沿 z轴正向 (θt = 0, φt = 0)时, 本文方法的计算

结果,作为对比, 图中同时给出了文献 [21]的计算

结果,在图中用圆圈表示. 由图可见,两者符合得非

常好.

在图 2 中同时给出了当外加磁场沿 x 轴正向

(θt = 90◦, φt = 90◦)时该球的后向 RCS,在图 2中用

虚线表示. 由图 2(a)可见,两种外磁场方向情形下,

该铁氧体球的同极化后向 RCS在频率小于 12GHz

时几乎无差别,在更高频率时将略有不同;而又由

图 2(b) 所示, 该铁氧体球的交叉极化后向 RCS 对

外磁场方向非常敏感,在该算例的两种外磁场方向

情形下,其差别很大.

图 2 饱和磁化铁氧体球的后向雷达散射截面 (a)同极化, (b)交叉极化

7 结 论

利用坐标系转换矩阵给出实验室系中饱和磁

化铁氧体的频域磁化率张量,并采用部分分式展开

方法通过 Z变换得到磁化率张量的 Z域形式,以 Z

变换为桥梁将饱和磁化铁氧体的频域磁本构关系

转换到离散时域,实现了电磁场量 B →H 的迭代

计算.从而给出了任意磁化方向铁氧体电磁散射的

ZT-FDTD 算法, 该方法对于研究铁氧体目标处于

任意方向外磁场情况下的电磁散射问题具有应用

价值. 作为验证, 计算了饱和磁化铁氧体球的后向

RCS, 所得结果与文献结果一致. 理论推导及算例

表明该方法正确可行,推导简单,概念简明.
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Z-transform algorithm in the finite-difference time
domain analysis of ferrite subject to an arbitrary

direction of external magnetic field∗
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Abstract
The susceptibility tensor of saturated magnetized ferrite in frequency domain in laboratory coordinate system is gained by using

the transfer matrix between the principal and the laboratory system, and then its form in Z-domain is derived by Z-transform (ZT). The
ZT-finite-difference time domain method applied to the ferrite subject to an arbitrary direction of external dc magnetic field is obtained.
The co-polarized and cross-polarized backward radar scattering cross-section for a saturated magnetized ferrite sphere are obtained by
the presented algorithm. The computed results indicate the correctness and feasibility of the method.

Keywords: Z-transform, saturated magnetized ferrite, electromagnetic scattering, finite-difference time-domain
method
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