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磁层-电离层耦合过程中等离子体粒子运动的周期轨*
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运用重合度理论探讨了一类非线性问题的周期解,然后将其应用于磁层-电离层耦合过程中等离子体粒子运动

模型的周期解问题的研究,得到了一定条件下该模型存在周期轨的结果.
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1 引 言

在地球磁层中, 无碰撞等离子体占优势, 而在
电离层中,带电粒子与中性粒子的碰撞效应不可忽
略, 垂直于磁场的电导率在这里达到最大值. 磁场
在电学上把磁层与电离层联系在一起,引起两个区
域能量和动量的交换或耦合. 从某种意义来说, 磁
层-电离层耦合是发生在这两个区域中不同物理过
程的相互作用. 由于磁层和电离层被同样的磁力线
联系在一起, 所以其间发生了强耦合. 这种相互作
用对许多现象来说是重要的,例如磁层和极区电离
层中的等离子体对流、磁层亚暴、极光电位结构的

形成 (通过这种电位结构, 极光电子被加速而形成
极光)、高纬电场向低纬地区渗透以及场向电流的
流动 [1−8].

等离子体粒子运动的基本方程是

m j
dv j

dt
= q j (E + v j ×B) , (1)

式中, m j, q j, v j 分别是等离子体粒子 j的质量、电

荷、速度, E 和 B分别是电场和磁场. 如果电场和
磁场是均匀而定常的, 则可对所有粒子求解方程
(1). 但是在空间物理研究领域,特别是磁层-电离层
耦合过程中, 问题比较特殊, 这是因为等离子体的

位置和速度在变化, 这些变化又会产生 (1)式中的
电磁场. 等离子体粒子和中性粒子常常彼此相互作
用,因此,方程 (1)必须包括对粒子运动产生滞后效
应的碰撞项.这样一来,方程 (1)就变成了非线性的
物理过程,只用一般的线性模式去研究其过程和内
在机理是不够理想的,通过求解来讨论其定性问题
也就变得非常困难.

考虑到上述实际原因,本文建立如下的磁层-电
离层耦合过程中等离子体粒子运动的 n 维非线性

模型:
dv
dt

+g(t,v(t))+h(t,v(t − τ)) = f (t) , (2)

其中 v(t) = (v1 (t) ,v2 (t) , · · · ,vn (t))
T ∈ Rn, t ∈ R,g,

h ∈C (R×Rn,Rn), f ∈C (R,Rn),时滞变量 τ > 0.

许多学者如莫嘉琪等人在大气物理、海洋气

候、动力系统等方面利用数值分析等方法研究了

一些非线性问题 [9−23], 而本文则借助于重合度理
论研究了非线性时滞耦合系统 (2)的周期轨存在性
问题.

2 引 理

引理 1[24] 设 X ,Y 是两个 Banach 空间, L :
D(L)⊂ X →Y 为指标为零的 Fredholm算子, Ω ⊂ X
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为有界开集, N : X →Y 为 Ω 上 L紧的,如果下列条
件满足:

1) 对任意的 λ ∈ (0,1), x ∈ ∂Ω ∩D(L), 均有
Lx ̸= λNx;

2)对任意的 x ∈ KerL∩∂Ω ,均有 QNx ̸= 0;
3) deg{JQN,Ω ∩KerL,0} ̸= 0, 其中 J : ImQ →

KerL同构.
则方程 Lx = Nx在 Ω ∩D(L)上至少存在一个解.

3 理论探讨

现考虑方程 (2)的 T 周期解存在性问题, T 为
一正常数.
设 X = CT = {x|x ∈C (R,Rn) , x(t +T )≡ x(t)},

∀x ∈CT ,
定义 |x(t) | =

√
x(t)T x(t), |x|∞ = max

t∈[0,T ]
|x(t) |.

显然, X 是 Banach空间.

定理 1 设 f =
1
T

∫ T

0
f (t)dt, 如果存在常数

a > 0, b > 0, d > 0, l > 2,且满足条件

(H1)|vT g(t,v) |> a|v|l ;

(H2)0 < |h(t,v) |6 b|v|+d;

(H3)aMl−1 −bM−
(
| f |+d

)
> 0.

其中常数M是由不等式 αxl−1−bx−(| f |∞ +d)6 0,
x > 0所确定的 x的上确界,则方程 (2)至少存在一
个 T 周期解.
注 1 由 f (x) = axl−1 − bx−

(
| f |+d

)
关于 x

连续, 以及条件 (H3) 知, 存在充分小的正数 ε , 令
Mε = M+ ε ,则 f (Mε)> 0.
证明 我们分别定义算子 L : D(L) ⊂ X → X ,

Lv = v′和 N : X → X ,

[Nv] (t) = f (t)−g(t,v(t))−h(t,v(t − τ)) , (3)

其中 D(L) =CT = {v|v ∈CT ,v′ ∈C (R,Rn)}.
易见,方程 (2)可转换成算子方程 Lv = Nv. 此

外,根据算子的定义,不难得出

KerL = Rn,

ImL =

{
v ∈ X ,

∫ T

0
v(s)ds = 0

}
,

因此, L是指标为零的 Fredholm算子.
令投影算子 P,Q分别为

P : X → KerL, Pv = v(0) ,

Q : X → ImQ, Qv =
1
T

∫ T

0
v(s)ds,

则 KerL = ImP, KerQ = ImL.
令 K : ImL → D(L) ∩ KerP 表示 L|D(L)∩KerP :

D(L)∩KerP → ImL的唯一逆,

[Ky] (t) =
∫ t

0
y(s)ds ∈ D(L) . (4)

由 (3), (4)式易证 N 在 Ω 上是 L紧的,其中 Ω 为 X
中的任意有界开集,
令 Ω1 = {v|v ∈ D(L)⊂CT , Lv = λNv,

λ ∈ (0,1)},则 ∀v ∈ Ω1,

v′ (t) = λ f (t)−λg(t,v(t))−λh(t,v(t − τ)) . (5)

令 t0是 |v(t) |的最大值点,则 t0也为 |v(t) |2的
最大值点,从而

d|v(t) |2

dt
|t=t0 = 2vT (t0)v′ (t0) = 0. (6)

在方程 (5)两边同时左乘 vT (t),再将 t = t0 代入,得

vT (t0)v′ (t0) = λvT (t0) f (t0)−λvT (t0)g(t0,v(t0))

−λvT (t0)h(t0,v(t0 − τ)) ,

结合 (6)式,得

|vT (t0)g(t0,v(t0)) |6 |vT (t0) f (t0) |

+ |vT (t0)h(t0,v(t0 − τ)) |.

由定理中条件 (H1), (H2),有

a|v(t0) |l 6 |v(t0) | · | f (t0) |

+ |v(t0) | · (b|v(t0 − τ) |+d)

6 |v(t0) | · | f |∞ +b|v(t0) |2 +d|v(t0) |.

即

a|v(t0) |l−1 −b|v(t0) |− (| f |∞ +d)6 0. (7)

由 (7)式中 l > 2,从而存在M > 0,使得 |v|∞ 6 M.
令 Ω = {v||v|∞ < Mε}, ∀v ∈ ∂Ω ∩KerL, 有 v =

c ∈ Rn 且 |c|= Mε ,

QNc =
1
T

∫ T

0
[ f (t)−g(t,c)−h(t,c)]dt

= f − 1
T

∫ T

0
[g(t,c)+h(t,c)]dt.

当 cTg(t,c)6−a|c|l ,

cTQNc = cT f − 1
T

∫ T

0
cTg(t,c)dt

− 1
T

∫ T

0
cTh(t,c)dt

> cT f +a|c|l − 1
T

∫ T

0
|cT| · |H (t,c) |dt

> cT f +a|c|l − (b|c|+d) |c|
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>−|cT| · | f |+a|c|l − (b|c|+d) |c|

= Mε

[
aMl−1

ε −bMε −
(
| f |+d

)]
> 0.

当 cTg(t,c)> a|c|l ,

cTQNc = cT f − 1
T

∫ T

0
cTg(t,c)dt

− 1
T

∫ T

0
cTh(t,c)dt

6 cT f −a|c|l + 1
T

∫ T

0
|cT| · |H (t,c) |dt

< |cT| · | f |−a|c|l +(b|c|+d) |c|

=−Mε

[
aMl−1

ε −bMε −
(
| f |+d

)]
< 0.

由注 1得: ∀v ∈ ∂Ω ∩KerL, vTQNv ̸= 0,从而有
QNv ̸= 0即 Nv /∈ ImL.
再令 J : ImQ → KerL, Jv = v.
当 vTg(t,v)6−a|v|l ,作同伦

H (v,ξ ) = ξ v+(1−ξ )JQNv, ξ ∈ [0,1] ,

且

vTH (v,ξ ) = ξ |v|2 +(1−ξ )vTQNv > 0,

∀v ∈ ∂Ω ∩KerL.

即 H (v,ξ ) ̸= 0, ∀v ∈ ∂Ω ∩KerL, ξ ∈ [0,1]. 因此,

deg(JQN,Ω ∩KerL,0)

= deg(H (v,0) ,Ω ∩KerL,0)

= deg(H (v,1) ,Ω ∩KerL,0)

= deg(I,Ω ∩KerL,0) ̸= 0.

当 vTg(t,v)> a|v|l ,作同伦

H (v,ξ ) =−ξ v+(1−ξ )JQNv, ξ ∈ [0,1] ,

且

vTH (v,ξ ) =−ξ |v|2 +(1−ξ )vTQNv < 0,

∀v ∈ ∂Ω ∩KerL,

即 H (v,ξ ) ̸= 0, ∀v ∈ ∂Ω ∩KerL, ξ ∈ [0,1]. 因此,

deg(JQN,Ω ∩KerL,0)

= deg(H (v,0) ,Ω ∩KerL,0)

= deg(H (v,1) ,Ω ∩KerL,0)

= deg(−I,Ω ∩KerL,0) ̸= 0.

由引理 1,可知方程 (2)至少存在一个 T 周期解.

4 结 论

磁层顶、磁层和电离层被地磁场磁力线穿连

在一起,在这些不同的区域之间发生着动量和能量
的交换. 因此, 发生在各个区域中的动力学过程必
然相互作用,相互调节,产生一种新型的物理过程.
在等离子体输运过程中,磁层等离子体与电离层发
生复杂的相互作用,从而等离子体粒子运动由基本
方程 (1) 转化成难以求解的非线性时滞耦合系统
(2). 这种转化是非常重要的, 因为 (2) 式不仅控制
着空间等离子体的微观 (或局部)过程,也控制着它
的宏观 (或全球)过程. 虽然我们的目的既在微观意
义上,也在宏观意义上认识能量流动及其转换过程,
但是这两类过程的时间特征非常不同,过程中现象
的空间尺度也非常不同.因此,对磁层-电离层耦合
过程中等离子体粒子运动模型的周期性、稳定性

以及同宿性等一系列定性研究,有助于我们预报磁
层-电离层系统中最基本和最复杂的扰动 -亚暴何
时发生和怎样发生.
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Abstract
Using Mawhin’s continuation theorem, we discussed the existence of periodic solution for a class of nonlinear problem, and then

investigated the problem of periodic solution of sport model of plasmas particle in the process of magnetosphere-ionosphere coupling.
A result on the existence of periodic solution to the model is obtained.
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