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建立一类含非线性粘滑摩擦力的两质量非线性相对转动系统的动力学方程. 研究此非线性相对转动系统在外

激励作用下的混沌运动及多时滞反馈控制.当系统在外激励作用下处于混沌状态时,考虑引入多时滞反馈对系统的

混沌运动进行控制.应用 Melnikov理论给出系统在 Smale意义下的混沌临界条件,研究了多时滞反馈对系统运动

及混沌临界值的影响规律.并结合系统相图、Poincare截面图和功率谱分析多时滞反馈参数对系统混沌运动的控

制作用.
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1 引 言

相对转动系统是一种广泛存在的能量传输系

统,是近代物理学的重要研究领域. Luo建立了转动

系统的相对论分析力学理论 [1−3],成功应用于动力

系统的对称性与守恒量研究 [4−6]. 同时，基于相对

性原理,相对转动系统在解析计算、稳定性和 Hopf

分岔 [7−9]等方面也取得了重要研究进展.

时滞作为一种基本自然现象普遍存在于包括

相对转动系统在内的动力学系统中, 实际应用中,

即使很小的时滞量,也会影响到整个动力学系统的

稳定性和动力学性能 [10−14],可引起系统失稳、控

制律失效. 然而在另一方面合理地引入、处理时滞

则可以改善系统性能 [15−18],因此研究引入时滞后

系统的性质具有重要的现实意义.

目前，对于线性时滞系统，已有大量成熟研

究 [19−22]. 然而,由于非线性系统的复杂性和时滞参

数在微分方程中产生超越项,使得对于非线性时滞

系统的研究主要针对单时滞系统.张立森等 [23] 分

析了时滞反馈下 Josephson 结系统的稳定性, 并采

用数值法对不同参数条件下系统的动力学性能进

行分析.张晓明等 [24] 确定了延迟反馈法控制三阶

自治混沌系统的一般条件,并分析出现稳定周期解

及由 Hopf分支产生周期解的分支方向的判据. 赵

艳影等 [25,26] 研究了采用时滞反馈控制扭转振动系

统的振动问题.王兴元等 [27] 利用开环非线性闭环

方法和时滞延迟反馈控制方法,研究了一种带时滞

的二元神经元网络和一种复杂网络的混沌控制问

题.尚慧琳 [28] 以受迫 Holmes-Duffing系统为对象,

研究了周期激励引起的系统安全域的分形侵蚀及

时滞速度反馈对分形侵蚀安全盆的控制作用. 以上

研究很好地分析了单时滞反馈对系统稳定性、分

岔、混沌等动力学性能的控制作用,然而由于多时

滞反馈系统的高复杂性,涉及多时滞反馈控制的研

究还不是很多.

本文建立一类两质量非线性相对转动系统的

动力学模型. 研究此非线性相对转动系统在外激励

作用下的混沌运动及多时滞反馈控制.当系统在冲

击力产生外激励作用下处于混沌状态时,考虑引入
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了多时滞反馈 (x(t − τ1), ẋ(t − τ2))控制系统的混沌

运动,并深入分析多时滞反馈参数的控制作用. 采

用Melnikov理论对系统混沌运动进行解析预测,给

出系统 Smale意义下混沌临界条件,并利用数值模

拟研究了多时滞反馈参数 (β1,τ1,β2,τ2) 对系统混

沌运动的控制作用.

2 非线性相对转动系统动力学方程

研究两质量的非线性相对转动系统, 系统

动能为

E =
2

∑
i=1

1
2

Jiθ̇ 2
i =

1
2

J1θ̇ 2
1 +

1
2

J2θ̇ 2
2 , (1)

式中 Ji(i = 1,2) 为相对转动系统集中质量的转动

惯量, θ̇i(i = 1,2)为系统集中质量的角速度.考虑一

次、三次扭转刚度,此时系统势能为

U =
1
2

K1(θ1 −θ2)
2 +

1
2

K2(θ1 −θ2)
4, (2)

式中 θi(i = 1,2)为系统集中质量的扭转角, K1 为系

统线性扭转刚度, K2 为系统非线性扭转刚度.系统

Lagrange函数 L为

L =E −U =
1
2

J1θ̇ 2
1 +

1
2

J2θ̇ 2
2

− 1
2

K1(θ1 −θ2)
2 − 1

2
K2(θ1 −θ2)

4. (3)

广义力矩

Qi =
2

∑
i=1

F i
i

∂θi

∂q j
( j = 1,2), (4)

式中 F i
i = Ti +Fc

i , Fc
i 为系统广义阻尼力, Ti 为广义

外力矩, q j( j = 1,2)为广义坐标.

考虑一种非线性粘滑摩擦力 [29]

f12 = c0 + c1(θ̇1 − θ̇2)+ c2(θ̇1 − θ̇2)
3, (5)

C12 为线性阻尼系数,令广义阻尼力 Fc
1 , Fc

2 为

Fc
1 =−C12(θ̇1 − θ̇2)− f12,

Fc
2 =C12(θ̇1 − θ̇2)+ f12. (6)

将 (1)—(5)式代入含耗散项的的广义 Lagrange

方程

d
dt

(
∂L
∂ θ̇i

)
− ∂L

∂θi
+

∂F
∂θi

= Qi, (i = 1,2), (7)

得到

J1θ̈1 +C12(θ̇1 − θ̇2)+K1(θ1 −θ2)

+K2(θ1 −θ2)
3 + f12 = T1, (8)

J2θ̈2 −C12(θ̇1 − θ̇2)−K1(θ1 −θ2)

−K2(θ1 −θ2)
3 − f12 = T2, (9)

θ̈(i = 1,2) 为系统集中质量角加速度. 研究相对转

角变化的动力学行为, (8)式乘以 1/J1减去 (9)式乘

以 1/J2,得到

(θ̈1 − θ̈2)+
J1 + J2

J1J2
(C12 + c1)(θ̇1 − θ̇2)

+
J1 + J2

J1J2
K1(θ1 −θ2)

+
J1 + J2

J1J2
K2(θ1 −θ2)

3 +
J1 + J2

J1J2
c2(θ̇1 − θ̇2)

3

=
J2T1 − J1T2 +(J1 + J2)c0

J1J2
. (10)

令

x1 = θ1 −θ2, ẋ = θ̇1 − θ̇2,

ẍ = θ̈1 − θ̈2, d =
J1 + J2

J1J2
K1,

a =
J1 + J2

J1J2
(C12 + c1),

b =
J1 + J2

J1J2
K2, g =

J1 + J2

J1J2
c2,

F1 =
J2T1 − J1T2 +(J1 + J2)c0

J1J2
.

(10)式可表示为

ẍ+aẋ+dx+bx3 +gẋ3 = F1. (11)

(11) 式是一类含有非线性刚度和非线性阻尼的相

对转动系统的动力学方程,是一种普遍存在的能量

传输形式,基于此方程对系统的混沌运动及其多时

滞反馈控制进行研究.

3 混沌临界条件

令外激励形式为 F1 = f cos(ωt), 此时, 相对转

动动力系统可表示如下:

ẍ+aẋ+dx+bx3 +gẋ3 = f cos(ωt). (12)

系统在外激励作用下会表现出周期甚至混沌运

动, 为控制系统动力学行为, 在此, 引入多时滞反

馈控制器 β1x(t − τ1)+β2ẋ(t − τ2),受控系统动力学

方程为

ẍ+aẋ+dx+bx3 +gẋ3

= f cos(ωt)+β1x(t − τ1)+β2ẋ(t − τ2). (13)
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假设阻尼的作用是微弱的,引入小参数 ε ,于是,参

数重新标量为

a → εa, g → εg, β1 → εβ1, β2 → εβ2.

令 y1 = x, y2 = ẋ,受控系统 (13)变为

ẏ1 =y2,

ẏ2 =−dy1 −by3
1 + ε

(
−ay2 −gy3

2 +β1y1(t − τ1)

+β2y2(t − τ2)+ f cos(ωt)
)
.

当 ε = 0时,系统退化为二维无扰系统,即

ẏ1 = y2, ẏ2 =−dy1 −by3
1. (14)

此系统的 Hamilton函数为

H(y1,y2) =
1
2

y2
2 +

1
2

dy2
1 +

1
4

by4
1. (15)

假设 b > 0, 当 d < 0 时, 系统有三个不动点,

(0,0)为鞍点,
(
±
√

−d
b
,0
)
为中心点,其相位图如

图 1(a). 通过两中心点的轨道为同宿轨道, 参数方

程为

(y±1 ,y
±
2 )

T =

(
±
√
−2d

b
sech(

√
−dt),

±
√

2
b

dsech(
√
−dt) tanh(

√
−dt)

)T

.

(16)

定义Melnikov函数如下:

M(t0) =
∫ ∞

−∞
y±2 (t)

(
−ay2 −gy3

2 +β1y±1 (t − τ1)

+β2y±2 (t − τ2)+ f cos(ω(t + t0))
)

dt. (17)

选取

m1(τ1) =
∫ ∞

−∞
y±2 (t)y

±
1 (t − τ1)dt,

m2(τ2) =
∫ ∞

−∞
y±2 (t)y

±
2 (t − τ2)dt,

m3 =
∫ ∞

−∞
y±2 f cos(ω(t + t0))dt

=±π f ω
√
−2

d
csch

πω
2
√
−d

sinωt,

p1 =
∫ ∞

−∞
y±2 (t)(−ay2 −gy3

2)

=−4a
3
(
√
−d)3

b
+8

gd5√−d
b2 ,

p2 = πω
√
−2

d
csch

πω
2
√
−d

.

计算 (17)式,可得

M(t0) = p1 +m1(τ1)+m2(τ2)+m3. (18)

当 M(t0)有简单零点, (19)式成立时,非线性转

动系统 (13)发生 Smale马蹄意义下的混沌运动.∣∣∣∣ p1 −β2m2 −β1m1

f p2

∣∣∣∣6 1. (19)

当 d > 0 时, 系统有一个不动点 O(0,0), 并且

为中心. 其相图如图 1(b). 系统为稳定的周期运动，

不存在 Smale马蹄意义下的混沌,用Melnikov函数

不能得到发生混沌运动的临界条件.

4 数值分析

4.1 未受控系统混沌运动

研究未引入时滞反馈控制,即未受控系统 (12),

在外激励作用下的混沌行为.由 (19)式可知, 未引

入时滞反馈时,外激励幅值 f 的 Smale意义下混沌

临界条件为 f > p1

p2
,选取 a = 0.4, d =−0.4, b = 0.5,

g = 0.8, ω = 1,计算得外激励幅值混沌临界条件为

f > 0.4012.
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图 1 方程 (13)的相位图
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采用 Runge-Kutta法对未受控制系统进行数值

分析, 图 2 为系统随外激励幅值 f 变化的分岔图,

可得混沌临界值的数值结果与理论预测相符.由图

2可知,随着 f 增大,系统经过倍周期分岔进入混沌

运动.当 f = 0.41时,如图 3所示,相平面图不重复

且杂乱无章,由 Poincare截面图中的无规律散落点

集以及功率谱中的连续谱都可判定系统处于混沌

状态.

4.2 非线性相对转动系统的多时滞反馈
控制

4.2.1 位移时滞反馈参数的控制作用
考虑引入多时滞反馈, 控制系统混沌运动, 首

先分析受控系统 (13)中位移时滞反馈的控制作用,

位移时滞反馈控制是两参数控制问题,反馈增益和

时滞是两个可以独立控制的参数,为分析位移时滞

反馈增益 β1和时滞参数 τ1对非线性相对转动系统

运动的控制作用,在此选取系统处于混沌运动时的

系统参数, f = 0.47, τ1 = 0.4, τ2 = 0.2, β2 = 0.5, 且

其他参数不变.

根据 (19)式可知,受控系统产生混沌运动时位

移时滞反馈增益的理论预测值为 β1 < 0.5050, 由

图 4 位移反馈增益 β1 的分岔图不难看出理论预

测值与数值结果相符合, 且通过增大 β1, 可以控

制系统由混沌状态经过倍周期分岔进入稳定周期

运动.

. . . .
↩.



.



f

x

图 2 未引入多时滞反馈时,外部激励 f 分岔图

d
x
/
d
t

d
x
/
d
t

↩.  .  .
↩

↩.



.



x

    
↩.

↩.

↩.

↩.



t

  


.

.
  (a)   (b)   (c)

/Hz

图 3 f = 0.41,系统相平面图 (a)、Poincare截面图 (b)和功率谱 (c)

采用数值法分析 x(t − τ1)中时滞参数 τ1 对系

统混沌运动的控制作用. 当时滞 τ2 = 0.2, β1 = 0.5,

β2 = 0.5时,位移反馈中时滞 τ1的分岔图如图 5. 由

图 5可知, 通过增大 τ1, 同样可以有效地控制系统

由混沌状态经过倍周期分岔进入周期运动,在混沌

运动过程中还具有一些周期窗口,这正是非线性系

统混沌运动的典型特征之一.

为了进一步描述系统混沌运动的演化过程,

给出数值模拟图 6和图 7, 图 6表示时滞 τ1 = 0.4,

τ2 = 0.2,速度时滞反馈增益 β2 = 0.5时,不同位移

反馈增益 β1 下系统的数值模拟结果; 图 7 表示时

滞 τ2 = 0.2,反馈增益 β1 = 0.5, β2 = 0.5时,不同时

滞 τ1下系统的数值模拟结果,仿真图描述如表 1所

示. 表 1表明: 通过增大位移时滞反馈增益 β1 或时

滞 τ1,都可有效地实现系统由混沌状态到周期运动

的控制.

. . . . .

↩

↩







x

β1

图 4 位移时滞反馈增益 β1 分岔图
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4.2.2 速度时滞反馈参数的控制作用
分析速度时滞反馈增益 β2和时滞 τ2这两个独

立参数对受控系统 (13)的控制作用时,同样选取系

统处于混沌运动时的系统参数, f = 0.47, β1 = 0.5,

τ1 = 0.4, τ2 = 0.2,其他参数不变.根据 (19)式可知,

系统产生混沌运动时速度时滞反馈增益的理论预

测值为 β2 > 0.4710. 图 8 为速度时滞反馈增益 β2

的分岔图, 数值分析与理论预测值一致, 且由图 8

可知通过减小 β2,可控制系统由混沌状态经过倍周

期分岔进入单倍周期运动,在混沌运动过程中还具

有一些周期窗口.
当时滞 β1 = 0.5, τ1 = 0.4, β2 = 0.5, f = 0.47,

且其他参数不变时, 速度反馈中的时滞参数 τ2 的

分岔图如图 9. 由图 9 可知, 通过增大时滞 τ2, 可

控制系统由混沌状态经过倍周期分岔进入周期

运动.

图 10表示时滞 τ1 = 0.4, τ2 = 0.2,速度时滞反

馈增益 β1 = 0.5时,不同位移反馈增益 β2下系统的

数值模拟结果.图 11表示时滞 τ1 = 0.4, 反馈增益

β1 = 0.5, β2 = 0.5时,不同时滞 τ2 下系统的数值模

拟结果,其描述如表 2所示. 表 2验证了,增大 τ2或

减小 β2 都可有效实现系统运动状态控制.

 . 

↩

↩






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τ1

图 5 时滞 τ1 分岔图
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图 6 β1 取不同值时,系统相平面图 (-1)、Poincare截面图 (-2)和功率谱 (-3) (a-1), (a-2), (a-3), β1 = 0.45; (b-1), (b-2), (b-3), β1 = 0.55;
(c-1), (c-2), (c-3), β1 = 0.65

094502-5



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 9 (2013) 094502

↩ ↩   
↩

↩.



.



x

↩   

x

 .  . 

x

    
↩.

↩.

↩.

↩.



t

    

t

    

t

    


.



.

         

d
x
/
d
t

↩

↩.



.



d
x
/
d
t

↩

↩.



.



d
x
/
d
t

d
x
/
d
t

↩.

↩.

↩.

↩.



d
x
/
d
t

↩.

↩.

↩.

↩.



d
x
/
d
t

/Hz /Hz /Hz



.



.



.



.

(b-1)(a-1) (c-1)

(a-2) (b-2) (c-2)

(a-3) (b-3) (c-3)

图 7 时滞 τ1 取不同值时, 系统相平面图 (-1)、Poincare 截面图 (-2) 和功率谱 (-3) (a-1), (a-2), (a-3), τ1 = 0.4; (b-1), (b-2), (b-3),
τ1 = 0.55; (c-1), (c-2), (c-3), τ1 = 0.7

表 1 不同参数 (β1 或 τ1)下系统相图、截面图和功率谱描述

控制参数 仿真图 系统运动描述

β1 = 0.45 图 6(a-1),(a-2),(a-3) 系统已经进入混沌状态,相平面图不重复且杂乱无章,

τ1 = 0.4 图 7(a-1),(a-2),(a-3)
由 Poincare截面图中无规律散落点集和功率谱中的连续谱都可直接判断系
统的混沌状态.

β1 = 0.55 图 6(b-1),(b-2),(b-3) 系统进行周期二的稳态振动,这可由两条封闭曲线的相

τ1 = 0.55 图 7(b-1),(b-2),(b-3) 图和两条平行线段的 Poincare截面图得到证实,功率谱出现两个明显峰值.

β1 = 0.65 图 6(c-1),(c-2),(c-3) 系统进行周期一运动,相图为一条封闭曲线, Poincare

τ1 = 0.7 图 7(c-1),(c-2),(c-3) 截面图为一条平行线段,功率谱出现一个峰值.
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表 2 不同参数 (β2,τ2)下系统相图、截面图和功率谱描述

控制参数 仿真图 系统运动描述

β2 = 0.35 图 10(a-1),(a-2),(a-3) 系统做周期一运动,相图为一条封闭曲线,

τ2 = 1 图 11(c-1),(c-2),(c-3) Poincare截面图为一条平行线段,功率谱出现一个峰值.

β2 = 0.45 图 10 (b-1),(b-2),(b-3) 系统进入周期二的稳态振动,相图为两条封闭曲线,

τ2 = 0.65 图 11(b-1),(b-2),(b-3) 截面图为两条平行线段,功率谱出现两个明显峰值.

β2 = 0.50 图 10(c-1),(c-2),(c-3) 系统进行混沌运动，相平面图不重复且杂乱无

τ2 = 0.1 图 11(a-1),(a-2),(a-3) 章,截面图为无规律点集,功率谱为连续谱,即出现噪声背景和宽峰.

5 结 论

本文研究了多时滞反馈对一类两质量非线性

相对转动系统混沌运动的控制作用. 给出外部激励

幅值 f、位移反馈增益 β1 和速度反馈增益 β2 在

Smale意义下的混沌临界条件,并利用数值仿真验

证了条件的正确性. 研究表明: 未引入时滞反馈控

制时, 随着 f 增大,系统由单倍周期运动经历倍周

期分岔进入混沌. 通过减小或增大多时滞反馈参数

β1, τ1, β2, τ2,都可以有效地实现系统由混沌运动到

单倍周期运动的控制.
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Abstract
The dynamic equation of some nonlinear relative rotation system with two masses has been established, which contains a kind of

nonlinear sick-slip friction. Chaotic motion and the control effect of multi-delay feedbacks of the nonlinear relative rotation system
under external excitation are investigated. When the system is in chaos under external excitation, the multi-time delay is applied to
control the chaotic motion. The chaotic critical conditions of parameters about Smale commutation are given in terms of Melnikov
theory, while the influence of multi-delay feedbacks on the system movement state and chaotic critical conditions is studied. The
control impacts of multi-time delay parameters on chaotic motion are studied by phase diagram, Poincare map and power spectrum,
separately.
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