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双能隙介观超导体的涡旋结构模拟*
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本文运用了含时 Ginzburg-Landau理论研究了双能带结构的介观超导体在外磁场作用下涡旋随时间的演化. 给

出了实际温度在 s波和 d波的临界温度之间 s波、d波以及磁场的分布,从理论上模拟得到涡旋进入和退出样品的

磁场 “过热”与 “过冷”现象,以及介观超导样品边界对涡旋结构分布的影响.
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1 引 言

随着超导物理学的发展 MgB2 这种金属化合

物超导体的发现 [1], 激起了人们从理论上探讨这

种新材料的理论模型. 和只有一个能隙的传统低

温超导体与铜氧化合物的高温超导体不同, MgB2

拥有两个不同的能隙结构 [2−4]. 一般的单分量的

含时 Ginzburg-Landau 模型显然不能描述这种多

能隙结构的超导体, 因而, 人们又提出了双分量

的含时 Ginzburg-Landau 模型. 它是在单分量含时

Ginzburg-Landau模型的基础上引入了两个超导序

参量 (即双分量), 同时考虑了与两个不同能带带

间的相互作用、相对应的两个不同超导序参量

之间的耦合建立起来的 [5]. 目前, 双分量的含时

Ginzburg-Landau模型作为研究多能隙超导体特性

的唯象理论已被物理学界广泛使用 [6−10]. 一些文

献 [7,11−13] 通过求解双分量 Ginzburg-Landau方程,

给出了高温超导体混合态、 s+ id 波和 dx2−y2 波

的涡旋结构, 但没研究涡旋的运动情况. 虽然文献

[14]利用含时的 Ginzburg-Landau方程研究了介观

超导柱中涡旋的运动情况,但是单分量的涡旋情况.

而本文则利用双分量含时的 Ginzburg-Landau方程

来研究两个分量的涡旋运动情况.

含时 Ginzburg-Landau方程是含有复超导序参

量 (即超导波函数)、实向量磁势和实的数量电位势

的一组非线性方程组. 不同的超导态就对应着不同

的边界条件和初始条件下这组非线性方程组的解.

但目前这组非线性方程还不能精确地求解,因此我

们采用有限体积元的方法 [14,15]进行模拟求解.

本文的目的就是研究在外磁场下涡旋进入样

品后涡旋结构与磁场随时间的演化以及双分量的

超导体中两个分量的涡旋结构分布.我们的结果可

以帮助了解的双分量超导体中涡旋分布结构,和小

样品的超导体边界对涡旋结构的影响.

2 模型与计算

在外磁场下含双分量超导体的自由能 [6,7]为

Gs,d =
∫

Ω

[
2αs|ψs|2−αd|ψd|2 +

4
3
|ψs|4

+
4
3
|ψd|4 +

8
3
|ψs|2|ψd|2

+
2
3
(
ψ2

s ψ∗2d +ψ∗2s ψ2
d
)
+2

∣∣∣∏ψs

∣∣∣2
+
∣∣∣∏ψd

∣∣∣2 + |∇×A−He|2

+
(
∏x ψs ∏∗

x ψ∗d −∏y ψs ∏∗
y ψ∗d
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+∏∗
x ψ∗s ∏x ψd−∏∗

y ψ∗s ∏y ψd

)]
dΩ , (1)

其中 ∏ = i∇/κ +A (i 虚数单位), κ 为 GL 参量

αs = αs0/(1−T/Tc), αd = ln(Tc/T ), He 为外磁场.

用 A,B分别表示A在 x,y方向上的分量. 为了计算

方便引入

W = eiκ
∫ x A(ζ ,y)dζ , V = eiκ

∫ x B(x,ς)dς . (2)

由此,就有

∏x ψ =

(
i
κ

∂x +A
)

ψ =
iW
κ

∂x(W ∗ψ),

∏∗
x ψ =− iW ∗

κ
∂x(W ψ),

∏y ψ =

(
i
κ

∂y +B
)

ψ =
iV
κ

∂y(V ∗ψ),

∏∗
y ψ =− iV ∗

κ
∂x(V ψ), (3)

其中 ∂x =
∂
∂x

, ∂y =
∂
∂y

. 选择直角坐标系对样品进

行二重网格划分如图 1. Lx,Ly 为样品在 x,y方向上

的实际长度,将其各自分为 Nx,Ny等分,则单元格步

长分别为 hx = Lx/Nx, hy = Ly/Ny. ψi, j = ψ(ihx, jhy)

控制的体积元所在单元格的面积记 Ω ,此面积元向

x 正向移动半个单元格为 Ai, j = A((i+ 1/2)hx, jhy)

的控制体积元记为 Ω→. 向上移动半个单元格为

Bi, j = B(ihx,( j+1/2)hy)的控制体积元记为 Ω ↑. 向
右向上同时移动半个单元格, 此面积元记为 Ω↗.

其中 i = 1,2, · · · ,Nx; j = 1,2, · · · ,Ny.

A
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图 1 直角坐标系下二重网格点的划分

将 (1)式化为先对每个网格单元积分, 再对所

有网格单元求和.

G(ψs,ψd,A,B)

=∑
i, j

∫
Ωi, j

[
2αs|ψs|2−αd|ψd|2 +

4
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|ψs|4 +
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|ψd|4

+
8
3
|ψs|2|ψd|2 +
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(ψ2
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+
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+
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κ
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+∑
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∫
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[
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κ
∂y(V ∗ψs)

∣∣∣∣2
− 1

κ2 ∂y(V ∗ψs)∂y(V ψd)

+
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κ
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]
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+∑
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∫
Ω↗i, j

(∂xB−∂yA−He)
2 dxdy. (4)

积分用这个网格单元的中点函数值乘以这个网格

单元的面积,一阶导数用这个网格单元的中心差分

来代替,则 (4)式就重写为

G(ψs,ψd,A,B)

=∑
grid
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+
(ψ↑s −V ψs)(ψ↑∗d −V ∗ψ∗d )

h2
yκ2

+

∣∣∣∣ I
κ

ψ↑d −V ψd

hy

∣∣∣∣2
+

(ψ↑∗s −V ∗ψ∗s )(ψ
↑
d −V ψd)

h2
yκ2

]
hxhy

+ ∑
grid

∣∣∣∣B→−B
hx

− A↑−A
hy

−He

∣∣∣∣2hxhy. (5)

含时的 Ginzburg-Landau方程随时间变化趋向

稳定时,应该是静态 Ginzburg-Landau方程的解. 那

么变量 (ψ,A,B) 对时间变化就等于自由能对相应

变量变分的负值, 即得到双分量含时的 Ginzburg-

Landau方程组
∂ψs

∂ t
=− ∂G

∂ψ∗s
,

∂ψd

∂ t
=− ∂G

∂ψ∗d
,

∂A
∂ t

=−1
2

∂AG
∂A

,
∂B
∂ t

=−1
2

∂G
∂B

. (6)

超导波函数满足的边界方程 [7]为

2
(

i
κ

∇ψs +Aψs

)
·n+

(
i
κ

∇ψd +Aψd

)
·n′

=0,

2
(

i
κ

∇ψd +Aψd

)
·n+

(
i
κ

∇ψs +Aψs

)
·n′

=0. (7)

其中 n= (n1,n2),则 n′ = (n1,−n2).

根据 (2)和 (3)式,边界条件就可以写成

(2∂x(W ∗ψs)+∂x(W ∗ψd))n1

+(2∂y(W ∗ψs)−∂y(W ∗ψd))n2 = 0,

(∂x(W ∗ψd)+∂x(W ∗ψs))n1

+(∂y(W ∗ψd)−∂y(W ∗ψs))n2 = 0. (8)

当 n1 = 1, n2 = 0时, (8)式为右边界条件

∂x(W ∗ψs) = 0, ∂x(W ∗ψd) = 0. (9)

即得

ψs =W←ψ←s , ψd =W←ψ←d . (10)

当 n1 =−1,n2 = 0时, (8)式为左边界条件类似的可

以得到

ψs =Wψ→s , ψd =Wψ→d . (11)

当 n1 = 0,n2 = 1时, (8)式为下边界条件类似的可

以得到

ψs =V ψ↓s , ψd =V ψ↓d . (12)

当 n1 = 0,n2 =−1时 (8)式为下边界条件类似的可

以得到

ψs =V ψ↑s , ψd =V ψ↑d . (13)

矢势满足的边界由 ∇×A=He 可得

∂xB−∂yA = He. (14)

则上边界

A = A↓−
(

He−
B↘−B↓

hy

)
hx. (15)

下边界

A = A↑+
(

He−
B→−B

hy

)
hx. (16)

右边界

B = B←+

(
He +

A↖−A←

hx

)
hy. (17)

左边界

B = B→−
(

He +
A↑−A

hx

)
hy. (18)

3 结果与讨论

首先我们计算了边长为 10 λ × 10 λ , κ = 5的

矩形, 在外磁场 H = 0.34Hc 假设 S 波的临界温度

为 Ts = 37.0, D波的临界温度 Td = 38.0, 实际温度

Tc = 37.3介于两者之间. 图 2、图 3和图 4分别为

D波、S波和导体内磁场随时间的演化等高线分布

图. 由于实际温度在 S波和 D波的临界温度之间,

因此,我们所给的初态, D波为超导态、S波为正常

态. 其中红色代表超导电子密度高, 蓝色代表超导

电子密度低. 显然在图 2中我们可以看到随着时间

推移涡旋从四个边界慢慢进入导体.最后到达稳定

的涡旋结构状态. 这种磁通涡旋运动的能量显然是

来自于外磁场. 由于样品的温度高于 S波的临界温

度, S波整体上处于正常态,绝大部分区域的超导电

子密度波幅处于零状态. 但随着 D波涡旋进入超导

体,其正常态的背景中出现了密度较小的四叶形超

导电子,如图 3所示. 对于超导态而言, S波属于准

粒子, D 波则整体上处超导状态, 在超导背景下随

着磁场的进入在涡旋中心处出现正常态的电子态.

图 4为磁场进入超导体的演化过程.

图 5为D波、S波超导序参量和导体内磁场最

终稳定的三维等高图. 即在超导体内涡旋中心处有

磁场穿过, D波、S波的超导序参量都为零. 而在其

周围存在密度很小的四叶形 S波的超导电子密度.
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图 2 在外磁场 H = 0.34Hc 下边长 10 λ ×10 λ , κ = 4的矩形, D波随时间演化图
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图 3 在外磁场 H = 0.34Hc 下边长 10 λ ×10 λ , κ = 4的矩形, S波随时间演化图
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其次我们在同样条件下即外磁场都为 0.34Hc,

其样品的 GL 参量都取 κ = 4, S 波的临界温度

为 Ts = 37.0, D波的临界温度 Td = 38.0, 实际温度

Tc = 37.3 介于两者之间, 模拟了边长分别为 10 λ ,

12 λ , 14 λ 和 20 λ 不同尺寸的样品, D波、S波与

磁场随着时间的演化. 图 6是涡旋进入超导体,达

到稳定状态的 D波、S波与磁场的等高线图. 其中

a, b, c和 d是四个样品的 S波等高线图, e, f, g和 h

是四个样品的 D波等高线图, i, j, k和 l是四个样品

的 D波等高线图. 很显然在同样的条件下样品的尺

寸越大,能容纳的涡旋线就越多. 由于正方形四个

边界具有很好的对称性,所以我们模拟的超导样品

得到的涡旋数总是 4 的倍数. 保持其他条件相同,

即外磁场为 0.35Hc, S波的临界温度为 Ts = 37.0, D

波的临界温度 Td = 38.0,实际温度 Tc = 37.3介于两

者之间,我们模拟了不同的 GL参量 κ = 4.5, 8, 9和
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图 4 在外磁场 H = 0.34Hc 下边长 10 λ ×10 λ , κ = 4的矩形,样品内磁场随时间演化图
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图 5 在外磁场 H = 0.34Hc 下边长 10 λ ×10 λ , κ = 4的矩形, D波、S波与磁场三维等高图
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图 6 相同条件下边长为 10λ , 12 λ , 14 λ 和 20 λ 正方形的 S波、D波与磁场稳定分布
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10 的涡旋情况. 图 7 就是涡旋进入样品稳定后的

D 波、S 波与磁场的等高线图. 从图上可以看到

GL 参量 κ 越大, 样品容纳的涡旋数就越多. 因为

κ =
λ0(T )
ξ (T )

, λ0 表征磁场穿透的特征长度, ξ (T ) 表

示超导序参量的特征长度.当 κ 很大即意味着相对
于磁场的穿透长度,超导序参量的特征长度就很小,

即涡旋占的面积就小, 同样的样品在 κ 大的情况
下就能容纳更多的涡旋. 我们看到在图 7中 κ = 9

边长为 8 λ × 8 λ 的正方形与图 6中 κ = 4边长为

14 λ × 14 λ 的正方形的 S波、D波和磁场都十分

相似.

接下来对边长 10 λ ×10 λ 正方形样品,在外磁

场 0.34Hc,其他条件和前面相同的情况下涡旋达到

稳定后, 外磁场减小到 0.1Hc, 使之随着时间演化,

再次达到稳定. 图 8为稳定后 S波、D波与磁场分

布图,其中 a, b和 c是三维等高图, d, e和 f是二维

平面等高线图. 与图 6 中的 a, e 和 i 相比, 涡旋向

外移动了一点, 其基本结构仍与原来相同.而我们

直接对样品加 0.32Hc 的外磁场, 涡旋都不能进入

样品. 这是因为表面势垒的作用, 阻止了涡旋的进

入 [16]. 当涡旋进入后, 这样的样品内,同样由于因

为表面势垒的作用, 尽管外磁场变得较小, 涡旋仍

保留在样品里. 这种现象磁场 “过热”和 “过冷”现

象,已经为实验所证实 [17].
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图 8 边长 10 λ ×10 λ 正方形磁场先 0.34Hc 后为 0.1HcS波、D波与磁场稳定分布图
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图 9 边长 6λ ×9λ 正方形在外磁场 0.38Hc 下 D波随时间演化图
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图 10 边长 6λ ×9λ 正方形在外磁场 0.38Hc 下 S波随时间演化图
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图 11 边长 6λ ×9λ 矩形在外磁场 0.38Hc 下磁场随时间演化图

最后我们模拟了 6 λ ×9 λ 的矩形样品在外磁
场为 0.38Hc 下涡旋进入样品情况图 9, 图 10和图

11分别为 D波 S波与磁场随着时间的演化最后达

到稳定状态的平面等高图. 从图中看出涡旋从边长

较长的两边进入,这是因为长边的表面势垒相对比

较低. 但样品边界的影响,两个涡旋的分布显然是

沿得长边的方向排列最稳定.

4 结 论

我们运用了含时的 Ginzburg-Landau理论研究

了双能带隙的矩形介观超导薄膜在外磁场作用下

涡旋进入样品的情况. 当外磁场足够大时样品的实

际温度介于 D波与 S波的临界温度之间,磁场以涡

旋的形式进入样品, D波处于超导态, S波则处超导

准粒子态呈四叶形分布在涡旋的四周. 由于边界势

垒的影响,使涡旋进入和退出样品都存在磁场 “过

热” 与 “过冷” 现象. 正方形四个边界具有对称性,

进入样品的涡旋数呈四的倍数. 而对于矩形的样品,

由于边界不对称的影响,使涡旋进入样品后, 涡旋

结构出现了重新分布的现象.
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Abstract
In this paper, the evolution of vortex configuration for mesoscopic two-gap superconductor is investigated by the time-dependent

Ginzburg-Landau theory in the presence of an externally applied field. The vortex configurations of s-wave and d-wave, and the
distribution of magnetic field are given when the temperature is between critical temperatures of s-wave and d-wave. In theory, the
over-cold and the over-hot field, and the boundary effect on vortex are simulated when the magnetic flux penetrates the superconductor.
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