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矩形表面波探头声场的高斯声束叠加法∗
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利用矩形压电晶片和有机玻璃楔块折射可激励出超声表面波, 广泛用于固体近表面缺陷检测和材料特性
测量. 由于描述表面波三维声场的理论方法还鲜有报道, 因而主要采用简化的表面波二维声场模型来定量分
析这类问题. 高斯声束模型近些年被广泛应用于解决超声体波传播的各种复杂问题, 然而, 目前还没有将其
扩展应用到超声表面波的声场的计算中. 通过结合表面波格林方程和矩形换能器的高斯声束模型, 推导出基
于高斯声束叠加的表面波三维声场解析解. 进一步, 将该方法与点源叠加的数值解进行了分析比较, 计算结
果表明表面波声场的高斯声束叠加方法在具有较好计算精度的同时, 还具有更快的计算效率.
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1 引 言

超声表面波传播距离远, 对材料表面和近表面
缺陷敏感, 在材料缺陷无损检测和材料特性分析领
域获得了广泛的应用 [1,2]. 准确的计算表面波换能
器辐射的声场, 对换能器的设计、检测工艺优化和
缺陷定量评价都有重要的指导意义. 由于描述表面
波三维声场的理论方法还鲜有报道, 因而经典方法
主要采用简化的表面波二维声场模型来定量分析

这类三维问题 [3]. 最近, Schmerr等利用格林方程
和静态相位近似推导了一个表面波三维声场的积

分表达式 [4], 即表面波的点源叠加法. 点源叠加方
法能够获得解析积分的情况是非常少的, 通常以数
值方法来计算, 因而其计算效率较低.

高斯声束叠加方法具有较高的计算精度和效

率 [5], 已被广泛用于解决超声体波传播的各种复

杂问题, 如双晶换能器 [6], 相控阵换能器 [7]和各向

异性材料中传播的声场 [8,9], 非线性声场等 [10]. 然
而, 高斯声束叠加方法目前主要用于计算超声体波
的声场, 还未推广应用到超声表面波的声场计算领
域. 针对矩形晶片透过角度楔块辐射的超声表面波
声场计算问题, 通过结合表面波格林方程和高斯声
束模型, 推导了表面波的高斯声束叠加解析解. 与
经典格林方程的数值解的分析比较表明, 三维表面
波声场的高斯声束叠加方法在具有较好计算精度

的同时还具有更快的计算效率.

2 理论模型

考虑矩形压电晶片透过有机玻璃楔块向铝板

表面辐射的表面波声场问题, 选入射点为坐标原
点, 坐标系定义如图 1所示.
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图 1 表面波换能器示意图

2.1 表面波格林方程

如果能够求得楔块底面与工件之间的声压分

布状态 p(xs, ω), 那么工件表面任意一点的质点速
度 vi(x)可以通过应用表面波格林方程, 进行面积
分来计算 [11]

vi(x) =
−iω
4PcR2

exp(iπ/4)√
2πkR2

∫
S

p(xs, ω)

×G3i(x,xs)
exp(ikr2)√

r2
dS(xs), (1)

这里, S(xs)表示对楔块下表面区域进行的面积

分, cR2为表面波声速, kR2为表面波波数, 距离
因子 r2 =

√
(x1 − xs1)2 + (x2 − xs2)2 表示楔块

下任意一点xs(xs1, xs2, 0)到工件表面任意计算

点x(x1, x2, 0)的水平距离. P定义为能流, 可以
表示为

P =
1

2
ρ2cR2

∫ +∞

0

(|v1(z2)|2 + |v2(z2)|2)dx3, (2)

这 里 考 虑 超 声 表 面 波 在 各 向 同 性 固

体 表 面 传 播, 其 三 维 格 林 函 数 可 以 表

示为

Gij(x2,xs2) = p∗i (zs2)pj(z2), (3)

其中, p∗i (xs3), pj(x3)为质点振动极性矢量, ∗表示
共轭复数, 极性矢量可表示为

p(x3) =


vn1(x3)

(x1 − xs1)

r2

vn1(x3)
(x2 − xs2)

r2

ivn2(x3)

 ,

p(xs3) =


vn1(xs3)

(x1 − xs1)

r2

vn1(xs3)
(x2 − xs2)

r2

ivn2(xs3)

 , (4)

式中的 vn1(x3), vn2(x3)对应于传统的二维表面波

模态方程, 在诸多经典文献中都有详细描述 [3], 具
体表达为

vn1(x3) = exp(−αn1x3)

− (2c2s2 − c2R2)

2c22
exp(−αn2x3),

vn2(x3) =
cR2αn1

ω
exp(−αn1x3)

− ω

cR2αn2

(2c2s2 − c2R2)

2c2s2
exp(−αn2x3), (5)

式中, αn1 = ω

√
1

cR2
− 1

c2p2
, αn2 = ω

√
1

cR2
− 1

c2s2
,

ω代表角频率, cp2, cs2分别对应于工件中纵波和横
波声速.

2.2 表面波点源叠加法

Schmerr等将楔块下声压分布用带有修正项的
瑞利积分表达为 [12]

p(xs, ω) =
−iωp0
2πρ1c2p1

ρ2cs2T

×
∫
ST

Kp(θp)
exp(ikp1r1)

r1
dS, (6)

式中 ρ1, cp1是有机玻璃楔块的密度和纵波声速,
ρ2, cs2为工件材料的密度和横波声速, T为声波从
有机玻璃楔块传播到工件表面的透射系数, Kp(θp)

纵波是指向性系数.
进一步, 将 (6)式代入到表面波格林方程 (1)

式, 并应用静态相位近似, 可推导出基于点源叠加
的三维表面波质点速度场表达式 [4]

vi(x) =
−ikR2p0ρ2cs2
4Pρ1cp1 cos θ

exp(iπ/4)√
2πkR2

×
∫
ST

T Kp(θp)p
∗
3(0)pi(x3)

014301-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 1 (2014) 014301

× exp(ikp1r10 + ikR2r20)√
r20 + r10 sin θ

dST , (7)

式中 r10是晶片中心到入射点的距离, r20是入射点
到计算点间的距离, 详见图 1所示, ST 代表对晶片

表面的面积分, θ为激励出表面波时的入射角. 表
面波的点源叠加法需要用数值方法来计算面积分,
因而其计算效率较低.

2.3 表面波高斯声束叠加法

为了获得表面波声场的解析表达式, 将楔块下
表面与工件之间的声压分布用高斯声束叠加来表

达如下:

p(xs, ω) =ρ2cs2T exp(ikp1r10) exp(ikR2xs1)

×
10∑
r=1

Ar exp
(

iM1
x2
s1

2

)
√
1 + iBrx3/DR1

×
10∑
q=1

Aq exp
(

iM2
x2
s2

2

)
√
1 + iBqx3/DR2

, (8)

式中Ar, Aq, Br, Bq代表复数高斯系数, 本文中仿
真计算时所用的10个复数系统详见文献 [13, 14].

M1 =
kp1 cos2 θ

r10 − iDR1/Br
,

M2 =
kp1

r10 − iDR2/Bq
, (9)

式中DR1 = kp1a
2
1/2, DR2 = kp1a

2
2/2为瑞利距离,

矩形晶片的长宽分别为2a1, 2a2.
同时, 利用一种近轴近似来表示 (1)式中的距

离因子

r2 =
√
(x1 − xs1)2 + (x2 − xs2)2

≈ x1 +
x2
2

2x1
+

x2
s2

2x1
− xs1 −

x2

x1
xs2. (10)

(1)式被积函数中指数项的距离因子对应于波
动相位, 相比于距离因子平方根项而言, 指数项对
距离因子的变化更加敏感, 考虑到上述因素, 将带
有距离因子的指数项和平方根项近似为

exp(ikR2r2)√
r2

≈ 1
√
x1

exp
(

ikR2

(
x1 +

x2
2

2x1
+

x2
s2

2x1

− xs1 −
x2xs2

x1

))
. (11)

将 (8)和 (11)式代入到表面波格林方程 (1)式,
方程中的积分部分可以应用积分恒等式简化如下:∫

SP

exp(ikR2xs1) exp
(

iM1
x2
s1

2

)
× exp

(
iM2

x2
s2

2

)
exp(ikR2r)√

r
dS(xs)

=

exp
(

ikR2x1 + ikR2
x2
2

2x1

)
√
x1

∫
SP

exp
(

iM1
x2
s1

2

)
× exp

(
iM2 + kR2/x1

2
x2
s2−

ikR2x2

x1
xs2

)
dxs1dxs2

=

exp
(

ikR2x1 + ikR2
x2
2

2x1

)
√
x1

√
2iπ
M1

×

√
2iπ

M2 + kR2/x1
exp


−ik2R2

(
x2

x1

)2

2(M2 + kR2/x1)


=

2iπ exp(ikR2x1)√
M1

√
M2x1 + kR2

× exp
(

ikR2
x2
2

2

(
M2

M2x1 + kR2

))
. (12)

进一步, 整理获得矩形晶片表面波高斯声束叠
加的表达式如下:

vi(x) =
ρ2cs2kR2 exp(iπ/4)

4P

√
2π

kR2
T

× exp(ikp1r10 + ikR2x1)p
∗
3(0)

× pi(x3)

10∑
r=1

Ar√
M1

√
1 + iBrx3/DR1

×
10∑
q=1

Aq√
1 + iBqx3/DR2

×
exp

(
ikR2M2x

2
2

2(M2x1 + kR2)

)
√
M2x1 + kR2

. (13)

3 声场计算结果分析与比较

本节通过数值计算表面波声场, 来比较说明表
面波点源叠加法和高斯声束叠加方法在计算精度

和速度上的差异. 计算中所用表面波换能器主要参
数为, 晶片大小 8 mm × 10 mm, 中心频率 5 MHz,
有机玻璃楔块中纵波声速 2.7 mm/µs, 铝板中表面
波声速 2.845 mm/µs, 楔块入射角度 71.63◦, 计算
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时的坐标原点选为位于工件表面的入射点, 具体坐
标系如图 1所示.

图 2给出了两种方法计算x1轴向的一维质点

速度场的幅度比较, 可以看出表面波质点振动能量
主要表现为 v1和 v3分量, 而 v2分量很小, 表明其
振动主要在x1x3平面内做椭圆形位移振动. 点源
叠加法 (PSM)和高斯声束叠加 (MGB)两种方法的
计算结果具有较好一致性. 采用点源叠加方法计
算楔块下面部分区域时, 难以满足所有点源都以
71.63◦入射的要求,因此0 < x1 < 13 mm区域并未
显示.
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图 2 轴向质点振动幅值比较

图 3为x1 = 40处离轴方向的质点振动幅度,
两种方法在声束主要能量集中的轴线中心区域, 即
−10 < x2 < 10, 具有很好一致性; 而在x2 < −10

和x2 > 10的远离轴线区域, 基于近轴近似假设的
高斯声束叠加方法会出现一些失真, 偏差随着离轴

距离的增加而加大.
图 4为工件表面, 即x1x2面内的二维质点振动

速度幅度分布, 可以看出表面波具有较好指向性,
在主要能量集中的轴线附近区域, 两种方法计算出
的二维声场分布较为一致.

图 5为x1 = 40, x2 = 0处沿工件深度方向的

质点速度场分布, 深度方向 v2分量同样很小, 表明
其振动主要在x1x3平面内. 还可以看出表面波声
束能量主要集中在工件近表面一倍波长范围内, 随
着深度的增加迅速衰减. 两种方法算出的深度方向
幅值也具有很好的一致性.

图 6为计算二维表面波质点速度场时 (200点
×200点图像), 两种方法的运算时间比较. 采用点
源叠加时, 为保证计算精度, 将换能器表面分成100
个面积为0.8 mm × 1 mm的小点源, 而高斯声束叠
加方法仅需要 10个高斯型声束, 因而, 其计算效率
明显优于点源叠加方法.
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图 4 工件表面二维质点振动幅度比较
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图 6 计算效率比较

4 结 论

给出了一个基于高斯叠加方法的表面波三维

声场解析解, 与点源叠加数值解比较表明该方法计
算精度较好, 同时计算效率很高. 拓展了高斯声束
叠加方法, 用于表面波声场分析和表面缺陷回波预
测等超声建模领域.
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Abstract

Rayleigh waves propagating in an elastic surface are commonly used for the near surface flaw detection and material
characterization. However, unlike the bulk wave case, there are seldom three-dimensional models to be provided for the
Rayleigh waves. In the past decade, multi-Gaussian beam models have been gradually developed and perfectly applied
to solve many complicated propagation problems of bulk waves. However, up to date they have not been extended to
the simulation of the Rayleigh waves. By combining the Rayleigh wave Green function and the multi-Gaussian beam
model, a three-dimensional Rayleigh wave model is presented to calculate the beam fields radiated from a rectangular
transducer mounted on the Lucite wedge. Furthermore, some simulation results of the provided method are compared to
those of a more exacted point source model. It is shown that the multi-Gaussian surface wave model has good capability
in both computational accuracy and efficiency.
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