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具有固有频率涨落的记忆阻尼线性
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研究了在内噪声、外噪声 (固有频率涨落噪声)及周期激励信号共同作用下具有指数型记忆阻尼的广义
Langevin方程的共振行为. 首先将其转化为等价的三维马尔可夫线性系统, 再利用 Shapiro-Loginov公式和
Laplace变换导出系统响应一阶矩和稳态响应振幅的解析表达式. 研究发现, 当系统参数满足Routh-Hurwitz
稳定条件时, 稳态响应振幅随周期激励信号频率、记忆阻尼及外噪声参数的变化存在 “真正”随机共振、传统随
机共振和广义随机共振, 且随机共振随着系统记忆时间的增加而减弱. 数值模拟计算结果表明系统响应功率
谱与理论结果相符.
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1 引 言

多样不确定环境下动力系统的随机共振已成

为物理、生物和化学等诸多领域的热点研究问题之

一 [1−6]. 其中, 线性谐振子作为动力系统中的基础
性模型, 不同形式的激励噪声对其共振行为影响显
著 [7−11]. 较之于传统的随机共振, Gitterman[7,8]

在乘性色噪声或分段噪声驱动的线性谐振子中

研究了一类广义随机共振. 针对系统频率或振子
质量受到随机扰动而影响共振行为的研究也已开

展 [9−11]. 文献 [9]在研究受外部周期力驱动的频率
涨落的线性谐振子的共振现象时, 发现稳态响应
振幅存在 “真实”随机共振. 而文献 [10]考虑了环
境介质分子对粒子的随机吸附而存在质量涨落, 研
究发现质量涨落的线性谐振子存在 “真实”共振、参
数诱导共振等多种共振行为. 此外, 靳艳飞和胡海
岩 [11]对线性阻尼振子引入周期调制噪声外激励以

及与之关联的乘性色噪声参数激励, 研究发现该类

系统存在传统随机共振、广义随机共振和 “真实”随
机共振, 且改变两噪声的强度比值可获得随机多共
振现象.

具有记忆阻尼的非马尔可夫线性系统多用于

描述粒子在复杂无序的非均匀环境 (如黏性材料、
稠密流体等)中的运动, 由于媒介对粒子速度的记
忆性, 导致这类系统具有非马尔可夫性而出现反常
扩散 [12−15]. 特别地, 针对指数型记忆阻尼, Siegle
等 [16]给出了可行且最少维数的马尔可夫扩展方

法, 文献 [17, 18]则研究了由该类记忆阻尼所产生
的弹道扩散. 随着此类系统的反常扩散研究增
多, 其记忆阻尼项对系统随机共振的影响备受关
注 [19,20]. 钟苏川等 [19]将系统内噪声建模为分数阶

高斯噪声, 利用分数阶Langevin方程观察到输出
响应振幅的广义随机共振. Neiman和Sung[20] 研

究了内噪声和周期激励信号作用下的指数型记忆

阻尼系统的共振行为, 发现记忆阻尼项通常抑制随
机共振, 但该研究仅考虑了内噪声和周期激励信号
的联合作用, 未同时考虑可能的、复杂的外部环境
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对系统的干扰而产生的随机共振现象.
基于指数型记忆核 [18], 本文研究了在周期激

励信号驱动下具有内噪声的广义Langevin 方程的
共振行为, 且进一步考虑到外部环境对系统的影
响, 使系统固有频率具有随机涨落, 并建模为非对
称双态噪声. 在理论分析稳态响应振幅随系统参数
变化所产生的随机共振的同时, 数值模拟了位移响
应和响应功率谱以验证本文理论结果的有效性.

2 具有固有频率涨落的记忆阻尼线性
系统

考虑由内噪声、外噪声及周期激励信号共同作

用的记忆阻尼线性系统, 其广义Langevin方程为

ẍ(t) +

∫ t

0

γ(t− t′)ẋ(t′)dt′ + [ω2 + cξ(t)]x(t)

= A0 sin(Ωt) + F (t). (1)

这里, x(t)为粒子的位移, ω为系统固有频率, A0和

Ω为周期激励信号的振幅和频率, 系数 c取值为 0
(不存在外噪声)或 1(存在外噪声). 系统记忆核函
数γ(t) [18]建模为

γ(t) = γ0[δ(t)− τ−1 exp(−t/τ)],

其中, γ0为阻尼系数, τ为记忆时间. 系统内噪声
F (t)与记忆核函数γ(t)之间满足涨落耗散理论,

⟨F (t)F (t′)⟩ = kBTγ(|t− t′|),

其中, kB为玻尔兹曼常数, T为系统环境的绝对

温度.
本文考虑固有频率ω因受扰动而引入的乘性

外噪声 ξ(t), 即固有频率涨落噪声, ξ(t)建模为满足
下述统计性质的双态噪声,

⟨ξ(t)⟩ = 0,

⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = σ exp[−λ|t− t′|],

其中, σ为噪声强度, λ为噪声相关率, ξ(t)在

{M,−N}中取值, M和N均为正数. 不妨设M

到−N的转换率为 p, 逆转换率为 q, ξ(t)的非对称
性用∆表示, 并有

σ = MN,

λ = p+ q,

∆ = M −N.

3 系统响应一阶矩及稳态响应振幅

引入新变量 v(t), u(t), 将系统 (1)扩展为三维
马尔可夫线性系统 [18], 具体方程如下:

ẋ(t) = v(t),

v̇(t) =− γ0v(t)− [ω2 + cξ(t)]x(t)

+A0 sin(Ωt) + u(t) + η(t),

u̇(t) = τ−1[−u(t) + γ0v(t)− η(t)], (2)

其中η(t)为高斯白噪声, 满足

⟨η(t)⟩ = 0,

⟨η(t)η(t′)⟩ = 2kBTγ0δ(t− t′).

同时, 假设 ξ(t) 与 η(t)不存在互关联情形, 即
⟨ξ(t)η(t)⟩ = 0.

为叙述方便, 本文考虑外噪声存在的情形, 即
c = 1. 对方程 (2)两边取统计平均, 可得到系统响
应一阶矩的微分方程

d⟨x(t)⟩
dt = ⟨v(t)⟩,

d⟨v(t)⟩
dt =− γ0⟨v(t)⟩ − ω2⟨x(t)⟩

− ⟨ξ(t)x(t)⟩+A0 sin(Ωt) + ⟨u(t)⟩,
d⟨u(t)⟩

dt =− τ−1⟨u(t)⟩+ τ−1γ0⟨v(t)⟩. (3)

然后, 利用Shapiro-Loginov公式 [21]对 (3)式
中出现的新耦合项 ⟨ξ(t)x(t)⟩进行解耦, 得到
⟨ξ(t)x(t)⟩所满足的方程为

d⟨ξ(t)x(t)⟩
dt = ⟨ξ(t)v(t)⟩ − λ⟨ξ(t)x(t)⟩. (4)

对 (4)式中出现的新耦合项 ⟨ξ(t)v(t)⟩进行同样处
理, 可得

d⟨ξ(t)v(t)⟩
dt

=− (λ+ γ0)⟨ξ(t)v(t)⟩ − ω2⟨ξ(t)x(t)⟩ − ⟨ξ2(t)x(t)⟩

+ ⟨ξ(t)u(t)⟩. (5)

另一方面, 由于 ξ(t)是双态噪声, (5)式中高阶的相
关函数 ⟨ξ2(t)x(t)⟩ 可降阶为

⟨ξ2(t)x(t)⟩ = σ⟨x(t)⟩+∆⟨ξ(t)x(t)⟩. (6)

将 (6)式代入 (5)式, 整理后得到
d⟨ξ(t)v(t)⟩

dt
=− (λ+ γ0)⟨ξ(t)v(t)⟩ − (ω2 +∆)⟨ξ(t)x(t)⟩

− σ⟨x(t)⟩+ ⟨ξ(t)u(t)⟩. (7)
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同样地, 耦合项 ⟨ξ(t)u(t)⟩可分解为
d⟨ξ(t)u(t)⟩

dt
=− (λ+ τ−1)⟨ξ(t)u(t)⟩+ τ−1γ0⟨ξ(t)v(t)⟩. (8)

因此, (3), (4), (7), (8)式联立为关于 ⟨x(t)⟩,
⟨v(t)⟩, ⟨u(t)⟩, ⟨ξ(t)x(t)⟩, ⟨ξ(t)v(t)⟩和 ⟨ξ(t)u(t)⟩的
微分方程组. 为叙述方便, 记

z1(t) = ⟨x(t)⟩,

z2(t) = ⟨v(t)⟩,

z3(t) = ⟨u(t)⟩,

z4(t) = ⟨ξ(t)x(t)⟩,

z5(t) = ⟨ξ(t)v(t)⟩,

z6(t) = ⟨ξ(t)u(t)⟩.

然后, 对新标记下的方程组做Laplace变换, 得到



sẑ1(s)− ẑ2(s) = z1(0),

ω2ẑ1(s) + (s+ γ0)ẑ2(s)− ẑ3(s) + ẑ4(s) = z2(0) + (A0Ω)/(s2 +Ω2),

−γ0ẑ2(s) + (sτ + 1)ẑ3(s) = τz3(0),

(s+ λ)ẑ4(s)− ẑ5(s) = z4(0),

σẑ1(s) + (ω2 +∆)ẑ4(s) + (s+ λ+ γ0)ẑ5(s)− ẑ6(s) = z5(0),

−γ0ẑ5(s) + (sτ + λτ + 1)ẑ6(s) = z6(0),

(9)

其中, zi(0)为初始值, ẑi(s)为 zi(t)的Laplace变换
(i = 1, 2, · · · , 6).

由 (9)式可得到 s域上 ẑi(s) (i = 1, 2, · · · , 6)的
解析表达式, 其中

ẑ1(s) = g2(s)/g1(s)

+ [g3(s)A0Ω]/[g1(s)(s
2 +Ω2)]. (10)

这里,

g1(s) = (s+ λ)m1m3 +m2m3

− στ−2(sτ + 1)(sτ + λτ + 1), (11)

g2(s) = τ−1[(s+ γ0)(sτ + 1)− γ0]

× [(s+ λ)m1 +m2]z1(0)

+ τ−1(sτ + 1)[(s+ λ)m1 +m2]z2(0)

+ [(s+ λ)m1 +m2]z3(0)

− τ−1(sτ + 1)m1z4(0)

− τ−2(sτ + 1)(sτ + λτ + 1)z5(0)

− τ−1(sτ + 1)z6(0),

g3(s) = τ−1(sτ + 1)[(s+ λ)m1 +m2], (12)

m1 = τ−1[(s+ λ+ γ0)(sτ + λτ + 1)− γ0],

m2 = τ−1(ω2 +∆)(sτ + λτ + 1),

m3 = τ−1[(s2 + sγ0 + ω2)(sτ + 1)− sγ0].

最后, 对 (10)式做逆Laplace变换, 得到系统
响应一阶矩 z1(t) = ⟨x(t)⟩的解析表达式为

⟨x(t)⟩ = G0(t)

+A0

∫ t

0

G1(t− t′) sin(Ωt′)dt′, (13)

其中, G0(t)和G1(t)分别为 g2(s)/g1(s)和 g3(s)/

g1(s)的逆Laplace变换. 特别地, g3(s)/g1(s)可看
作系统传递函数, 同时为保证系统响应一阶矩
⟨x(t)⟩的稳定性, 系统传递函数分母所对应的特征
方程 g1(s) = 0不能存在具有正实部的根, 从而根
据Routh-Hurwitz稳定性判定依据得到

a3b1 − a5b2 > 0,

a3b1b2 − a5b
2
2 − b1b3 > 0,

2a0a3a5b1b2 − a0a
2
3b

2
1 − a0a

2
5b

2
2 − b31b

3
3 > 0, (14)

其中, ai(i = 0, 1, · · · , 5)和 bj(j = 1, 2, 3)的表达式

见附录A.
下面均在使得 (14)式成立的参数范围内展开

讨论. 在充分长的时间后, 考虑到初始条件对 (13)
式 ⟨x(t)⟩的影响逐渐消失, 从而系统响应一阶稳态
矩为

⟨x(t)⟩as = ⟨x(t)⟩|t→∞

= A0

∫ t

0

G1(t− t′) sin(Ωt′)dt′

= A sin(Ωt+ φ), (15)

其中, A和φ分别为系统的输出稳态响应振幅和初

相位.
根据 (11), (12), (15)式, 得到A和φ的表达
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式为

A = A0

√
(f2

1 + f2
2 )/(f

2
3 + f2

4 ),

φ = arctan[(f1f4 − f2f3)/(f1f3 + f2f4)], (16)

其中系数 fi(i = 1, 2, 3, 4)的表达式见附录B.

4 系统稳态响应振幅的共振行为和数
值验证

下面我们讨论 (16)式中稳态响应振幅A随周

期激励信号频率Ω、记忆时间 τ、外噪声强度σ及外

噪声相关率λ的变化所产生的共振行为. 同时, 给
出了位移响应和响应功率谱的数值模拟以验证理

论分析结果.

4.1 稳态响应振幅的共振行为

系统稳态响应振幅A/A0是周期激励信号频率

Ω的函数, 图 1 (a)和 (b)分别描述了此函数随着系
统固有频率ω和记忆时间 τ的变化. 图 1 (a)中, 系
统稳态响应振幅A/A0随周期激励信号频率Ω的

变化曲线出现共振峰, 随着固有频率ω的增大, 共
振峰向Ω增大的方向移动, 且峰值降低. 因此, 只
有当ω 和Ω满足某种特定关系时, 由信号驱动的系
统输出响应强度才能达到最大值, 该现象类似于在
简谐激励力下线性振子发生的共振, 称其为 “真实”

随机共振 [8]. 但随着记忆时间 τ的增大, 图 1 (b)所
示的共振峰位置不变, 而峰值降低, 故适当减小记
忆时间可增强系统对外部驱动信号的响应强度.

图 2描述了系统稳态响应振幅A/A0随记忆时

间 τ变化的非单调行为. 图 2 (a) 给出了以阻尼系
数γ0为参数的

A

A0
-τ曲线, 三条曲线均出现了共振

峰, 即本文系统具有广义的随机共振. 当 τ < 1.8

(对应红色临界点)时, 随着 γ0的增加, A/A0的峰

值逐渐升高, 共振增强. 当 τ > 1.8时, 随着γ0 的

增加, A/A0 的值逐渐减小, 系统响应减弱. 在复杂
无序的非均匀环境中, 不同的介质对粒子运动所产
生的记忆效应存在一定的差异. 较短的记忆时间将
使得稳态响应振幅达到最大值, 随着介质对粒子历
史速度记忆时间的延长, 系统响应减弱, 共振现象
甚至消失, 而阻尼系数却使得系统存在影响稳态响
应振幅输出的临界记忆时间. 在实验环境下, 因为
记忆时间的选取局限于一定的范围, 所以上述结论
有一定的参考价值. 系统的记忆性是由内部环境运
动所引发. 图 2 (b) 给出了外部环境对 A

A0
-τ曲线变

化的影响, 随着外噪声的非对称性∆的增大, A/A0

的峰值降低, 共振峰位置向右移动, 但峰的形状保
持不变. 这说明增大∆值除影响系统的响应强度

外, 还会延缓共振行为的出现. 为简化参数取值,
图 2—图 4 所示的曲线均取Ω = 0.6, ω = 1.2.
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图 1 系统稳态响应振幅A/A0随周期激励信号频率Ω的变化 γ0 = 0.2, ∆ = 0.4, λ = 3.0, σ = 1.5. (a) 系统固
有频率ω不同时 A/A0随Ω的变化, τ = 2.0; (b) 记忆时间 τ 不同时 A/A0随Ω的变化, ω = 1.0

系统稳态响应振幅A/A0也是外噪声强度σ的

函数, 图 3 (a)和 (b)分别描述了此函数随外噪声的
非对称性∆和记忆核的阻尼系数γ0的变化. A/A0

随σ的变化出现了一个共振峰, 呈现出传统随机共
振. 从图 3 (a)可以看出: 当σ < 1.7 (对应红色临界
点)时, A

A0
-σ曲线单调递增, 但A/A0随着∆的增

加而减小, 这与图 2 (b)所示的现象 (σ = 1.5) 一致;
当σ > 1.7时, A

A0
-σ曲线出现显著变化, 随着∆的

增加, 共振峰位置向右移动, 且峰值依次升高. 由
此可知, 在一定参数条件下, 外噪声有助于增强系
统对外部驱动信号的响应强度, 随着非对称性∆的

增大, 该作用增强. 但在图 3 (b)中, 随着γ0的增大,
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共振峰位置向左移动, 峰值降低, 且当γ0 增大到一

定值时共振峰甚至消失, 即系统阻尼使响应减弱,
这符合物理直观. 显然, 针对记忆系统引入乘性外
噪声的情形, 粒子受外部环境干扰而使得运动复杂
多变, 增强外噪声的输入, 系统响应强度增加, 相应
的随机共振增强. 而阻尼效应来自系统内部环境,
对共振行为呈现抑制作用. 这说明粒子所处的内环

境和外环境决定了系统是否并存增强随机共振现

象和抑制共振现象.
图 4 (a)和 (b)分别给出了以外噪声强度σ和记

忆时间 τ为参数的
A

A0
-λ曲线. 系统稳态响应振幅

A/A0为噪声相关率λ的非单调函数, 出现了一个
共振峰, 即为广义随机共振. 在图 4 (a)中, 随着σ

的增加, 共振峰位置向右移动且峰值升高. 由此可
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图 2 (网刊彩色)系统稳态响应振幅A/A0随记忆时间 τ 的变化 λ = 1.0, σ = 1.5. (a) 阻尼系数 γ0不同时 A/A0

随 τ 的变化, ∆ = 0.4; (b)外噪声的非对称性∆不同时 A/A0随 τ 的变化, γ0 = 0.2
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图 3 (网刊彩色)系统稳态响应振幅A/A0随外噪声强度 σ的变化 τ = 2.0, λ = 1.0. (a)外噪声的非对称性∆ 不

同时 A/A0随 σ 的变化,γ0 = 0.2; (b) 阻尼系数 γ0不同时 A/A0随 σ的变化, ∆ = 0.4
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图 4 系统稳态响应振幅A/A0随噪声相关率 λ的变化 γ0 = 0.2, ∆ = 0.4. (a)外噪声强度 σ 不同时 A/A0随 λ

的变化, τ = 2.0; (b) 记忆时间 τ 不同时 A/A0随 λ的变化, σ = 10
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见, 外噪声的相关率和强度对增强系统输出响应的
作用呈现出正相关关系. 由于噪声强度和相关率是
刻画双态噪声的两个重要特征参数, 对于不同系统
背景, 可通过有效控制噪声参数的调整来获取系统
输出响应. 图 4 (b)描述了共振行为受内部环境记
忆性的影响, 随着 τ的增加, 共振峰值降低, 系统响
应减弱, 这类似于图 1 (b)所示的现象. 结果表明,
在复杂无序的非均匀环境中, 随着介质对粒子历史
速度记忆时间的延长, 周期激励信号下系统的输出

响应强度会减弱.

4.2 数值验证

运用四阶Runge-Kutta算法对方程 (2)进行数
值模拟, 采样间隔为 0.05 s, 得到如图 5 (a)所示的
位移响应时间历程图. 相比于系统无外噪声激
励 (c = 0)情形, 增加外部乘性非对称双态噪声
(c = 1)将使得位移响应波动加剧, 这符合复杂无序
的非均匀环境中粒子的运动行为.
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图 5 (网刊彩色)有 (无)外噪声情形下, 系统 (1)的位移响应和响应功率谱 kB = 1.4, T = 1.1, γ0 = 0.2,
M = 1.44, N = 1.04, λ = 3.0, τ = 2.0, ω = 1.0, Ω = 0.6. (a) 位移响应; (b) 响应功率谱

进一步, 对时间序列数值做快速Fourier变换,
采样频率为 5, 得到的系统响应功率谱如图 5 (b)所
示. 在图 5 (b) 中, 响应功率谱随频率的变化出现针
状尖峰, 表明由周期激励信号驱动的记忆阻尼线性
系统呈现出随机共振现象, 对于存在外噪声 (c = 1)

情形, 具有固有频率涨落的系统 (1) 的随机共振行
为得到显著增强.

5 结 论

本文研究了由内噪声、外噪声及周期激励信号

共同作用的具有固有频率涨落的记忆阻尼线性系

统的随机共振. 记忆核为指数型的广义Langevin
方程, 该系统嵌入为三维马尔可夫线性系统, 并推
导出系统响应一阶矩和稳态响应振幅的解析表达

式. 分析发现: 稳态响应振幅随周期激励信号频率
和固有频率的变化出现 “真实”随机共振; 稳态响
应振幅随外噪声强度的变化出现传统随机共振, 在
一定范围内, 外噪声的非对称性会增强系统输出响
应, 而系统阻尼作用则相反; 稳态响应振幅随记忆
时间和外噪声相关率的变化出现广义随机共振, 且
阻尼系数对于共振行为的影响存在临界记忆时间.

此外, 随着记忆时间的适当延长, 系统共振峰值降
低, 输出信号响应强度减弱. 通过数值计算系统响
应功率谱验证了系统 (1)随机共振现象的存在. 系
统会受到不同噪声的干扰, 在介质对速度具有记忆
性的非均匀环境中, 布朗粒子存在的质量涨落或周
期信号频率及相位存在的涨落对随机共振的影响

还有待研究. 同时, 对于具有更加复杂的记忆阻尼
(如内噪声为Mittag-Leffler噪声、简谐速率噪声等)
的非马尔可夫系统的随机共振也有待进一步研究.

附录A ai(i = 0, 1, · · · , 5)和 bj(j = 1, 2, 3)的

具体表达式

a0 = τ−1[ω2λ(λ2 + λγ0 + ω2 +∆)− λσ]

+ τ−2[ω2(ω2 + λ2 +∆)− σ],

a1 = ω2λ(λ2 + λγ0 + ω2 +∆)− λσ

+ 2τ−1[ω4(1 +∆) + ω2λ(2λ+ γ0)− σ]

+ 2τ−2ω2λ,

a2 = λ(λ+ γ0)(3ω
2 + λγ0) + ω4 +∆ω2

+∆λγ0 − σ + τ−1[2ω2(3λ+ γ0)

+ λ2(λ+ 2γ0) +∆(λ+ γ0)]

+ τ−2[2ω2 + λ2 +∆],
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a3 = (2λ+ γ0)(2ω
2 + 2λγ0) +∆(λ+ γ0)

+ τ−1[3ω2 + 2λ2 + 4λγ0 + 2∆] + 2τ−2λ,

a4 = 2ω2 + 5λγ0 + 3λ2 + γ2
0

+∆+ τ−1[5λ+ 2γ0] + τ−2,

a5 = 3λ+ 2γ0 + 2τ−1,

b1 = (a4a5 − a3a6)/a5,

b2 = (a2a5 − a1a6)/a5,

b3 = (a1a4a5 − a1a3a6 − a0a
2
5)/a5.

附录B 系数fi(i = 1, 2, 3, 4)的具体表达式

f1 =− τ−2(λτ + 1)(2λτ + γ0τ + 1)Ω2

− τ−2(ω2 +∆)(Ω2τ2 − λτ − 1)

+ τ−2(Ω2τ − λ)(Ω2τ − λ2τ − λτγ0 − λ),

f2 = τ−2Ω(2λτ + γ0τ + 1)(Ω2τ − λ)

− τ−1Ω(λτ + 2)(ω2 +∆)

+ τ−2Ω(λτ + 1)(Ω2τ − λ2τ − λτγ0 − λ),

f3 = τ−2[(Ω2 − ω2)(Ω2τ2 − λτ − 1)

− τγ0Ω
2(λτ + 1)](ω2 +∆)

+ τ−2σ(Ω2τ2 − λτ − 1)

+ τ−2[(Ω2 − ω2)(τΩ2 − λ)− λτγ0Ω
2]

× [(λ+ γ0)(λτ + 1)−Ω2τ − γ0]

+ τ−2Ω[(Ω2 − ω2)(λτ + 1)Ω

+ τγ0Ω
3](2λτ + γ0τ + 1),

f4 = τ−2[(Ω2 − ω2)(λτ + 1)Ω + τγ0Ω
3]

× [(λ+ γ0)(λτ + 1)−Ω2τ − γ0]

+ τ−1[(Ω2 − ω2)(λτ + 2) + τγ0Ω
2]

× (ω2 +∆)Ω + τ−1σ(λτ + 2)Ω

− τ−2Ω[(Ω2 − ω2)(τΩ2 − λ)− λτγ0Ω
2]

× (2λτ + γ0τ + 1).
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Stochastic resonance of a memorial-damped linear
system with natural frequency fluctuation∗
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Abstract
The stochastic resonance is investigated in the generalized Langevin equation with exponential memory kernel

subjected to the joint action of internal noise, external noise and external sinusoidal forcing. The system is converted
into three-dimensional Markovian Langevin equations. Furthermore, using the Shapiro-Loginov formula and the Laplace
transformation technique, the exact expressions of the first moment and the steady response amplitude are obtained. The
research results show that with the variations of external sinusoidal force frequency and the parameters of memory kernel
and external noise, the system presents bona-fide stochastic resonance, conventional stochastic resonance and stochastic
resonance in a broad sense under the condition of Routh-Hurwitz stability. In addition, the stochastic resonance can be
weakened as the memory time increases. Moreover, the numerical results of power spectrum of system are in agreement
with the analytic results.

Keywords: stochastic resonance, generalized Langevin equation, steady response amplitude
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