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色散介质电磁特性时域有限差分分析的

Newmark方法∗
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根据Debye模型、Drude模型和Lorentz模型 3种常见色散介质模型频域极化率的特点, 利用频域到时域
的转换关系 jω → ∂/∂t, 将极化矢量P 与电场强度E 的频域关系转换成时域内关于P 的二阶微分方程, 其
对 3种色散介质模型皆适用, 具有统一的形式. 然后采用相比于中心差分具有更高精度的Newmark两步算法
(Newmark-β-γ法)求解该方程, 进而得到E → P 的递推公式, 再结合本构关系得到D → E的时域递推式.
实现了色散介质电磁场量的时域有限差分迭代计算. 数值计算结果表明该方法是适用于 3种色散介质模型的
通用算法, 并且相比于移位算子时域有限差分方法等以中心差分为基础的离散方案具有更高的计算精度.
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1 引 言

1966年Yee[1]提出了时域有限差分 (FDTD)
方法. 经过数十年的发展, FDTD方法已经被广
泛应用于研究电磁问题 [2−6]. 该算法的特点是便
于处理非均匀、时变和色散介质的电磁问题, 结合
傅里叶变换一次计算即可获得系统的宽带信息.
FDTD方法属于时域算法, 在处理色散介质的电磁
问题时, 理论推证和实验测量获得的本构关系通
常以频域的形式给出, 这给直接应用FDTD方法
计算色散介质电磁响应带来了一定的困难.常见色
散介质模型包括Debye模型、Drude模型和Lorentz
模型 [7].处理频域本构关系以适应于FDTD计算
的方案包括递归卷积 (RC)法 [8−11]、分段线性递归

卷积 (PLRC)法 [12]、电流密度卷积 (JEC)法 [13]、分

段线性电流密度递归卷积 (PLJERC)法 [14,15]、辅

助方程 (ADE)法 [16,17]、Z变换法 [18−20]、移位算子

(SO)法 [21,22]和半解析递推卷积 (SARC)法 [23]等.

上述方法中, RC法、PLRC法、JEC法、PLJ-
ERC法和Z变换法等方法需要针对不同的色散介

质模型推导递推计算式和编制相应的程序, 通用性
差. SARC法、SO法和ADE法可以用同一递推式
处理所有色散介质模型的电磁问题, 其中SO 法稳
定性较好, SARC法内存需求更小. 一般而言, 这
3种方法对时间变量的离散均基于中心差分方案,
计算精度受限于中心差分.本文将动力学时域微分
方程数值积分经典时域步进算法—–Newmark方
法 [24−26]引入到色散介质时域本构关系的处理中,
给出了一种既适用于3种色散介质模型同时具有更
高计算精度的新方法.

本文根据Debye模型、Drude模型和Lorentz
模型 3种常见色散介质模型频域极化率的特点,
利用频域到时域的转换关系 jω → ∂/∂t 将极化矢

量P 与电场强度E的频域关系转换成时域内关于

P 的二阶微分方程, 其对 3种模型色散介质模型皆
适用, 具有统一的形式. 然后采用已经广泛应用于
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时域有限元方法中求解二阶微分方程的Newmark
两步算法 (Newmark-β-γ法)求解该方程,进而得到
E → P 的递推公式, 再结合本构关系得到D → E

的时域递推式. 实现了色散介质电磁场量的FDTD
迭代计算. 与SO-FDTD和SARC法相同, 本文方
法适用于 3种常见色散介质模型的电磁计算, 具有
通用性. 另外, 由于采用Newmark步进算法求解
时域本构关系的微分方程, 相比于SO-FDTD法等
算法, 本文方法具有更高的计算精度. 本文算例中
Mie级数解、SO-FDTD 算法和本文方法的计算结
果的比较验证了本文算法的通用性和高精度.本文
时谐因子取为 exp(jωt).

2 色 散 介 质 通 用Newmark-FDTD
方法

2.1 色散介质Maxwell旋度方程和频域本
构关系

线性各向同性电色散介质Maxwell旋度方程
和频域本构关系为 [27]

∂D

∂t
= ∇×H,

∂H

∂t
= − 1

µ0
∇×E, (1)

D(ω) = ε(ω)E(ω)

= ε0[ε∞ + χ(ω)]E(ω), (2)

式中, D为电位移矢量, H为磁场强度, ε(ω)为频
域介电系数, χ(ω)为频域极化率, ε∞为无穷大频率
时的相对介电系数, ε0为真空介电常数, µ0为真空

磁导率. 介质介电系数是综合了电子云畸变极化、
分子极矩的位移极化和转向极化等微观过程的宏

观物理量.
按标准Yee元胞 [1]对旋度方程 (1)式差分离散

便可实现E → H → D的FDTD迭代计算, 而要
实现D → E的迭代计算则需要对频域本构关系

(2)式进行特殊处理.

2.2 常见色散介质模型

常见的 3种线性各向同性色散介质模型为De-
bye模型、Drude模型和Lorentz模型, 它们的频域
极化率可表示为如下多极点相加的形式 [27]:

χDebye(ω) =
L∑

l=1

χDebye
l (ω)

=

L∑
l=1

∆εl
1 + jωτ0,l

,

χDrude(ω) =

L∑
l=1

χDrude
l (ω)

=

L∑
l=1

−ω2
l

ω2 − jωνc,l
,

χLorentz(ω) =

L∑
l=1

χLorentz
l (ω)

=
L∑

l=1

∆εlω
2
0,l

ω2
0,l + 2jωνc,l − ω2

, (3)

式中, L为极点数; ∆εl = εs,l − ε∞, 其中 εs,l为零

频时的相对介电系数; τ0,l为极点弛豫时间; νc,l为

碰撞频率; ωl为Drude频率; ω0,l为振子固有频率.
极化率χ(ω)的虚部代表介质的损耗, 其是由于极
化过程中的摩擦阻尼所致, 在频域上表现为电位移
矢量D和电场矢量E的相位滞后, 在时域上表现
为响应的弛豫时间. Debye模型经常用于土壤、水、
人体组织等介质的色散特性描述. 基于金属电子
气模型并考虑电子碰撞建立的Drude模型常被用
于描述等离子体、金属等介质的色散特性. Lorentz
模型可用于生物组织、光学材料、人工介质 (新型双
负介质)等介质的色散特性描述.实际介质的介电
系数需要通过实验测试获得, 再用上述模型拟合.
如果所关心频率范围较宽, 可以采用上述模型联合
描述.

令

ξl(ω) = 1/χl(ω), (4)

上述3种色散介质模型的 ξl(ω)可统一表示为

ξl(ω) = Ml · (jω)2 + Cl · (jω) +Kl, (5)

对于Debye模型,

Ml = 0, Cl =
τ0,l
∆εl

, Kl =
1

∆εl
,

对于Drude模型,

Ml =
1

ω2
l

, Cl =
νc,l
ω2
l

, Kl = 0,

对于Lorentz模型,

Ml =
1

∆εlω2
0,l

, Cl =
2νc,l

∆εlω2
0,l

, Kl =
1

∆εl
.

2.3 时域本构关系及其Newmark解

引入极化矢量P , 在频域

P (ω) = χ(ω)E(ω), (6)
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频域本构关系 (2)式可改写为

D(ω) = ε0ε∞E(ω) + ε0P (ω). (7)

令

Pl(ω) = χl(ω)E(ω), (8)

则由 (3)和 (6)式可知

P (ω) =

L∑
l=1

Pl(ω). (9)

由 (4)和 (8)式可得

E(ω) = ξl(ω)Pl(ω), (10)

将 (5)式代入 (10)式并利用频域到时域的转换关系
jω → ∂/∂t有

E(t) = Ml
d2

dt2Pl(t) + Cl
d
dtPl(t)

+KlPl(t). (11)

(11)式为二阶时域微分方程, 其中E(t)相当于激励

源. (11)式类似于ADE方法中的辅助方程, 极化矢
量P 的时间一阶导数即为ADE方法中引入的极化
电流Jp. 1959年, 根据Taylor级数的时间导数差分
近似公式, Newmark[24]给出了形如 (11)式的时域
微分方程数值积分的步进算法, 改善了计算精度和
稳定性.为了推导过程中符号简明, 将 (11)式改写
为如下微分方程形式:

Mlẍ+ Clẋ+Klx = f (12)

或

Mla+ Clv +Klx = f. (13)

当有限元应用于力学问题时, (13)式中x为位移; v
和a分别为速度和加速度,

v = ẋ =
dx
dt , a = ẍ =

d2x

dt2 ;

f为已知激励源.
下面按照Zienkiewicz[25]提出的方法推导, 根

据速度函数的Taylor公式

ẋn+1 = ẋn + ẍn∆t+
...
xn

(∆t)2

2
+ · · · , (14)

式中下标n和n + 1代表∆t离散后的时间步.若函
数x(t)足够平滑, 根据中值定理有

ẋn+1 = ẋn + ẍG∆t, (15)

式中 ẍG为在an = ẍn与an+1 = ẍn+1之间, 某时
刻的加速度值, 如图 1 (a)所示. (15)式表示当将

Taylor公式 (14)截止到第二项时, 应当把 (14)式右
端第二项用 ẍn和 ẍn+1之间某点的值 ẍG代替. 设
ẍG距离 ẍn为 γ (0 6 γ 6 1), 距离 ẍn+1为 1 − γ

(图 1 (a)), 则线性插值结果为

ẍG = ẍn(1− γ) + γẍn+1, (16)

将 (16)式代入 (15)式得到

ẋn+1 = ẋn + (1− γ)ẍn∆t+ γẍn+1∆t, (17)

即

vn+1 = vn + (1− γ)an∆t+ γan+1∆t. (18)

n n⇁ t⊳Dt

t⊳Dt

x↼t↽
⊲⊲

xn
⊲⊲

xn
⊲⊲

xG
⊲⊲

xB
⊲⊲

xn⇁
⊲⊲

xn⇁
⊲⊲

x↼t↽
⊲⊲


γ

2β

n n⇁



(b)

(a)

图 1 对于速度和位移的中值定理示意图 (a) 速度; (b)
位移

同样, 对于位移函数的Taylor公式为

xn+1 = xn + ẋn∆t+ ẍn
(∆t)2

2!

+
...
xn

(∆t)3

3!
+ · · · , (19)

若函数x(t)足够平滑, 根据中值定理有

xn+1 = xn + ẋn∆t+ ẍB
(∆t)2

2!
, (20)

式中 ẍB为加速度 ẍn与 ẍn+1之间某点的值, 如
图 1 (b)所示. 由线性插值公式可得

ẍB = ẍn(1− 2β) + 2βẍn+1, (21)

式中β为常数, 0 6 2β 6 1. 将 (21)式代入 (20)式
得到

xn+1 = xn + ẋn∆t+ ẍn(1− 2β)
(∆t)2

2
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+ 2βẍn+1
(∆t)2

2
, (22)

即

xn+1 = xn + vn∆t+ an(1− 2β)
(∆t)2

2

+ 2βan+1
(∆t)2

2
. (23)

将方程 (13)分别用于n+ 1, n和n− 1时间步可得

Mlan+1 + Clvn+1 +Klxn+1 = fn+1, (24)

Mlan + Clvn +Klxn = fn, (25)

Mlan−1 + Clvn−1 +Klxn−1 = fn−1, (26)

再将 (18), (23)式中n+ 1改为n得到

vn = vn−1 + (1− γ)an−1∆t+ γan∆t, (27)

xn = xn−1 + vn−1∆t+ an−1(1− 2β)
(∆t)2

2

+ 2βan
(∆t)2

2
. (28)

利用 (18), (23)—(28)式 7个方程消去 6个变量
an+1, an, an−1, vn+1, vn, vn−1可得

[Ml + γ∆tCl + β(∆t)2Kl]xn+1

=−
[
− 2Ml + (1− 2γ)∆tCl

+

(
1

2
+ γ − 2β

)
(∆t)2Kl

]
xn

−
[
Ml + (γ − 1)∆tCl

+

(
1

2
− γ + β

)
(∆t)2Kl

]
xn−1

+ (∆t)2
[
βfn+1 +

(
1

2
+ γ − 2β

)
fn

+

(
1

2
− γ + β

)
fn−1

]
. (29)

(29)式 称 为Newmark方 法 的 两 步 算 法 或
Newmark-β-γ方法, 即步进计算xn+1 需要用到前

两个时间步的值xn, xn−1. (12)式系数中包含两个
参变量β和γ, 为了保证计算精度和稳定性需要适
当选择γ以及β > 0.25(0.5 + γ)2, 通常取β = 0.25,
γ = 0.5可以保证无条件收敛 [25].

对 (11)式中E, Pl的各个分量在时域离散, 则
按照上述推导可得到在离散时域内由E计算Pl的

Newmark 步进计算式,

P n+1
l = w1,lP

n
l + w2,lP

n−1
l + u0,lE

n+1

+ u1,lE
n + u2,lE

n−1, (30)

式中,

w1,l =

2Ml − (1− 2γ)∆tCl −
(
1

2
+ γ − 2β

)
(∆t)2Kl

Sl
,

w2,l =

−Ml − (γ − 1)∆tCl −
(
1

2
− γ + β

)
(∆t)2Kl

Sl
,

u0,l =
(∆t)2β

Sl
,

u1,l =

(∆t)2
(
1

2
+ γ − 2β

)
Sl

,

u2,l =

(∆t)2
(
1

2
− γ + β

)
Sl

,

Sl = Ml + γ∆tCl + β(∆t)2Kl. (31)

将频域本构关系 (7)式转换到离散时域得到

Dn+1(t)

=ε0

(
ε∞En+1(t) +

L∑
l=1

P n+1
l (t)

)
. (32)

将 (30)式代入 (32) 式并整理可得(
ε∞ +

L∑
l=1

u0,l

)
En+1

=
Dn+1

ε0
−

L∑
l=1

(w1,lP
n
l )−

L∑
l=1

(w2,lP
n−1
l )
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−
L∑

l=1

u1,lE
n −

L∑
l=1

u2,lE
n−1. (33)

由 (33)式就可实现Dn+1, P n
l → En+1的时域步

进计算.
综上所述, 各向同性色散介质通用Newmark-

FDTD计算步骤可归纳为
步骤1 由E → H → D, 用旋度方程 (1)式

的差分离散式计算;
步骤2 由D,P → E, 用 (33)式计算;
步骤3 由E → P , 用 (30)式计算;
步骤4 回到步骤1.

3 算例验证及数值结果

以下算例分别为 3种色散介质模型球体的后
向散射, 计算时取β = 0.25, γ = 0.5, FDTD 计算
时间步长∆t = δ/2c, δ为Yee元胞边长.入射波为
平面高斯脉冲,

Ei(t) = exp
[
− 4π(t− t0)

2

τ2

]
, (34)

式中 τ = 60∆t.
例1 Debye介质球的后向散射
设球半径为 0.25 m, 介质为单极点Debye模

型, 复数相对介电系数 εr(ω)为

εr(ω) = ε∞ + χ(ω)

= ε∞ +
εs,1 − ε∞
1 + jωτ0,1

, (35)

式中, εs,1 = 1.16, ε∞ = 1.01, τ0,1 = 6.497 ×
10−10 s. 图 2给出了该球的后向雷达横截面 (RC-
S). 这里实线、圆圈和虚线分别为本文方法、Mie级
数解和SO-FDTD算法的计算结果. 由图 2可知,
本文方法的计算结果优于SO-FDTD算法的计算
结果. FDTD计算中 δ = 3.3× 10−3 m.

例2 等离子体球的后向散射

设等离子体球半径为 3.75 mm, 等离子体的散
射特性可用单极点Drude模型描述, 其复数相对介
电系数为

εr(ω) = ε∞ + χ(ω) = 1 +
−ω2

1

ω2 − jωνc,1
, (36)

式中, ω1 = 1.8 × 1011 rad/s, νc,1 = 2.0 × 1010 Hz.
图 3 给出了该等离子体球的后向RCS. 这里实线、
圆圈和虚线分别为本文方法、Mie级数解和SO-
FDTD算法的计算结果. 由图 3可知, 本文结果与

Mie级数解符合得更好, 尤其是在低频段, 计算精
度优于SO-FDTD 方法的计算精度. FDTD计算中
δ = 5.0× 10−2 mm.
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图 2 Debye介质球的后向RCS
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图 4 Lorentz球的后向RCS

例3 Lorentz球的后向散射
设Lorentz球半径为 15.0 × 10−9 m, 介质为单

极点Lorentz模型, 其复数相对介电系数为

εr(ω) = ε∞ + χ(ω)

= ε∞ +
(εs,1 − ε∞)ω2

0,1

ω2
0,1 + 2jωνc,1 − ω2

, (37)
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式中, εs,1 = 2.25, ε∞ = 1.0, νc,1 = 0.28× 1016 Hz,
ω0,1 = 4.0 × 1016 Hz. 图 4给出了该Lorentz 球的
后向RCS. 这里实线、圆圈和虚线分别为本文方
法、Mie级数解和SO-FDTD算法的计算结果. 由
图 4可知, 本文结果与Mie级数解符合得更好, 计
算精度优于SO-FDTD 方法的计算精度. FDTD计
算中 δ = 3.0× 10−10 m.

表 1列出了分别采用Newmark和SO方法计

算上述 3个算例时的内存消耗和中央处理器
(CPU) 时间. 计算时 3 个算例程序运行均为 6000
个时间步, 计算机CPU主频为 2.8 GHz, 算例 1和
算例 2的计算域为 180 × 180 × 180个元胞, 算例 3
的计算域为130× 130× 130个元胞. 从表 1可以看

出, SO 方法计算效率略高于Newmark方法计算效
率, 但从以上算例的计算结果可知Newmark方法
具有更高的计算精度.

表 1 采用Newmark和 SO方法模拟 3种模型色散介质球散射的内存消耗和CPU计算时间

色散介质模型
内存消耗/M CPU时间/s

Newmark方法 SO方法 Newmark方法 SO方法

Debye模型 716 583 41715 36220

Drude模型 709 650 39899 36103

Lorentz模型 265 252 16558 14887

4 结 论

本文给出了一种处理不同模型色散介质电磁

问题的通用Newmark-FDTD方法. 而且这一方法
对 3种常见模型色散介质具有通用性. 数值结果表
明本文方法相比于SO-FDTD算法具有更高的计
算精度.
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Abstract
The complex polarizations of three kinds of general dispersive medium models, i.e. Debye model, Lorentz model,

Drude model, are described by rational polynomial fraction in jω. The relationship between the polarization vector
P and the intensity of electric field E in time domain is obtained by utilizing the transformation relationship from
frequency domain to time domain jω → ∂/∂t. Then, the time domain second order equation is solved by using the
Newmark β and γ method, which has higher accuracy than the traditional center difference method. Once the recursive
formulations for E and P are obtained, the recursive formulations for D and E in time domain can be also obtained
based on the constitutive relation. Therefore for a dispersive medium the iterative electromagnetic field calculation
is conducted by finite-difference time-domain (FDTD) method. The present numerical results demonstrate that the
proposed method is a general algorithm for three kinds of general dispersive medium models, and has higher accuracy
than the shift operator-FDTD, which is based on the central difference discrete scheme.

Keywords: Newmark method, dispersive media, electromagnetic scattering, finite-difference time-
domain method
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