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Hirota方程的怪波解及其传输特性研究∗
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求出了高阶Hirota方程在可积条件下的一种精确呼吸子解, 并基于此呼吸子解得到了Hirota方程的一
种怪波解. 在此怪波解的基础上研究了怪波的激发, 发现对平面波进行周期性扰动可以激发怪波, 对平面波
进行高斯扰动可以更快地激发怪波, 还可以直接在常数项上增加高斯扰动激发怪波. 作为一个实例, 采用分
步傅里叶方法数值研究了在考虑自频移和拉曼增益时怪波的传输特性, 自频移使怪波中心发生偏移, 拉曼增
益使得怪波分裂得更快, 而且拉曼增益值越大怪波分裂得越快, 但是拉曼增益对怪波的峰值强度没有明显影
响. 最后数值模拟了相邻怪波之间的相互作用特点, 随着怪波之间距离的减小, 怪波将合二为一, 成为一束怪
波, 之后再分裂, 并分析了拉曼增益和自频移对怪波相互作用的影响.
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1 引 言

怪波是一种新型波, 在自然界中, 这种波出现
之前没有任何征兆, 海洋中突显一面水墙, 具有很
深的沟, 或者出现一系列连续的高波, 从而在海面
上引发了不少海难, 对海上航船和石油平台造成了
巨大的破坏. 20世纪 60年代海洋学家已经开始对
它进行研究, 并对怪波产生的机理进行了探讨. 实
际上, 不仅在海洋中, 在凝聚态、等离子物理中都
存在怪波现象 [1]. 在光学领域这种波称为光怪波,
其具有非常强的功率, 可以被用于产生超连续谱和
高功率脉冲, 因此光怪波引起了越来越多的科学关
注 [2−8]. 文献 [2]研究了三阶色散对光怪波概率密
度函数的影响; 文献 [3]讨论了非线性薛定谔方程
的怪波解; 文献 [4]讨论了 (3 + 1)维非线性薛定谔

方程的怪波解; 文献 [5]研究了怪波在非均匀波导
中的传输特点; 文献 [6]报道了自频移对怪波传输

的影响. 然而当光怪波脉冲宽度达到飞秒量级时,
必须考虑各种高阶效应, 包括三阶色散、非线性色
散、自徒峭、自频移及拉曼增益 (损耗). 这时通常的
非线性薛定谔方程变成如下的高阶非线性薛定谔

方程 [3,4,9,10]:
∂q

∂z
= iα1

∂2q

∂t2
+ iα2|q|2q + α3

∂3q

∂t3

+ α4
∂|q|2q
∂t

+ α5q
∂|q|2

∂t
+ α6q, (1)

式中, q(z, t)为电场强度慢变波包; z和 t为归一化

的传输距离和延迟时间; 参数α1, α2, α3, α4, α5和

α6都是实数, 分别表征群速度色散、自相移、三阶
色散、自陡峭、自频移和拉曼增益 (损耗). 一般情
况下, 方程 (1)是不可积的, 只有当系数满足如下
条件 [7,8]:

α1 : α2 : α6 : α3 : α4 : α5 + α4

=
1

2
: 1 : 0 : 1 : 6 : 0,
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并令α2 = 2α1 = 2α, α4 = 6α3 = 6β, α5 + α4 = 0

时, 方程 (1)变成完全可积的常系数Hirota方程

iqz + α(2q|q|2 + qtt) + iβ(qttt + 6|q|2qt)

= 0. (2)

实际上本研究小组 [9]在 2004年就通过Dar-
boux变化计算出Hirota方程的精确N孤子解, 研
究了平面波背景下基态孤子解的特点, 分别讨论
了当孤子强度大于平面波强度的 4倍或其小于平
面波强度的 4倍时所形成的呼吸子解 (Akhmediev
breather[7]) 的特点. 2012年Yang等 [6]再次讨论了

Hirota方程, 给出了当孤子强度等于平面波强度
的4倍时, 在极限情况下Hirota方程存在的怪波解,
分析了怪波形成的机理和自频移对它的影响. 本

文以不同的方法求解Hirota方程的怪波解, 并讨论
了拉曼增益对怪波传输的影响, 分析了怪波之间的
相互作用及拉曼增益和自频移对怪波相互作用的

影响.

2 高阶Hirota方程的精确呼吸子解

采用与文献 [9]相同的方法, 取平面波 q =

Ac exp(i(ωt + kz))作为种子解, 且 k = α(2A2
c −

ω2) + β(ω3 − 6ωA2
c). 构造拉斯对

φt = Mφ,

φz = Nφ,

其中,

φ = (φ1, φ2)
T,

M =

−iλ q

−q∗ iλ

 ,

N = λ3

−4β i 0

0 4β i

+ λ2

 −2αi 4βq

−4βq∗ 2αi

+

 2β i|q|2 2β iqx + 2αq

2β iq∗x − 2αq∗ −2β i|q|2


+

 iα|q|2 + β(qq∗x − q∗qx) iαqx − β(qxx + 2|q|2q)

iαq∗x + β(q∗xx + 2|q|2q∗) −iα|q|2 − β(qq∗x − q∗qx)

 .

这里λ为复的谱参数, 令λ = ξ + iAs, ξ和As为实数. 通过达布变换求出平面波背景下一种较简单的精确呼
吸孤子解,

q
[1]
breather = exp(i(ωt+ kz))

[
Ac +As

2Ac cos(d1)−As cosh(d2) + iσ sinh(d2)
2Ac cosh(d2)−As cos(d1)

]
, (3)

式中,

ω = 2ξ,

d1 = σt+ σ(4αξ + 12βξ2 − 2βA2
c − βA2

s)z,

d2 = σAs(α+ 6βξ)z

σ =
√
4A2

c −A2
s .

由 (3)式可知, 确定了谱参数λ, α, β就可以

获得呼吸孤子的精确解. 图 1为Ac = 1, α = 0.5,
β = 0.1, As = 1.7, ξ = 0.5, ω = 0.5 时呼吸孤子的

等高图, 从图 1可以看出呼吸子解的特点, 其在空
间方向上具有局域性, 在时间方向上具有周期性,

并且参数As对呼吸子解的形状及方向起到关键性

的作用, 文献 [9]对这些特点做了详细的讨论, 此处
不再赘述.

3 怪波解的产生及调制

文献 [6]通过让As逐渐逼近 2Ac的数值实验方

法得到了Hirota方程的怪波解. 实际上, 只要对
Hirota方程的呼吸子解 (3)式在As = 2Ac处进行

泰勒展开, 并令 ξ = 0, 就可以得到一种较为简单的
怪波解 qrogue,

qrogue = Ac exp(ikz)
[

4α3 + 8ikα3z

4k2α3z2 + 2kα2t2 − 12k2αβzt+ 18k3β2z2 + α3
− 1

]
. (4)
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图 1 Ac = 1, α = 0.5, β = 0.1, As = 1.7, ξ = 0.5,
ω = 0.5时, 呼吸子解的等高图

图 2 (a)显示了参数Ac = 1, α = 0.5, β =

0.01, ω = 0.5时的怪波立体图. 从图 2 (a)可以看
出怪波的特点: 第一是其具有时空局域性, 这一点
和呼吸子解的特点有所不同; 第二是其具有高能量
特点. 尽管输入平面波的强度 Icw = |Ac|2 = 1, 但
是怪波的能量 Irogue = |(Ac + As)|2 = 9|Ac|2 = 9

达到了平面波能量的 9倍. 分析怪波的能量特点可
以推测出怪波的能量是两种波能量的叠加且产生

了共振.
通过调节怪波解 (4)式的参数可以改变怪波

的形状和方向, 这一点在文献 [11]中有所讨论, 同
样经过数值分析发现三阶色散参数β对怪波的形

状和方向的影响较大. 图 2 (b)和 (c)分别显示了
β = 0.01和 0.05时怪波的等高图, 可见通过改变参
数β可以调制怪波的形状和方向, 这反映了怪波的
可控性, 同时为实验中观察和调控怪波提供了理论
依据.

4 怪波的激发和传输

由方程 (4)的表达式和上面的分析可知, 怪波
可以看作是由两种波叠加而成. 为了求出怪波是
由那两种波共同激发, 对 (3)式线性化处理, 并令
z = 0得到

qr(0, t) ≈ [A+ εχ cos(d1)] exp(iωt). (5)

这里

A =
2A2

c −A2
s − iσAs

2Ac
,

χ =
Asσ(σ − iAs)

2A2
c

,

σ =
√
4A2

c −A2
s ,
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(a)

(b)

(c)

图 2 怪波的精确解 (a) β = 0.01时的怪波强度图;
(b) β = 0.01 时的怪波等高图; (c) β = 0.05 时的怪波等

高图

ε为一个小量, 取 ε = 0.05, ω = 0.05. (5) 式可以
看作是在平面波上增加了一个周期性的扰动. 以
(5)式作为初始脉冲, 让它在方程 (1)中演化传输,
结果如图 3 (a)所示. 由图 3 (a)可知, 精确解 (3)式
的演化可以用线性化后的 (5) 式代替, 不同的是这
里选取Ac = 1, As = 1.98, 线性化后的呼吸子解在
As ≈ 2Ac时可以激发怪波. 既然平面波加上一个
周期性的扰动可以激发怪波, 那么平面波加上一个
其他的扰动是否能激发怪波需进一步研究. 以平面
波加上高斯脉冲扰动

qr(0, t) = Ac exp(iωt) + ε exp(−ϖt2) (6)

作为初始脉冲, 这里 ε也是一个小量, 取 ε = 0.05,
ω = 0.05 Ac = 1. 研究 (6)式在方程 (1)中的演化
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情况 (要求α5 = −0.02, α6 = 0.01). 此时虽然方程
(1)不是可积的非线性方程, 但是由于参数的取值
都非常小,可以把方程 (1)的后两项看作微扰项,这
时解 (3)式可以作为方程 (1)的近似解. 我们用同
样的微扰方法讨论下面的传输问题. 从图 3 (b)可
以看出, 在平面波基础上加上高斯脉冲扰动时, 即
使在非可积的方程中也可以激发怪波. 比较图 3 (a)
和 (b)可以看出, 以周期函数作为扰动时, 怪波在
z = 12处出现, 而以高斯脉冲作为扰动时, 怪波在
z = 6处出现. 由此可知当高阶项很小时, 可将其
作为微扰项, 这样在非可积的非线性方程中, 以 (6)
式作为初始脉冲可以更快地激发怪波.

通过数值模拟发现即使把 (6)式改写成如下更
简单的形式

qr(0, t) = Ac + ε exp(−ϖt2) (7)

也可以激发怪波,这里ε也是一个小量,取ε = 0.05,
ω = 0.05, Ac = 1. 由于 (7)式形式简单, 参数容易
调节, 下面把它作为一个实例进行详细讨论.

以脉冲宽度T0 = 0.543 ps, 中心波长为
1550 nm, 功率为 0.3 W的初始脉冲 q1(0, t) ≈
Ac + ε exp(−ϖt2)作为入射波, 入射到群速度
色散常数为−0.885 ps2/km, 三阶色散常数为
0.0133 ps3/km, 非线性参数为 10 W−1·km−1的光

纤中. 对应于方程 (1), 当参数α = 0.5, β = 0.0046

时, 采用分步傅里叶方法对有无自频移及拉曼增益
的传播问题进行了数值研究, 取步长h = 1/10000.
图 4 (a)显示了当参数Ac = 1, ω = 0.05, ε = 0.05

时,怪波传播15个单位长度的等高图. 从图 4 (a)可
以看出怪波的传输不稳定, 随着怪波的传输, 它依
次分裂成多个次波. 如果考虑拉曼散射引起的自频
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图 3 不同扰动条件下怪波的激发图 (a) α5 = 0, α6 = 0; (b) α5 = −0.02, α6 = 0.01
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图 4 不同情况下怪波的传输图 (a) α5 = 0, α6 = 0; (b) α5 = −0.02i, α6 = 0; (c) α5 = 0,�α6 = 0.01;
(d) α5 = 0, α6 = 0.02
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移, 取自频移参数为 3 fs, 即α5 = −0.02i时, 如
图 4 (b)所示, 怪波的中心发生明显偏移, 且怪波的
强度增大但是没有分裂, 这同文献 [6]的讨论没有
明显的区别, 此处不再赘述. 如果考虑拉曼增益项
α6 = 0.01, 而不考虑自频移效应时 (图 4 (c)), 怪波
并没有失真, 只是怪波分裂得更快. 而当拉曼增益
值增大到0.02时, 如图 4 (d)所示, 怪波分裂得更快,
这说明拉曼增益值越大越能促进怪波的分裂.

为了分析拉曼增益对怪波强度的影响, 我们数
值模拟了当增益值α6 = 0.01且不含自频移时, 也
就是图 4 (c) 所示的怪波在各个峰值处的强度图,
结果如图 5所示. 从图 5 可以看出: 当 z = 6.5时,
怪波强度为9; 随着距离的增大, 当 z = 9.7, 10.8时,
怪波分裂成两列次波, 强度也为9, 直到 z = 13.2和

z = 14时怪波强度依然为 9. 可见拉曼增益只使怪
波更快地分裂但是并没有使脉冲的峰值衰减. 这
一点不同于文献 [12]所讨论的拉曼增益对孤子的
影响.

5 相邻怪波间的相互作用

怪波之间的相互作用一直是研究热点之

一 [13,14], 不论在生活、海洋中, 还是在光学领域
波与波的相互作用都是不可避免的. 本文选取初
始脉宽T0为0.5 ps、中心波长为 1500 nm的窄脉冲,

群速度色散常数为−0.885 ps2/km的光纤, 采取步
长为 h = 1/10000的分步傅里叶方法, 考虑怪波在
传输距离 z上的周期LD = T 2

0 /|α2| = 1/3 km. 取
初始脉冲为

q1(0, t) ≈ Ac + ε exp(−ϖ(t− t0)
2)

+Ac + ε exp(−ϖ(t+ t0)
2), (8)

相邻怪波之间的距离为 2t0, 其他参数的取值为
Ac = 1, ω = 0.05, ε = 0.05. 图 6显示了初始间距

不同时怪波的相互作用演化图及自频移和拉曼增

益对怪波相互作用的影响. 从图 6 (a)可以看出, 当
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图 5 在不同峰值处怪波的强度图
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图 6 不同情况下怪波之间的相互作用图 (a) t0 = 3, α5 = 0, α6 = 0; (b) t0 = 1, α5 = 0, α6 = 0; (c) t0 = 3,
α5 = 0, α6 = 0.01; (d) t0 = 3, α5 = 0.01i, α6 = 0
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怪波之间的距离 2t0 = 6时, 怪波之间的相互作用
较弱. 但当怪波之间的距离减小为 2时 (图 6 (b)),
两个怪波合成一个怪波, 之后分裂成多个次波继续
传播, 可见怪波间距越小怪波之间的相互作用越
大. 为了研究拉曼增益对怪波相互作用的影响, 取
增益项α6 = 0.01, 如图 6 (c)所示, 拉曼增益对怪波
的相互作用没有明显的影响, 只是使怪波分裂得更
快, 这与拉曼增益对单个怪波的影响没有明显的
区别. 图 6 (d)显示了自频移对怪波相互作用的影
响. 从图 6 (d)可以看出, 自频移使两个怪波的中心
都发生了偏移, 由于α5 = 0.01i取为正值, 不同于
图 4 (b)所示的情形, 偏移的方向相反, 随着距离的
增大怪波的相互作用也没有明显的变化, 这与自频
移对单个怪波的影响没有明显的区别.

6 结 论

本文通过达布变换求出Hirota方程的一种精
确呼吸子解—–平面波背景下的孤子解, 并在呼
吸子解的基础上得到Hirota方程的一种较简单的
怪波解, 从怪波解的表达式和怪波的立体图可以
看出怪波的特点—–时空局域性和高能量特点, 进
而深刻认识到怪波产生的物理机理是平面波和一

种其他波发生了共振, 并认识到影响怪波形状的
主要因素是三阶色散常数. 在此怪波解的基础上
研究了怪波的激发, 发现对平面波进行周期性扰
动可以得到怪波, 并且对平面波进行高斯扰动可
以更快地激发怪波, 还可以直接在常数项增加高
斯扰动激发怪波. 作为一个实例, 本文研究了以
q1(0, t) ≈ Ac + ε exp(−ϖt2)作为初始激发脉冲, 考
虑自频移和考虑拉曼增益时怪波的传输特性, 发现

自频移使怪波中心发生偏移, 即频移现象, 拉曼增
益使得怪波更快地分裂, 而且增益越大分裂地越
快, 但是拉曼增益对怪波的峰值强度影响不明显.
最后分析了怪波之间的相互作用特点, 随着怪波之
间距离的减小, 怪波的相互作用增强, 当怪波之间
的距离 2t0 = 2时, 怪波将合二为一之后再分裂, 分
析表明拉曼增益和自频移对怪波之间相互作用的

影响同对单个怪波的影响没有明显区别.
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Abstract
A breather soliton solution of the higher-order Hirota equation is given under the integrable condition, and the

rogue solution of Hirota equation is obtained on the basis of the breather soliton solutions, which is helpful to under-
stand the characteristics and the physical reason of rogue wave. The excitation of rogue wave is studied by a cw and
periodic perturbation or a Gaussian type perturbation. As an example, by distribution Fourier method, the transmission
characteristics of rogue wave is studied with considering the frequency shift and the Raman gain, and the effects of the
frequency shift and Raman gain on the interaction between rogue waves are also analyzed.
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