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介观RLC电路的密度矩阵的量子耗散∗

范洪义 何锐†

(中国科学技术大学材料科学与工程系, 合肥 230026)
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本文首次采用求解密度矩阵的振幅衰减主方程来研究介观RLC电路的量子耗散. 我们考虑到电路实际
上处在热环境中, 就尝试用 (经约化了热库自由度以后)密度矩阵的振幅耗散主方程来研究介观RLC电路的

量子衰减, 即将电路看作是一个哈密顿稳态系统 (不显含时), 而该系统对应的密度矩阵是处在振幅耗散通道
中 (耗散系数由回路的品质因数决定)随着时间演化, 我们求出该回路密度矩阵的量子耗散及回路能量的衰减
规律. 我们采用纠缠态表象和有序算符内的积分 (求和)技术探讨此问题, 可以给出终态密度矩阵的解析形式,
具有简捷的特点.
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1 引 言

介观电路的量子化是研究量子计算机和超导

量子电路的一个重要课题 [1−7]. 路易瑟尔 [1]首先

将介观L-C(电感L和电容C)电路量子化为谐振
子. 即把电荷量子化为坐标算符 q, 电流 I乘上电感

L量子化为动量算符 p = L (dq/dt), ([q, p] = i~).
随后, 不少文章讨论了较复杂回路的量子化 [3−7].
路易瑟尔的研究了绝对零度下的量子涨落, 没有
考虑有限温度. 但是电路运行处在热环境中, 尤其
是在电路中存在电阻时会产生焦耳热, 所以我们在
文献 [2]中曾讨论了有限温度下的单个L-C电路的
量子涨落. 对于存在电阻R时介观RLC电路的量

子化, 也引起了许多作者的关注 [8−12], 以往的处理
都是把RLC电路看作为阻尼振子, 其量子化是采
用海森堡方程讨论含时振子的产生算符和湮没算

符的演化. 本文将采取一个全新的观点和方法, 我
们考虑到电路实际上处在热环境中, 就尝试用 (经
约化了热库自由度以后)密度矩阵的振幅耗散主方
程来研究介观RLC电路的量子衰减, 即将电路看
作是一个哈密顿稳态系统 (不显含时), 而该系统对

应的密度矩阵是处在振幅耗散通道中 (耗散系数由
回路的品质因数)随着时间演化, 这样做的优点是
避免量子化含时系统所产生的困难, 物理图像较清
晰, 计算结果能很好地反映回路因电阻存在随时间
的能量损失. 采用纠缠态表象 [13−15]和有序算符内

的积分技术 [16,17]我们首次求出该回路密度矩阵量

子耗散的解析形式.

2 量子化介观RLC电路的密度算符

当将电阻R连接到LC回路中, 则经典的RLC

电路的运动方程为

L
d2q

dt2 +R
dq
dt +

q

C
= 0,

电 阻 的 能 量 损 耗 为R
dq
dt q, 量 子 化 后 变 为

1

2
R
(
q

dq
dt+

dq
dt q

)
(这里考虑到 q与

dq
dt 的非对易性),

由 p = L (dq/dt), 则相应的RLC回路的量子哈密

顿量为

H =
1

2L
p2 +

1

2C
q2 +

R

2L
(pq + qp) . (1)

用

a =
√
2L~ω (Lωq + ip) ,
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a† =
√
2L~ω (Lωq − ip) , (2)

这里ω = 1/
√
LC是没有电阻存在时的LC回路的

共振频率. 由 (2)式, 我们有

q =
a+ a†√

2

√
~
ωL

, p =
a− a†√

2i

√
ω~L. (3)

所以 (1)式改写为 (略去零点能)
H = ωa†a+ χ∗a†2 + χa2, (4)

这里χ由电阻与电感的比决定

χ = −i R
2L

, (5)

其相应的归一化密度算符为

ρ0 = e−βH/Tr e−βH

= exp[−β(ωa†a+ χ∗a†2 + χa2)]/Tr e−βH , (6)
这里β = 1/kT , k是玻尔兹曼常数. 利用算符恒等
式 [18]

exp[fa†a+ ga†2 + ka2]

= e−f/2 exp
(

ga†2

∆ coth∆− f

)
× exp

[
(a†a+

1

2
) ln ∆h∆

∆− f tanh∆

]
× exp

(
ka2

∆ coth∆− f

)
,

∆2 = f2 − 4kg, (7)
(它也可以不用李代数知识而直接由简单的算符代
数推导出来 [19]), 我们可以将方程 (6)右边的指数
算符分解为

(Tr e−βH)ρ0

=
√
λ eβω exp(E∗a†2) exp(a†a lnλ) exp(Ea2), (8)

这里

λ =
D

ω sinh(βD) +D cosh(βD)
,

E =
−λ

D
χ sinh(βD),

D2 = ω2 − 4|χ|2. (9)
用 exp(a†a lnλ) =: exp[(λ − 1)a†a] : , 这里 : : 代

表正规乘积, 我们计算它的配分函数
Z(β) =Tr e−βH

=
√

λ eβωTr[exp(E∗a†2) : exp[(λ− 1)a†a] :

exp(Ea2)]. (10)
利用相干态 |z⟩ = exp[−|z|2/2 + za†]|0⟩的完备性
关系 [19]∫ d2z

π
|z⟩⟨z|

=

∫ d2z

π
: e−|z|2+za†+z∗a−a†a : = 1 (11)

和积分公式∫ d2z

π
exp(ζ|z|2 + ξz + ηz∗ + fz2 + gz∗2)

=
1√

ζ2 − 4fg
exp

(
−ζξη + ξ2g + η2f

ζ2 − 4fg

)
. (12)

我们得

Z(β) =
√
λ eβωTr

[
exp(E∗a†2) : exp[(λ− 1)a†a] :

× exp(Ea2)

∫ d2z

π
|z⟩⟨z|

]
=
√
λ eβω

∫ d2z

π
⟨z| exp(E∗a†2)

× : exp[(λ− 1)a†a] : exp(Ea2)|z⟩

=
√
λ eβω

∫ d2z

π
exp[E∗z∗2 + Ez2

+ (λ− 1)|z|2]

=

√
λ eβω√

(1− λ)2 − 4|E|2

=
eβω/2

2 sinh(βD/2)
, (13)

这里√
(1− λ)2 − 4|E|2 = 2

√
λ sinh(βD/2) ≡ A. (14)

此等式的证明见附录A. 因此

ρ0 =
√
λ eβω exp(E∗a†2) exp(a†a lnλ)

× exp(Ea2)
/[

eβω/2

2 sinh(βD/2)

]
=A exp(E∗a†2) exp(a†a lnλ) exp(Ea2), (15)

这里Trρ0 = 1.

3 表征密度算符在耗散通道演化的主
方程解

描述振幅衰减的密度算符的主方程是 [20]

dρ
dt = κ(2aρa† − a†aρ− ρa†a), (16)

κ是通道衰减率, 针对RLC回路而言, 对照 (1)式,
取为κ = R/ (2L). 为了直接解方程, 我们引入双模
纠缠态 [13−15]

|η⟩ = exp
(
− 1

2
|η|2 + ηa† − η∗ã† + a†ã†

)
|00̃⟩,

(17)
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这里 ã†是独立于实模a†的虚模产生算符, |0̃⟩被 ã

湮没,
[
ã, ã†

]
= 1,

[
a, ã†

]
= 0. |η⟩满足本征方程

(a− ã†)|η⟩ = η|η⟩, (a† − ã)|η⟩ = η∗|η⟩,

⟨η|(a† − ã) = η∗⟨η|, ⟨η|(a− ã†) = η⟨η|. (18)

将 (16)式的两边作用在态 |I⟩ ≡ |η = 0⟩上并标记
|ρ⟩ ≡ ρ|I⟩, 我们得

d
dt |ρ⟩ = κ(2aρa† − a†aρ− ρa†a)|I⟩. (19)

注意到

a|I⟩ = ã†|I⟩, a†|I⟩ = ã|I⟩, a†a|I⟩ = ã†ã|I⟩, (20)

方程 (19)变换为
d
dt |ρ⟩ = κ(2aã− a†a− ã†ã)|ρ⟩, (21)

其形式解是

|ρ⟩ = exp{κt(2aã− a†a− ã†ã)}|ρ0⟩. (22)

在 (21)式中 |ρ0⟩ ≡ ρ0|I⟩, ρ0是初始密度算符.
将 (22)式投影到热纠缠态表象 ⟨η|, 并利用对应
关系式

⟨η|ã = −
(

∂

∂η
+

η∗

2

)
⟨η|,

⟨η|a =

(
∂

∂η∗
+

η

2

)
⟨η|,

⟨η|ã† =
(

∂

∂η∗
− η

2

)
⟨η|,

⟨η|a† = −
(

∂

∂η
− η∗

2

)
⟨η|, (23)

和本征方程 (18)得

⟨η|ρ⟩ = exp
[
− κtη∗

(
∂

∂η∗
+

η

2

)
− κtη

(
∂

∂η
+

η∗

2

)]
⟨η|ρ0⟩

= exp
[
− κt

(
ηη∗ + η∗

∂

∂η∗
+ η

∂

∂η

)]
× ⟨η|ρ0⟩. (24)

注意到η = r eiφ, r = |η|,
∂

∂η
=

1

2
e−iφ

(
∂

∂r
− i

r

∂

∂φ

)
,

∂

∂η∗
=

1

2
eiφ

(
∂

∂r
+

i
r

∂

∂φ

)
(25)

和

η∗
∂

∂η∗
+ η

∂

∂η
= r

∂

∂r
,

[
r
∂

∂r
, r2

]
= 2r2, (26)

以及算符恒等式

eλ(A+σB) = eλA exp[σB(1− e−λτ )/τ ]

= exp[σB( eλτ − 1)/τ ] eλA. (27)
注意上式成立的条件是 [A,B] = τB. 可将 (24)式
改写为

⟨η|ρ⟩ = exp
[
−κt

(
r2 + r

∂

∂r

)]
⟨η|ρ0⟩

= e−r2(1− e−2κt)/2 exp
(
−κTr ∂

∂r

)
⟨r eiφ|ρ0⟩

= e−T |η|2/2⟨η e−κt|ρ0⟩, (28)
这 里 T = 1 − e−2κt. 利 用 完 备 性 关 系∫ d2η

π
|η⟩⟨η| = 1 和积分 (12)式以及 (28)式, 我们

可得

|ρ⟩ =
∫ d2η

π
|η⟩⟨η|ρ⟩

=

∫ d2η

π
|η⟩ e−T |η|2/2⟨η e−κt|ρ0⟩

=

∫ d2η

π
: exp[−|η|2 + η(a† − e−κtã)

+ η∗(a e−κt − ã†) + a†ã†

+ aã− a†a− ã†ã] : |ρ0⟩

=: exp{(a† − e−κtã)(a e−κt − ã†) + a†ã†

+ aã− a†a− ã†ã} : |ρ0⟩

=: exp{(1− e−2κt)aã

+ ( e−κt − 1)(a†a+ ã†ã)} : |ρ0⟩

= exp[−κt(a†a+ ã†ã)] exp[(1− e−2κt)aã]|ρ0⟩

= exp[−κt(a†a+ ã†ã)]
+∞∑
n=0

Tn

n!
anãnρ0|I⟩

=

+∞∑
n=0

Tn

n!
e−κta†aanρ0a

†n e−κta†a|I⟩. (29)

所以在耗散通道内密度算符的主方程解为

ρ(t) =
+∞∑
n=0

Tn

n!
e−κta†aanρ0a

†n e−κta†a. (30)

将其写成Kraus算符的形式为

ρ(t) =

+∞∑
n=0

Mnρ0M
†
n, Mn =

Tn

n!
e−κta†aan. (31)

4 RLC电路密度矩阵随时间演化的

规律: 反正规排序形式

将 (15)式代入 (30)式, 我们有

ρ(t) =A
+∞∑
n=0

Tn

n!
e−κta†aan exp(E∗a†2)

× exp(a†a lnλ) exp(Ea2)a†n e−κta†a. (32)
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根据公式

exp
[
a†a lnB

]
f
(
a†
)

exp
[
−a†a lnB

]
=f

(
Ba†

)
,

exp
[
a†a lnB

]
f (a) exp

[
−a†a lnB

]
=f (a/B) , (33)

得

ρ(t) =A

+∞∑
n=0

Tn e2κtn
n!

an exp(E∗ e−2κta†2)

× exp[(lnλ− 2κt)a†a]

× exp(E e−2κta2)a†n, (34)

这里

exp[(lnλ− 2κt)a†a]

=: exp
[(

eln λ−2κt − 1
)
a†a

]
:

=: exp
[(
λ e−2κt − 1

)
a†a

]
: , (35)

: : 标记正规序. 由于在an和a†n之间存在

exp(E∗ e−2κta†2), exp[(lnλ− 2κt)a†a],

exp(E e−2κta2)

三项, 所以在对n进行求和时遇到困难, 解决这个
难题的方法是把这三项转换成反正规排序的形式,
为此, 我们利用以下的化算符为其反正规排序的公
式 [21]

ρ =

∫ d2β

π

...⟨−β|ρ|β⟩

× exp[|β|2 + β∗a− βa† + a†a]
..., (36)

这里 |β⟩也是一个相干态, a|β⟩ = β|β⟩,
...

...标记反正
规序, 我们计算

exp(E∗ e−2κta†2) exp[(lnλ− 2κt)a†a] exp(E e−2κta2)

=

∫ d2β

π

...⟨−β| exp(E∗ e−2κta†2) : exp
[(
λ e−2κt − 1

)
a†a

]
: exp(E e−2κta2)|β⟩

× exp[|β|2 + β∗a− βa† + a†a]
...

=

∫ d2β

π

... exp[−λ e−2κt|β|2 + β∗a− βa† + E e−2κtβ2 + E∗ e−2κtβ∗2 + a†a]
...

=
e2κt√

λ2 − 4|E|2
... exp

[
−λaa† + Ea2 + E∗a†2

λ2 − 4|E|2
e2κt + a†a

].... (37)

将 (37)式代入 (34)式之后可以看出整个式子都是反正规排列的, 因为a和a†在
...

...内是可对易的, 所以现在

我们可以在
...

...内对n进行求和, 结果是

ρ(t) =
A e2κt√
λ2 − 4|E|2

...
+∞∑
n=0

(T e2κtaa†)n
n!

exp
[
−λaa† + Ea2 + E∗a†2

λ2 − 4|E|2
e2κt + a†a

]...

=
A e2κt√
λ2 − 4|E|2

... exp( e2κtaa†) exp
[
−λaa† + Ea2 + E∗a†2

λ2 − 4|E|2
e2κt

]...

=A′... exp
{

e2κt (λ
2 − 4|E|2 − λ)aa† + Ea2 + E∗a†2

λ2 − 4|E|2

}..., (38)

这里

A′ =
Ae2κt√

λ2 − 4|E|2
, (39)

且我们已应用了 T = 1− e−2κt. 这就是在 t时刻的

反正规序密度矩阵, 为了检验它的有效性, 我们利
用在相干态表象的P表示公式

ρ(t) =

∫ d2z

π
|z⟩⟨z|Pt (z) . (40)

来计算 (38)式中ρ(t)的迹

Trρ(t)

=

∫ d2z

π
⟨z|Pt (z) |z⟩

=

∫ d2z

π
Pt (z)

=A′
∫ d2z

π

× exp
[

e2κt (λ
2−4|E|2 − λ)|z|2+Ez2+E∗z∗2

λ2 − 4|E|2

]
=

A
√
λ2 − 4|E|2√

(λ2 − 4|E|2 − λ)2 − 4|E|2

=
A√

(λ− 1)2 − 4|E|2
= 1, (41)

得到预期的结果.
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5 回路能量的变化

现在我们利用 (38)式中 ρ(t)的反正规排列形

式和它的P表示形式来计算 t时刻回路的能量, 我
们有

Tr
(
ρ(t)a†a

)
=Tr

[∫ d2z

π
Pt (z) |z⟩⟨z|a†a

]
=

∫ d2z

π
Pt (z) |z|2

=A′
∫ d2z

π
|z|2 exp

[
e2κt|z|2

+
Ez2 + E∗z∗2 − λ|z|2

λ2 − 4|E|2
e2κt

]
=A′ e−4κt

∫ d2z

π
|z|2 exp

[
|z|2

+
Ez2 + E∗z∗2 − λ|z|2

λ2 − 4|E|2

]
=A′ e−4κt ∂

∂f

∫ d2z

π
exp

[
f |z|2

+
Ez2 + E∗z∗2 − λ|z|2

λ2 − 4|E|2

]
f=1

=A′ e−4κt ∂

∂f

∫ d2z

π

× exp
[
Ez2+E∗z∗2+[f(λ2−4|E|2)−λ]|z|2

λ2 − 4|E|2

]
f=1

=A′ e−4κt ∂

∂f

λ2 − 4|E|2√
[f (λ2 − 4|E|2)− λ]

2 − 4|E|2

∣∣∣∣
f=1

=A′ e−4κt
√
λ2 − 4|E|2

× ∂

∂f

[
1√

(λf − 1)2 − 4|E|2f2

]
f=1

=A′ e−4κt

√
λ2 − 4|E|2[4|E|2 − λ(λ− 1)]

[(λ− 1)2 − 4|E|2]3/2

= e−2κt A[4|E|2 − λ(λ− 1)]

[(λ− 1)2 − 4|E|2]3/2

= e−2κt 4|E|2 − λ(λ− 1)

(λ− 1)2 − 4|E|2
. (42)

在最后一步中, 我们利用了

A ≡
√
(1− λ)2 − 4|E|2 = 2

√
λ sinh(βD/2).

注意

e−2κt 4|E|2 − λ(λ− 1)

(λ− 1)2 − 4|E|2

= e−2κt

[
1− λ

(λ− 1)2 − 4|E|2
− 1

]

= e−2κt

[
1− λ

4λ sinh2(βD/2)
− 1

]
. (43)

然后将λ =
D

ω sinh(βD) +D cosh(βD)
代入上式,

我们有

Tr
[
ρ(t)a†a

]
=

e−2κt

2

[ ω
D

coth(βD/2)− 1
]
. (44)

因为

Tr
(
ρ0a

†a
)
=

1

2

[
ω

D
coth(βD/2)− 1

]
, (45)

所以有

Tr
[
ρ(t)a†a

]
= e−2κtTr

(
ρ0a

†a
)

= e−Rt/(2L)Tr
(
ρ0a

†a
)
. (46)

因此可以看出回路能量以 e−Rt/(2L)随时间衰减.

6 结 论

我们已经采用了新的方法处理了介观RLC电

路的振幅衰减, 即先给出含衰减项但不显含时间 t

的哈密顿量的密度矩阵, 把它归一化, 然后将它作
为初始密度矩阵放在衰减通道中演化, 继而得到解
析形式的 t时刻的密度算符, 再根据系综平均求出
相应的物理量的衰减. 这个方法可以推广到较为
复杂的含耗散项的介观电路哈密顿系统, 只要求出
其相应的密度算符, 就可以导出其力学量的衰减规
律. 此方法还可以推广到多模哈密顿系统.

附录A
(14)式的证明如下:√

(1− λ)2 − 4|E|2

=

√
(1− λ)2 − λ2

D2
(ω2 −D2) sinh2(βD)

=

√
λ2[

D2 cosh2(βD)− ω2 sinh2(βD)

D2
]− 2λ+ 1

=

{
D cosh(βD)− ω sinh(βD)

ω sinh(βD) +D cosh(βD)

− 2D

ω sinh(βD) +D cosh(βD)
+ 1

}1/2

=

√
2D[cosh(βD)− 1]

ω sinh(βD) +D cosh(βD)

=2
√
λ sinh(βD/2), (A1)

所以我们有

Z(β) =

√
λ eβω

(1− λ)2 − 4|E|2

=
eβω/2

2 sinh(βD/2)
. (A2)
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Abstract
For the first time, as far as we know, we use the approach of solving the amplitude-decaying master equation of

density matrix to study the quantum dissipation of a mesoscopic RLC circuit, and thus find out the attenuation law
of circuit energy. We then use the entangled state representation and the technique of integration within an ordered
product of operators to explore this problem.
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