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不同方向Dzyaloshinskii-Moriya相互作用和
磁场对自旋系统纠缠和保真度退相干的影响∗
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通过求解系统的Milburn方程, 研究了包含Dzyaloshinskii-Moriya相互作用的自旋链系统中纠缠和保真
度的动力学演化特性, 讨论了不同方向Dzyaloshinskii-Moriya相互作用、不同方向均匀和非均匀磁场、不同初
始态对纠缠以及保真度退相干的影响. 研究发现, 非均匀磁场的引入能够抑制纠缠退相干的发生, 初始态的
选择对系统纠缠状态的影响很大, 可以通过调制Dzyaloshinskii-Moriya相互作用的方向来获得所需纠缠和较
高的保真度. 研究还发现, 退相干条件下, 无论是均匀还是非均匀磁场对于保真度的提高并不明显. 纠缠和保
真度随初始态角度的变化具有周期性, 可以根据需要来选取不同系统中的最优初始态.
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1 引 言

纠缠 [1]现象是量子物理不同于经典物理最奇

妙的特征, 它是复合量子系统的一种非局域关联性
质, 表现为对某一子系统的测量不能独立于其他子
系统的测量参数. 纠缠一方面激发了人们对量子力
学本身进行更加深刻的研究和探索, 另一方面, 在
量子信息领域中, 纠缠可以作为物理资源, 进行量
子信息处理,如利用纠缠进行超密集编码 [2,3],量子
隐形传输 [4], 量子密钥分发 [5,6] 等经典方法难以实

现的行为, 具有保密, 高速, 超大容量的特点. 可以
说, 是纠缠本身的特殊物理性质使得量子信息具有
经典信息所没有的许多新的特征.

在量子纠缠的物理实现上, 一种存在于多体系
统中自旋粒子间的纠缠为量子信息和固态系统提

供了一座桥梁, 量子自旋系统是描述凝聚态物质磁
性的一种重要模型, 材料的磁性常可归因于电子的

交换相互作用. 最著名的量子自旋系统是Heisen-
berg 模型, 它由Heisenberg于 1926年为解决铁磁
相变而得到. 目前, 自旋模型作为简单且具有实
际意义的固态物理系统, 被认为是实现量子信息
处理最有前景的物理体系之一 [7]. 基于Heisenberg
模型所产生的纠缠 [8−10], 已经被广泛地应用于量
子信息传输、量子计算等各个领域. 尤其是包含
Dzyaloshinskii-Moriya(DM)相互作用的自旋系统
中的纠缠研究得到了普遍关注 [11,12], DM相互作用
来源于自旋轨道耦合, 是一种具有反对称性的各向
异性超交换相互作用, 这种相互作用不仅存在于反
铁磁体中而且存在于铁磁体中, 它对系统的量子纠
缠和量子相变有重要影响, 经常使某些系统表现出
一些新的物理性质 [13,14]. 近年来, 人们进一步探讨
了不同方向DM相互作用 [15−17] 对量子自旋系统

各类特性的影响, 通过研究产生了许多有意义的结
果, 比如可以通过选择最佳的DM 耦合参量组合来
得到某一温度下系统的最大纠缠, 可以通过调整磁
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场或DM 耦合参量的大小和方向来得到更大的纠
缠 [16,17].

然而, 实际的物理系统不可能单独存在, 总会
和外界环境中的自由度发生相互作用或者受到外

界的干扰, 因此系统自身的量子叠加态会受到破
坏, 从而导致体系中的相干信息向环境中流失, 这
就是量子退相干现象 [18−20]. 量子退相干使得初始
状态为纯态的系统向混合态演化, 并且这种演化不
可逆, 演化的速率要高于能量耗散的速率. 这种量
子资源的衰减, 会使得量子信息方案的保真度降
低, 极大地影响实际量子信息处理的效率和能力,
因此, 对量子退相干的操纵和控制就显得尤为重
要. 在研究包含不同方向DM 相互作用系统中的
量子纠缠特性时, 我们也要考虑到退相干对此类系
统的影响, 但是目前还没有工作研究这一问题. 所
以, 我们将对包含不同方向DM相互作用和磁场的
自旋链系统中的纠缠和保真度的退相干特性进行

研究, 这对于实际量子体系的操控具有重要意义.

2 模型与体系解

考虑两量子位的Heisenberg系统, 其包含 z方

向DM相互作用和磁场的Hamiltonian 量为

H =J (σx
1σ

x
2 + σy

1σ
y
2 + σz

1σ
z
2)

+Dz (σ
x
1σ

y
2 − σy

1σ
x
2 ) + (Bz + bz)σ

z
1

+ (Bz − bz)σ
z
2 , (1)

其中σα
i (α = x, y, z)为泡利矩阵的三个分量自旋

算符, J为第 1个和第 2个自旋格点间的相互作用,
J < 0代表铁磁情况, J > 0代表反铁磁情况, Dz

代表 z方向DM相互作用, Bz, bz表示沿 z方向的均

匀和非均匀磁场.
在标准基矢 |00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩下, 很容易得

出体系的本征值

E1 = Jz + 2Bz, E2 = Jz − 2Bz,

E3 = −J + 2
√
b2z + J2 +D2

z ,

E4 = −J − 2
√
b2z + J2 +D2

z , (2)

和相应的本征态为

|ψ1⟩ = |00⟩, |ψ2⟩ = |11⟩,

|ψ3,4⟩ =
sin θ±|01⟩+ χ cos θ±|10⟩√

2
, (3)

其中

θ± = arctan
( √
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)
,
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J − iDz√
J2 +D2
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.

包含x方向DM相互作用和磁场的Hamiltoni-
an量为

H =J (σx
1σ

x
2 + σy

1σ
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y
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Dx代表x方向DM相互作用, Bx, bx表示沿x方向

的均匀和非均匀磁场, 相应的本征值和本征态分
别为

E1,2 =J ± 2Bx,

E3,4 =− J ± 2
√
b2x +D2

x + J2; (5)

|ϕ1,2⟩ =
±|00⟩+ |01⟩+ |10⟩ ± |11⟩

2
,

|ϕ3,4⟩ =
√
2

2

(
sinα±|00⟩+ χ′ cosα±|01⟩

− χ′ cosα±|10⟩ − sinα±|11⟩
)
; (6)

其中

α = arctan
( √

b2x +D2
x

−J ±
√
b2x +D2

x + J2

)
,

χ′ =
−iDx − bx√
b2x +D2

x

.

量子退相干通常可以用密度矩阵非对角元的

消失来描述. 近年来, 通过修改薛定谔方程的形
式, 给出了很多退相干模型. 这里, 我们选择考虑
内禀退相干模型进行讨论. Milburn [21] 认为, 在充
分短的时间内, 量子系统并非在么正变换下连续
演化, 而是以一随机序列演化, 基于这种假设, 在
Markovian近似下, 系统演化的主方程为

dρ (t)
dt = −i [H, ρ (t)]− γ

2
[H, [H, ρ (t)]] , (7)

其中, γ为相位退相干因子, 方程的形式解为

ρ (t) =

∞∑
k=0

(γt)
k

k!
Mkρ (0)M+k, (8)

其中, ρ (0)为系统初始的密度算符, Mk定义为

Mk = Hk e−iHt e−
γt
2 H2

. (9)
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从而, Milburn方程描述的系统态的密度矩阵
可以进一步写作

ρ (t) =
∑
mn

exp
[
−γt

2
(Em − En)

2 − i (Em − En) t

]
× ⟨φm |ρ (0) |φn⟩ |φm⟩ ⟨φn| , (10)

其中Em,n, |φm,n⟩分别为相应系统的本征值和本
征态.

3 不同初始态下的结果讨论

为了研究上述系统的退相干特性, 我们采用
Concurrence [22]作为纠缠的度量方式. 设ρAB是两

体二维系统中的一个混合态, ρAB的Concurrence
定义为

C = max {0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4} , (11)

其中λi(i = 1, 2, 3, 4)为矩阵

R = ρAB
(
σy

A ⊗ σy
B
)
ρ∗AB

(
σy

A ⊗ σy
B
)

本征值的平方根, 且λ1 > λ2 > λ3 > λ4.
下面我们应用方程 (10)和 (11)数值计算不同

方向DM相互作用和磁场对纠缠退相干的影响. 我
们考虑系统初始处于ρ (0) = cosα |01⟩+ sinα |10⟩,
在此条件下我们将 (2)—(3), (5)—(6)式代入 (10)

式就可以得到主方程中密度矩阵的解析式, 进而利
用 (11)式来计算体系的纠缠量, 由于参数较多, 写
出全部的矩阵形式和纠缠的表达式非常的繁琐, 下
面主要给出数值模拟结果.

首先我们研究纠缠随时间和DM相互作用的
变化情况. 图 1展示了两自旋比特初始处于非相干

态α = π/2时, 即ρ (0) = |10⟩, 不同方向DM相互
作用对系统纠缠退相干的影响. 从图中可以看出,
纠缠是随着时间振荡减小的. 对比图 1 (a)和 (b),
我们发现包含x方向DM 相互作用系统的纠缠存
在区域要远多于 z方向DM 系统, 而且x方向DM
相互作用系统的退相干趋势较 z方向缓和, 能够在
时间达到20时还有一定的纠缠度. z/x方向DM相
互作用的增加能使纠缠增大, 并且对于给定的时间
t, 纠缠随Dz(Dx)也呈现周期性地振荡.

其次考虑外部磁场的影响. 图 2为含 z方向

DM相互作用系统的纠缠随时间和磁场的变化图.
从图 2 (a)可见, 纠缠会随着时间振荡减小到 0, 但
是均匀磁场的增加对系统的纠缠不产生任何影响.
图 2 (b)为纠缠随非均匀磁场和时间的变化图, 随
着非均匀磁场的增加总体上纠缠会先增大后减小,
但是对于给定的非均匀磁场, 纠缠不随时间振荡变
化, 而是保持平稳值, 这就表明 bz的引入能够抑制

退相干, 这种特性对于量子信息实用化很有价值.
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图 1 量子纠缠随时间 t和DM 相互作用Dz/x的演化 (其中 J = 1, B = b = 0, γ = 0.02, α = π/2)
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图 2 Dz系统中量子纠缠随时间 t和磁场B/b的演化 (其中 J = 1, D = 2, γ = 0.02, α = π/2) (a) b = 0; (b) B = 1
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图 3为包含x方向DM相互作用系统的纠缠随
时间和磁场的变化图. 从图 3 (a)可见, 随着均匀磁
场的增大, 纠缠会先减小后增大然后再次减小. 在
均匀磁场Bc=3.2时, 纠缠会随时间减小至 0.22左
右, 并一直保持这个平稳值, 即使时间再增加也不
会发生退纠缠. 由图 3 (b), 我们发现, 随着退相干
时间增加, 非均匀磁场基本上只会导致纠缠下降.
这就表明只有合理的设置符合研究系统的均匀和

非均匀磁场, 才能产生较大的纠缠.
如果我们改变初始态, 情况又会如何? 图 4展

示了两自旋比特初始态角度处于α = π/6时, 即

ρ(0) =

√
3

2
|01⟩ + 1

2
|10⟩, 不同方向DM相互作用系

统中纠缠的退相干特性. 由图可见, Dz的增加基本

上只会使得纠缠减小, 但是恒定的Dz下纠缠随着

时间保持恒定不变, 没有退相干发生. Dx系统纠缠

的变化和图 1 (b)类似, 但是较大纠缠存在的区域
不如图 1 (b)大.

图 5为ρ (0) =

√
3

2
|01⟩ + 1

2
|10⟩时包含 z方向

DM相互作用系统的纠缠随时间和磁场的变化图.
图 5 (a)和图 2 (a)的变化类似, 但是最小纠缠可以
达到 0.38. 由图 5 (b)可见纠缠会随着非均匀磁场
先减小后增加, 在 bc = 1.8时, 产生最小纠缠值. 非
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图 3 Dx系统中量子纠缠随时间 t和磁场B/b的演化 (其中 J = 1, D = 2, γ = 0.02, α = π/2) (a) b = 0; (b) B = 1
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均匀磁场极大地降低了Dz 方向的整体纠缠, 这种
变化情形和图 2不同, 这说明初始态的选择对系统
的纠缠大小有控制作用, 在产生纠缠时, 要考虑多
方面因素的制约.

图 6为ρ (0) =

√
3

2
|01⟩ + 1

2
|10⟩时包含x方向

DM相互作用系统的纠缠随时间和磁场的变化图.
图 6 (a)表明均匀磁场对该初始态的作用不大. 由
图 6 (b)可见, 即使非均匀磁场条件不同, Dx方向

的纠缠都具有相同的退相干特征.
如上所述, 初始态对纠缠具有操控作用, 下面

我们给出能够产生最佳纠缠量的初始态, 图 7展示

了量子纠缠随时间 t和初始角度α的变化, 对于Dz

系统, 能产生最大纠缠值 1并保持恒定的初始角度
为α = π/4和α = 3π/4. 但是对于Dx系统, 初始
角度为α = π/4时纠缠是从最大值1随时间逐渐减
小的, 当α = 3π/4时, 纠缠会从最大值 1逐渐振荡
减小, 而后保持恒定纠缠值0.74 左右.
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图 7 量子纠缠随时间 t和初始角度α 的演化 (其中 J = 1, D = 0.5, B = 1, b = 0.5, γ = 0.02) (a) Dz系统;
(b) Dx系统

4 不同初始态下的保真度

进一步利用上述系统作为量子信道进

行 量 子 隐 形 传 态 研 究, 我 们 考 虑 传 输 的
态 为 |ψ⟩in = cos(θ/2) |10⟩ + eiϕ sin(θ/2) |01⟩,
(0 ≤ θ 6 π, 0 6 ϕ 6 2π). 通过对输入态进行联合
测量和局域U变换, 可以得到系统的输出态为 [11]

ρout =
∑
i,j

pij (σi ⊗ σj)ρin (σi ⊗ σj) , (12)

其中σi(i = 0, x, y, z)代表单位矩阵及泡利矩阵的

三个分量, 其余参量分别为

pij = tr [Eiρ (t)] tr [Ejρ (t)] ,
∑

pij = 1.

ρin = |ψ⟩in⟨ψ|,

E0 = |ψ2
Bell⟩⟨ψ2

Bell|,

E1 = |ψ3
Bell⟩⟨ψ3

Bell|,

E2 = |ψ0
Bell⟩⟨ψ0

Bell|,

E3 = |ψ1
Bell⟩⟨ψ1

Bell|,

|ψ0,3
Bell⟩ =

1√
2
(|00⟩ ± |11⟩) ,

|ψ1,2
Bell⟩ =

1√
2
(|01⟩ ± |10⟩) .

经过一个动力学过程后, 有多少量子信息被保
存下来, 目前有多种理论提供了解决工具, 其中保
真度理论得到了广泛的应用. 保真度是量子信息科
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学中的一个重要物理量, 它可以衡量量子隐形传态
的性能, 表征整个信息传输后所得到的量子态和输
入态之间的相似程度, 保真度定义为 [11]

F (ρin, ρout)

=

{
tr
[√

(ρin)
1/2

ρout (ρin)
1/2

]}2

. (13)

下面我们研究选定某一输入态后, 比如令

θ = π/3, ϕ = 0, 则要传输的态为 |ψ⟩in =

√
3

2
|10⟩+

1

2
|01⟩. 我们利用上述包含不同方向DM相互作用
的自旋链系统来进行量子态的传输, 计算传输后保
真度的演化特性.

根据 (13)式, 我们给出了保真度F在不同初始

态情况下的数值模拟结果. 我们知道, 经典通讯
方式的最大保真度为 2/3, 如果隐形传态协议的保
真度能够高于 2/3并保持恒定, 那么就表明, 量子
通讯是优于经典通讯方式的. 由图 8 (a)可见, 当
α = π/3,π/6时, Dx的保真度能够始终保持大于

2/3, 尤其是在α = π/4时, Dx的保真度始终为 1,
这对于实际量子信息处理很有价值. Dz 的保真度

在α = π/2时也能保持较高值, 这些特性是优于经
典情形的. 在图 8 (b)中我们进一步的引入均匀磁

场, 发现磁场对保真度的调制并不明显, 反而会使
得保真度一定程度上下降. 如果引入非均匀磁场,
如图 8 (c)所示, 依然对保真度的调制效果不明显.
结合之前的结果, 表明磁场的引入能够在一定程度
上增强纠缠量, 或者抑制纠缠退相干的发生. 但是
无论是均匀还是非均匀磁场对于发生退相干时保

真度的调制并不明显, 也就是说在本方案中, 保真
度的大小和磁场并无明显的对应关系. 从以上几
图还可看出, 保真度也会在某个时间节点出现较高
值, 并非随时间一直减小. 因此, 我们可以在不同
的初始态下, 选择不同的系统来进行某些特定信息
传输, 从而获得最佳的传输效果.

图 9给出了初始态为ρ (0) =
1

2
|01⟩+

√
3

2
|10⟩,

退相干时间趋于无穷时, 保真度随耦合系数J以及

非均匀磁场 b的变化. 我们发现随着 |J |的增加, 保
真度是增加的, Dx的保真度关于 |J |对称, 而Dz的

保真度不对称. 我们还可以看出, |J |的增加, 只能
一定程度上提高保真度, 当耦合参数增加到一定数
值, 再增加 |J |也不能获得更高的保真度, 本例中最
大保真度在 0.9左右. 非均匀磁场对保真度的调制
并不明显, 这可以从图 9 (b)中再次得到验证.
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图 8 保真度F 随时间 t的演化 (其中 J = 1, D = 2, γ = 0.02, θ = π/3, ϕ = 0; 实线为Dz , 虚线为Dx) (a) B = 0,
b = 0; (b) B = 1, b = 0; (c) B = 0, b = 1
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图 9 保真度 F 随相互作用 J和非均匀磁场 b的变化 (θ = π/3, ϕ = 0, t → ∞) (a) D = 2, B = 0, b = 1,
γ = 0.02; (b) J = 1, D = 3, B = 0, γ = 0.02
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图 10 保真度和纠缠随初始角度α 的变化 (其中 θ = π/3, ϕ = 0, t → ∞, J = 1, D = 0.2, B = 0, b = 0.5,
γ = 0.02) (a) Dz系统; (b) Dx系统

图 10给出了保真度和纠缠随初始角度α的变

化, 能够明显看出无论是Dz系统还是Dx系统, 纠
缠和保真度随α的变化都具有周期性, Dz系统的

周期是
π

2
, Dx 系统的周期是π. 还可看出纠缠的

变化趋势和保真度的变化趋势是一致的, 这就表
明, 在退相干时间 t → ∞时, 纠缠和保真度一一
对应. 对于图 10 (a), 纠缠和保真度取最大值的角
度是α = 0.32π, 此时保真度取最大值 0.90. 对于
图 10 (b), 纠缠和保真度取最大值的条件是 π

4
, 此

时保真度取最大值 1. 由图 7和图 10可知, 最佳初
始态要取决于系统参数以及退相干时间等因素, 必
须综合考虑才能给出最佳初始态.

5 结 论

论文研究了不同方向Dzyaloshinskii-Moriya
相互作用和磁场对两量子位Heisenberg系统的
纠缠和保真度的动力学特性的影响. 结果表明:
Dzyaloshinskii-Moriya相互作用方向的不同, 系统
的退相干特性不同. 磁场的引入能够在一定程度上
增强纠缠量, 或者抑制纠缠退相干的发生, 但是最

佳保真度的大小和磁场的变化并无明显的对应关

系. 保真度变化趋势和纠缠的变化趋势一致, 初始
态对系统的纠缠和保真度具有一定的操控作用, 可
以在不同的初始态下, 选择不同的系统来进行信息
传输.
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Abstract
Using the Milburn equation, we have studied the properties of the entanglement and fidelity dynamics in a spin

system with different Dzyaloshinskii-Moriya interaction and magnetic field in detail. Effects of different Dzyaloshinskii-
Moriya interaction, different magnetic fields, and the initial states on the entanglement and fidelity are discussed. Results
show that entanglement decoherence can be suppressed by inhomogeneous magnetic fields. Initial state affects greatly
the entanglement, and a proper entanglement can be obtained by adjusting the directions of Dzyaloshinskii-Moriya
interaction. For a particular initial state, an optimal fidelity is obtained by changing the direction of the Dzyaloshinskii-
Moriya interaction. Moreover, no matter how homogeneous or inhomogeneous the magnetic fields are, they cannot
enhance the fidelity. The dependence of entanglement and fidelity on the angle of initial state shows periodicity. Hence
we can select an optimal initial state for a specific condition according to requirement.
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