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带有三体相互作用的XXZ自旋链模型的
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本文对基于海森堡XXZ自旋链模型的隐形传态的平均保真度进行了详细计算和分析. 通过比较不带三
体相互作用、仅带一种三体相互作用和同时带两种三体相互作用的各种海森堡铁磁质和反铁磁质XXZ模型

在外磁场正向和反向时的保真度与外磁场和温度的关系, 找到了一些理想模型, 用这些模型进行隐形传态时
需要的外界磁场相对较弱、温度相对较高, 这个结论为实验上用海森堡XXZ模型进行隐形传态提供了很好

的理论依据.
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1 引 言

众所周知,量子隐形传态 [1]在量子信息理论 [2]

中扮有非常重要的角色. 它是以量子态为信息的载
体, 以量子纠缠为量子信道来传输大容量的信息.
在整个隐形传态过程中, 所传输的信息对于信息发
送者和接收者都是未知的, 这也就为操纵但是不破
坏量子态提供了可能性, 利用这点性质在原则上就
可以实现不可破译的量子保密通信. 充当量子信道
的物理系统是多种多样的, 用GHZ态 [3]和W态 [4]

进行隐形传态在理论上已经得到了证明 [5,6], 但是
以纯态作纠缠源容易受到外界环境的影响而退纠

缠. 目前, 研究最多的是用热平衡态下的自旋链模
型, 因为制备自旋链模型的纠缠既不需要测量也不
需要相互作用的控制并且其热纠缠与我们的外界

环境很接近 [7,8]. 其中海森堡自旋链模型 [9−13]作

为最简单的自旋链模型已被用于模拟量子计算机

的研究中 [14], 并且海森堡模型本身就可以在光晶
格 [15]、电子自旋 [16]、原子核自旋系统 [17]和量子点

系统 [18]等物理系统中实现. 因此海森堡模型的量
子纠缠便成为量子信息和凝聚态物理的一个纽带.
文献 [19]和文献 [20]分别讨论了以均匀磁场中三比
特海森堡XX和XXZ模型的热纠缠态为量子信

道的隐形传态. 文献 [21]讨论了带有DM相互作用
的XXZ模型的隐形传态. 但是有关带有三重自旋
耦合相互作用的自旋链模型的隐形传态却很少涉

及到. 这种带有多重自旋耦合相互作用的模型在一
些物理体系的描述上是极其重要的 [22], 相比于仅
仅考虑近邻相互作用的物理体系更加接近准一维

磁性物理体系. 文献 [23]讨论了三重自旋耦合相互
作用对海森堡XXZ自旋链模型的基态和热纠缠

性质的影响. 在本文中我们就讨论一下以带有三重
自旋耦合相互作用的海森堡XXZ自旋链为量子

信道的隐形传态.
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2 理论模型

带有三重自旋交互作用的海森堡XXZ自旋

链模型的哈密顿量

H =
L∑

l=1

[J(σx
l σ
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l σ
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l σ
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其中, L为自旋链的比特数, σα
l (α = x, y, z)为泡

利矩阵, B代表外磁场. J为自旋耦合参数, 其他
参数为与其约化的比例量, 所以参数J∗, J#, JZ
以及外磁场强度B都无量纲. J∗和J#分别表示

XZX + Y ZY 型三体相互作用以及XZY − Y ZX

型三体相互作用.
取周期性边界条件σα

L+1 = σα
1 , 对于一个三比

特的的环链模型, 首先解定态薛定谔本征方程

H |ψ⟩ = E |ψ⟩ , (2)

在标准基 {|000⟩, |001⟩, |010⟩, |011⟩, |100⟩, |101⟩,
|110⟩, |111⟩}下, 本征矢为

|ψ0⟩ = |000⟩ ,

|ψ1⟩ =(l |001⟩+ l2 |010⟩+ |100⟩)/
√
3,

|ψ2⟩ =(p2 |001⟩+ p |010⟩+ |100⟩)/
√
3,

|ψ3⟩ =(|001⟩+ |010⟩+ |100⟩)/
√
3,

|ψ4⟩ =(p |110⟩+ p2 |101⟩+ |011⟩)/
√
3,

|ψ5⟩ =(p2 |110⟩+ p |101⟩+ |011⟩)/
√
3,

|ψ6⟩ =(|110⟩+ |101⟩+ |011⟩)/
√
3,

|ψ7⟩ = |111⟩ , (3)

其中 p = exp (i2π/3), |0⟩ 和 |1⟩分别表示自旋向上
和向下的态. 其对应的本征值为

E0 =3(Jz +B),

E1 =B − Jz − 2J − 2J∗ − 2
√
3J#,

E2 =B − Jz − 2J − 2J∗ + 2
√
3J#,

E3 =B − Jz + 4J + 4J∗,

E4 =−B − Jz − 2J + 2J∗ − 2
√
3J#,

E5 =−B − Jz − 2J + 2J∗ + 2
√
3J#,

E6 =−B − Jz + 4J − 4J∗,

E7 =3(Jz −B). (4)

3 以热平衡态为量子信道的隐形传态

这里取波尔兹曼常数为 1, 系统热纠缠态的密
度矩阵为

ρABC = e−βH/Z, (5)

其中β = 1/T , Z = Tre−βH .
此模型的热纠缠情况已有人做了详细的阐

述 [23], 在此基础上, 我们利用标准隐形传态的方法
来传递信息. 量子态的发送者Alice拥有待传输的
比特S和量子位A, 态的接收者Bob和Cindy分别
拥有量子位B和C. 但是Alice不能将态S同时传给
Bob和Cindy, 只能传给其中的一个, 否则违背了
量子不可克隆定理 [24]. 待传输的态具有以下形式:

|ψ⟩S = cos θ
2
|0⟩+ eiϕ sin θ

2
|1⟩

(0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ 6 2π). (6)

整个系统的态为

ρSABC = ρS ⊗ ρABC, (7)

其中 ρS = |ψ⟩S ⟨ψ|. 欲完成隐形传态, Alice需对
S和A做联合Bell基测量, 测量算符为Πj

SA ⊗ IBC.
其中

Π1
SA =

∣∣Φ+
⟩

SA
⟨
Φ+

∣∣ , Π2
SA =

∣∣Φ−⟩
SA

⟨
Φ−∣∣ ,

Π3
SA =

∣∣Ψ+
⟩

SA
⟨
Ψ+

∣∣ , Π4
SA =

∣∣Ψ−⟩
SA

⟨
Ψ−∣∣ ,

且 ∣∣Φ±⟩
SA =

1√
2
(|00⟩ ± |11⟩),∣∣Ψ±⟩

SA =
1√
2
(|01⟩ ± |10⟩) (8)

为Bell态 IBC是复合子系统BC的单位密度算符, j
用来标识测量结果, 若Alice的测量结果为 j, 并且
把此测量结果通过经典信道告诉Bob和Cindy, 那
么此时Bob和Cindy所组成的子体系的态为

ρjBC =
1

Pj
TrSA[(Π

j
SA ⊗ IBC)(ρS ⊗ ρABC)], (9)

其中

Pj = TrSABC[(Π
j
SA ⊗ IBC)(ρS ⊗ ρABC)] (10)

为Alice获得测量结果 j的概率.
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经计算得

P1 = P2 =
1

6Z

(
f cos2 θ

2
+ g sin2 θ

2

)
,

P3 = P4 =
1

6Z

(
g cos2 θ

2
+ f sin2 θ

2

)
, (11)

其中

f =2
(

e−βE1 + e−βE2 + e−βE3
)
+ e−βE4

+ e−βE5 + e−βE6 + 3 e−βE0 ,

g = e−βE1 + e−βE2 + e−βE3 + 2
(

e−βE4

+ e−βE5 + e−βE6
)
+ 3 e−βE7 . (12)

Alice可以把未知量子态 ρS传递给Bob或
Cindy. 若Alice欲把未知量子态传给Bob, 首先
Bob需要对量子位B做与 j相关的幺正变换, 此时
输出态为

ρjBout = U jρjBU
j+, (13)

其中ρjB = TrCρ
j
BC, U j为幺正变换, U1 = σxU

2 =

σyU
3 = IU4 = σz, 这里我们用平均保真度来衡量

用此量子信道来隐形传态的效果, 即对Alice所有
测量结果 j和所有Bloch球上的态ρS取平均

F =
1

4π

∫ 2π

0

dϕ
∫ π
0

sin θdθ
4∑

j=1

PjF
j , (14)

其中F j = Tr(ρjoutρs)
[13], 经计算我们得出

P1F
1 =P2F

2 = P3F
3 = P4F

4

=
M

6Z
(1− 1

2
sin2 θ) +

sin2 θ

8Z
( e−βE0

+ e−βE3 + e−βE6 + e−βE7), (15)

其中

M =

6∑
i=1

e−βEi , (16)

代入得

FB =
1

3Z
(6M + e−βE0 + e−βE3

+ e−βE6 + e−βE7). (17)

同理, 算出FC, 并且发现FB = FC.

4 讨 论

现在我们通过几组图像详细讨论平均保真度

F与外磁场B和温度T的关系. 这里我们分两种情
况进行讨论,一种是铁磁质 (J < 0)的海森堡XXZ

模型, 另一种是反铁磁质 (J > 0)的海森堡XXZ

模型.
从图 1我们可以看出铁磁质和反铁磁质模型

的平均保真度F相对于磁场都是对称的, 并且随外
磁场B的增加而减小, 随温度T的升高而增大, 欲
提高平均保真度F可以通过减小外磁场B和升高

温度T来实现. 并且发现随温度的增高有更宽的磁
场范围使保真度达到最大. 这些特点都将为实验上
操控该模型提供方便, 因为就目前的实验条件, 提
供相对高温、弱磁场要比提供低温、强磁场容易地

多也就是说, 我们需要寻找一种在实验条件下最容
易使平均保真度达到最大的模型.

为了研究三体相互作用 (XZX + Y ZY 型和

XZY − Y ZX型)对隐形传态质量的影响, 我们
需要对四种海森堡XXZ模型进行比较: 不带三
体相互作用 (J∗ = J# = 0)的XXZ模型, 仅带
XZY − Y ZX型三体相互作用 (J∗ = 0, J# = 1)

的XXZ模型, 仅带XZX + Y ZY 型三体相互作用

(J∗ = 1, J# = 0)的XXZ模型, 同时带两种三体
相互作用 (J∗ = J# = 1)的XXZ模型.

J/
J/֓

֓

֓







B







(b)(a)
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图 1 平均保真度F 与外磁场B和温度 T 的关系图 (参量 J∗ = J# = JZ = 1) (a) J = 1; (b) J = −1
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首先分析平均保真度F与外界磁场B的关系,
令温度T = 1, 如图 2 . 我们不妨把保真度达到最
大时的磁场称为临界磁场, 这里我们只寻找临界
磁场最小的模型现在我们比较反铁磁质和铁磁质

情况下的四种模型: 不带三体相互作用的XXZ

模型 (点划线), 仅带XZY − Y ZX型三体相互作

用的XXZ模型 (虚线), 仅带XZX + Y ZY 型三体

相互作用的XXZ模型 (细实线), 同时带两种三体
相互作用的XXZ模型 (粗实线). 经比较发现, 对
于反铁磁质模型 (J > 0), 图 2 (a)当外磁场方向为
反向时, 不带任何三体相互作用的XXZ模型 (点
划线)的临界磁场最弱; 当外磁场方向正向时, 仅
带XZX + Y ZY 型三体相互作用的XXZ模型 (细
实线)的临界磁场最弱. 对于铁磁质模型 (J < 0),
图 2 (b): 当外磁场方向反向时, 不带三体相互作
用的XXZ模型 (点划线)和仅带XZY − Y ZX型

三体相互作用的XXZ模型 (虚线)重合, 同时发
现仅带XZX + Y ZY 型三体相互作用的XXZ模

型 (细实线)的临界磁场最弱; 当外磁场方向正向
时, 不带三体相互作用的XXZ模型 (点划线)和仅

带XZY − Y ZX型三体相互作用的XXZ模型 (虚
线)重合, 并且这两种模型的临界磁场最弱.

根据图 2我们从磁场的角度选出了几种理想

模型, 下面我们看这几种理想模型是否也满足
温度条件, 如图 3、图 4 . 同样, 我们把平均保真
度F达到最大时的温度称为临界温度. 首先分
析反铁磁质模型 (J > 0), 如图 3 . 其中, 图 3 (a)
是外磁场B = −6, 即外磁场反向时的平均保真
度与温度的关系, 此时不带任何三体相互作用
的XXZ 模型 (点划线)的临界温度最高. 图 3 (b)
是外磁场B = 6, 即外磁场正方向时的情况, 此
时仅带XZX + Y ZY 型三体相互作用的XXZ模

型 (细实线)的临界温度最高. 其次分析铁磁质
模型 (J < 0), 如图 4 . 其中, 图 4 (a)是外磁场
B = −6时的平均保真度与温度的关系, 此时仅带
XZX + Y ZY 型三体相互作用的XXZ模型 (细实
线)的临界温度相对最高. 图 4 (b)是外磁场B = 6

的铁磁质模型, 其中不带三体相互作用的XXZ 模

型 (点划线)的临界温度相对最高.

J =J#=

J= J=-

J =֒ J#=

J =֒ J#=

J =J#=

J =J#=
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图 2 (网刊彩色) T = 1时平均保真度F 随外磁场B的变化图 (参量 JZ = 1) (a) J = 1; (b) J = −1

J= J=

J =J#=

J =֒ J#=

J =֒ J#=
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⊲

⊲

⊲
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F

图 3 (网刊彩色) J = 1时保真度F 与温度 T 的关系图 (参量 JZ = 1) (a) B = −6; (b) B = 6
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J=- J=-
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⊲

⊲
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图 4 (网刊彩色) J = −1时保真度F 与温度 T 的关系图 (参量 JZ = 1) (a) B = −6; (b) B = 6

综上, 我们得出结论, 这里理想的模型不仅跟
它是否为铁磁质有关, 还与外磁场的方向有关. 对
于反铁磁质模型, 外磁场反向时, 不带任何三体相
互作用的XXZ模型的临界磁场最弱、临界温度最

高; 外磁场正向时, 仅带XZX + Y ZY 型三体相

互作用的XXZ模型的临界磁场最弱、临界温度最

高. 然而, 对于铁磁质模型, 外磁场反方向时, 仅带
XZX + Y ZY 型三体相互作用的XXZ模型的临

界磁场最弱、临界温度最高; 外磁场正方向时, 不带
任何三体相互作用的XXZ模型的临界磁场最弱、

临界温度最高.

5 结 论

通过以上分析我们得知外磁场反向时的反铁

磁质模型和外磁场正向时的铁磁质模型中不带任

何三体相互作用的海森堡XXZ模型隐形传态保

真度达到最大时临界磁场最弱、临界温度最高; 外
磁场正向时的反铁磁质模型和外磁场反向时的铁

磁质模型中仅带XZX + Y ZY 型三体相互作用的

XXZ模型隐形传态保真度达到最大时临界磁场

最弱、临界温度最高. 该结论可为实验上用海森堡
XXZ自旋链模型进行隐形传态提供很好的参考

依据.
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Abstract
In this paper, we study carefully the quantum teleportation by means of a channel of a three-qubit Heisenberg

XXZ ring, and calculate the fidelity of quantum teleportation. Comparing the four XXZ models: one without three-
site interaction, one with XZX + Y ZY type three-site interaction, one with XZY − Y ZX type three-site interaction,
one with both the two kinds of the three-site interaction, we find some ideal models by which the teleportation only
needs a weakest magnetic field and a highest temperature to work successfully. The result could provide a theoretical
basis for later experiments.
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