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压缩感知理论在矩量法中的应用∗

王哲† 王秉中

(电子科技大学应用物理研究所, 成都 610054)

( 2013年 12月 13日收到; 2014年 3月 1日收到修改稿 )

矩阵填充与线性方程组求解是矩量法中最耗计算资源的环节. 为提高计算效率, 提出了一种基于压缩感
知理论的矩量法的改进方法. 通过引入稀疏变换矩阵实现对待求响应的稀疏表示, 从而可在压缩感知理论框
架下构造欠定方程, 并优化求解. 数值仿真实验结果表明: 该方法不仅可以减小矩阵填充计算量, 还可以有效
提高解的求解效率.
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1 引 言

通常, 许多电磁场问题都可以被描述为一个连
续的积分方程:∫

Ω

G(r, r′)f(r′)dr′ = g(r), (1)

其中, G和 g分别表示已知的积分核函数和激

励, f是待求响应. 运用矩量法 [1] (method of
moments, MoM), 通过选择适当的基函数Φ =

{ϕ1, ϕ2, · · · , ϕN}和权函数Ψ = {ψ1, ψ2, · · · , ψM},
(1) 式可以被转化为一个线性方程组, 其矩阵形
式为

ZI = V , (2)

其中, I是 f在Φ中的表示系数向量, 阻抗矩阵Z

和激励向量V 中的分量分别为

Zi,j =

∫
Ωi

ψi(r) ·
[ ∫

Ωj

G(r, r′)ϕj(r
′)dr′

]
× dr, (3)

Vi =

∫
Ωi

ψi(r) · g(r)dr. (4)

如果Z非奇异, 则有

I = Z−1V . (5)

在实际应用中, 为了达到一定精度, 未知数个
数N通常会非常大. 一方面, 这导致Z和V 的填

充计算量急剧增加; 另一方面, 即使采用迭代法求
解 (5)式, 其复杂度也会高达O(N2); 此外, N过大
还可能导致Z病态. 为了应对这些问题, 诸如快速
多层多极子方法 [2,3]、小波矩量法 [4]、高阶矩量法 [5]

等矩量法的改进方法被提出. 其中, 快速多层多极
子方法通过聚合、转移和解聚等步骤, 将 (5)式的迭
代法求解复杂度下降为O(N1.5), 甚至O(N logN).
小波矩量法利用了多尺度小波基函数特有的消失

矩、紧支撑、正则性等性质 [6], 使大尺寸、稠密的Z

稀疏化, 减小了矩阵与向量相乘的复杂度, 提高了
计算效率. 高阶矩量法则将相应的目标面或体用高
阶面或体元素模拟, 从而减少了未知数个数N .

虽然各种新方法层出不穷, 但都要求基函数与
权函数的数量相等 (即M = N). 这是基于基本的
线性代数理论: 求解N个未知数需要构造N个方

程. 然而, 方程 (2)的解待求并不意味着对解毫无
所知, 毕竟所描述的物理问题已知. 深刻理解问题
背后的物理意义, 总可以获得一些关于解的先验

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 61071031, 61331007)和高等学校博士学科点专项科研基金 (批准号: 20100185110021,
20120185130001)资助的课题.

† 通讯作者. E-mail: wangzherra@gmail.com

© 2014 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

120202-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.120202
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 12 (2014) 120202

信息. 即使这些信息可能是模糊而不精确的, 却有
助于更具针对性地选择Φ和Ψ , 从而更为高效地建
立方程 (2). 事实上, 求解N个未知数需要N个方

程是充分而非必要条件. 利用了先验信息, 就有可
能用少于N个方程求解出N个未知数. 就矩量法
而言, 这实际上意味着权函数个数小于基函数个
数 (即M < N), 从而可以直接减小Z和V 的填充

计算量. 但是, 由此得到的阻抗矩阵将是奇异的,
从而不能利用 (5)式而必须采用最优化方法进行求
解. 于是, 就给定的Φ和Ψ而言, 略去Ψ中的哪些

元素以构造可解的欠定方程, 提出何种约束条件以
保证最优解即是物理真实解, 采用何种最优化求解
方法以保证解可以被高效解出等问题即成为关键.

本文基于压缩感知 (compressed sensing, CS)
理论 [7], 提出了一种对传统矩量法的改进方法, 使
得权函数数量可以减少 (M < N). 此方法与基于
离散小波变换的小波矩量法有类似之处, 可以看作
是一种后处理方法, 从而能够与现有的一些方法相
结合. 但不同于小波矩量法着眼于Z的稀疏变换,
本方法着眼于对I进行稀疏变换, 从而不仅可以利
用CS的相关技术节约Z和V 的填充计算量, 还可
大幅提高方程的求解效率和稳定性. 最后结合具体
算例, 给出了与传统矩量法的比较结果, 证明了此
方法的可行性和高效率.

2 基于压缩感知理论的矩量法改进
方法原理

CS理论的核心思想是通过求解一个最优化问
题, 实现用少量非自适应的线性测量值严格重构稀
疏的原始信号 [8,9]. 假定N维实值信号x ∈ RN是

S稀疏的 (即 ∥x∥0 = S ≪ N). CS理论指出: 在一
定条件下,可以用任意M = O(S log(N/S))个测量

值以极大概率精确重构x, 其数学表示为

y = Θx, (6)

其中, 观测矩阵Θ ∈ RM,N , 观测值向量y ∈ RM .
一般地, 欠定方程 (6)无确定解, 但如果Θ满足所

谓限制等距性质 [10,11] (restricted isometry proper-
ty, RIP), 则有惟一最稀疏解. 这等效为求解一个
最小 l0范数优化问题:

min
x

∥x∥0 s.t. y = Θx. (7)

求解 (7)式是NP-hard非凸组合优化问题, 故而多
种近似算法被提出. 本文采用了应用较为广泛

的正交匹配追踪算法 [12,13] (orthogonal matching
pursuit, OMP).

我们注意到 (2)和 (6)式在数学上的相似. 事
实上, 如果将Z, V 和I分别视为观测矩阵、测量值

和信号, 则CS技术在形式上可以被引入. 因此, 若
满足相关约束条件, 则在理论上I应该也可通过求

解一个欠定方程而得到, 即

ZCSI = V CS, (8)

其中, ZCS ∈ RM,N和V CS ∈ RM分别是通过抽取

Z中的M行以及V 中相应的M个分量而得到 (即
权函数数量减少). 根据CS 理论, 仅当I本身即稀

疏, (8)式才可直接应用. 这通常要求采用较为复杂
的基函数Φ, 从而导致 (3)式中复杂的积分运算. 本
文采用离散变换方法, 即引入稀疏变换矩阵T 对I

进行稀疏变换. 从而有

Z̃Ĩ = Ṽ , (9)

其中, Z̃ = ZCST−1, Ĩ = TI以及 Ṽ = V CS. 对I

进行稀疏变换意味着不再将I看成简单的数字, 而
应深刻理解其背后的物理意义. 若I缓变, 则T 可

选为离散余弦变换矩阵; 若I 中含有丰富的频率成

分, 则T 可选为离散傅里叶变换矩阵; 若I中数据

有跳变等, 则T 可选为适当的离散小波变换矩阵,
等等. 利用OMP等优化算法求解出方程 (9)的稀
疏解 Ĩ, 再通过稀疏逆变换即可得到原始解I, 即

I = T−1Ĩ, (10)

显然, 在整个计算过程中, 无须使用到T 而仅须用

到其逆矩阵T−1.
必须注意的是, CS理论仅表明: Z̃满足RIP时

才可精确重构 Ĩ, 但并未给出如何构造 Z̃的具体方

案. 易知, 给定M和N , 可构造多达CM
N 个不同的

欠定方程. 由于这些欠定方程不可能都满足RIP,
故而其重构解未必都精确. 换句话说, 得到精确重
构解是一个与压缩比M/N相关的概率问题. 事实
上, 为保证以极大概率成功重构, CS 中的Θ一般

是满足不同分布的随机矩阵 [14]. 更为复杂的是, 重
构算法本身对精确重构的概率也有影响. 作为局部
优化算法, OMP等贪婪算法的精确重构概率要小
于基追踪 [15] (basis pursuit, BP)等全局优化算法,
但由于贪婪算法的计算复杂度更小, 故而在工程实
践中应用更为广泛.

为了给出权函数数量可以减少的物理解释, 以
简单的点匹配法为例. 假定待求响应 f可被N个

脉冲基函数表示为一个N维S稀疏向量I, 则 f必
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然在S个脉冲基函数的定义域上为0 (如图 1所示).
众所周知, 点匹配法是通过要求在所有N个匹配点

上的残差为 0而得出解. 若匹配点如图 1所示而选

择, 则 ∥I∥0 = S < N表明在S个匹配点上的残差

已自动为 0, 故而无须在所有N个匹配点上进行匹

配. CS理论进一步指出, 无须确切地知道S个匹配

点的具体位置, 在一定约束条件下可任意选取M

个匹配点 (S < M < N). 这里要求M > N是为了

弥补关于S个自动匹配点的具体位置未知这一信

息上的缺失. 事实上, 只要权函数的定义域不大于
基函数的定义域, 上述解释都是适用的. 此时, 稀
疏即意味着在某些权函数的定义域内残差已自动

为零, 从而权函数数量可以减少.

O

y

x x xN֓ xN X⊲⊲⊲⊲⊲⊲

图 1 可被脉冲基函数稀疏表示的待求响应 (x1, x2, · · · , xN

为匹配点)

3 数值仿真结果

为测试所提出方法可行性及其性能, 考虑一个
一维静电场算例: 假定长1 m, 半径为0.001 m的导
体杆上给定电位φ = 1 V, 则其电荷分布函数ρ满

足方程: ∫
L

ρ(r′)

4πε0|r − r′|
dr′ = φ, (11)

其中 ε0为真空中的介电常数. 将杆均匀分割为 50
份, 选用脉冲基函数及点匹配法, 即可得到常规的
矩量法方程 (2). 此时, 方程 (2)的解 I实际是ρ的

一个自然采样序列. 由电磁场理论可知, I处处不
为 0 (不稀疏), 但应是缓变的, 即 I含较少的空间

频率成分. 故而选择离散余弦变换 (discrete cosine
transform, DCT)对I进行稀疏变换. 1维DCT变
换矩阵D定义为

Dm,n =
2cm√
N

cos (2n− 1)(m− 1)π

2N
, (12)

其中, 当m = 1时, cm =
√
1/2, 否则 cm = 1. 由

1维DCT变换性质可知, D−1 = DT, 上标T代表
矩阵转置. 将T−1 = DT代入 (9)式并给定压缩比
M/N , 即可构造出相应的存在稀疏解的欠定方程
组. 如前所述, 存在多种方案构造欠定方程, 重构
解不惟一. 令M/N = 40%, 在图 2中绘出了两个

重构解 (记为ρCS) 并与矩量解 (记为ρMoM)比较,
用于表现不同重构解之间的差异可能有多大.
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图 2 导体棒的电荷分布解对比

由CS理论可知, 能否精确重构取决于 Z̃是否

满足RIP, 而定量分析矩阵的RIP本身是一个NP
问题, 故本文采用实验分析的方法. 显然不可能穷
举分析CM

N 个欠定方程组, 故考虑针对不同M/N

值分别进行10000次随机实验 (实验发现, 10000次
的样本容量可以较好地反映整体的统计特性), 并
用相对均方根误差函数 (relative root mean square
error, RRMSE)对重构误差进行定量分析, 定义为

RRMSE = ∥ρCS − ρMoM∥2/∥ρMoM∥2, (13)

其中, ρMoM和ρCS分别为经典矩量解和CS重构解.
在每次实验中, 随机抽取Z 中M行以及V 中相应

的M个分量以构造 (9)式中的 Z̃和 Ṽ . 为便于分
析, 实验结果被按升序排列并绘于图 3 . 由图可知,
精确重构的概率随着M/N的增大而迅速增加, 但
计算复杂度也随之迅速增加, 在实际应用中须适
当地选择压缩比M/N以兼顾计算复杂度与重构

精度.
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图 3 不同M/N 值时的误差分布
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可以看出, 新方法的性能与解的稀疏性直接相
关, 从而与稀疏变换矩阵T 密切相关. 为进一步说
明如何由物理先验构造合适的T , 考虑一个二维静
电场算例: 假定尺寸为 2 m × 2 m 的导体板上给定
电位1 V, 则其面电荷密度σ满足方程∫

Ω

σ(r′)

4πε0|r − r′|
dr′ = φ. (14)

z

2 m

x

y

ININ֓

I I …

…

IK

…

图 4 方导体板及其子域划分

图 5 推测的方导体板电位分布

将导体板按图 4所示均匀分割为N = K ×K

块, 并编号. 选择 2维脉冲基函数与点匹配法, 以
得到经典矩量法方程组 (2) . 易知若N足够大, 则
导体板可看作是由多根导体杆在 y方向 “ 粘”在一
起而构成. 由已知的导体杆的电荷分布, 可合理推
断出导体板上的电荷分布σ应有如图 5所示形状.
σ表现出准周期性, 故若仍采用 1维DCT变换进行
稀疏变换, 则必将引入更多的空间频率成分, 从而
降低变换后的稀疏程度. 另一方面, 类似对导体杆
的分析, 不难得知σ应同时在x与 y方向上变化平

缓, 故应采用 2维DCT变换. 矩阵X ∈ RK,K 的 2
维DCT变换 X̃ ∈ RK,K定义为

X̃ = DXDT, (15)

其中D由 (12)式给出. 显然, (15)式不能直接使用,
因为要进行稀疏变换的 I是向量而非矩阵. 对于
(15)式, 我们希望将其改写成:

x̃ = Γx, (16)

其中,

x̃ = [X̃T
1 , · · · , X̃T

K ]T ∈ RK2

,

x = [XT
1 , · · · , XT

K ]T ∈ RK2

,

Γ ∈ Rk2,K2 . 这里的 X̃T
i 和XT

i 分别表示矩阵 X̃和

X中的第 i列, 这实际上是 2维DCT变换的一种 1
维改写形式. 由x和X 以及 x̃和 X̃分量间的一一

对应关系, 有

xm = Xi,j

(j = ⟨m/K⟩, i = m− (j − 1)K),

x̃n = X̃u,v

(u = ⟨n/K⟩, v = n− (u− 1)K), (17)

这里, ⟨ ⟩表示后向取整. 如前文所分析的, 在计算
中仅需使用相应的逆变换矩阵, 而 2维DCT逆变
换定义为

Xm,n =
2

N

K∑
i=1

K∑
j=1

cicjX̃i,j

× cos
(
(2m− 1)(i− 1)π

2K

)
× cos

(
(2n− 1)(j − 1)π

2K

)
, (18)

其中, 当 i, j = 1时, ci = cj =
√
1/2, 否则,

ci = cj = 0. 则可构造Γ−1中的元素为

Γ−1
m,n =

2cicj
K

cos
(
(2i− 1)(u− 1)π

2K

)
× cos

(
(2j − 1)(v − 1)π

2K

)
, (19)

式中的m, n, i, j, u, v之间的关系由 (17)式给
出. 令K = 10, 将T−1 = Γ−1代入并给定压缩

比M/N , 即可构造出欠定方程组. 同样地, 针对
不同的M/N值分别做了 10000次随机试验, 并与
采用D−1时结果进行对比以验证采用Γ−1后的

计算效果 (见图 6 ). 由图 6可以看出, 采用 2维D-
CT变换的 1维形式后, 10000次随机实验的平均
RRMSE可下降约 1个数量级. 图 7中给出了当

M/N = 40%时, 两种情况的RRMSE 具体分布.
可以看出, 当T−1 = Γ−1时, 获得精度损失不超过
2% 的重构解的概率超过 80%; 而若采用D−1, 则
误差急剧增加.

前面讨论了静电场算例, 并验证了所提出方法
的优异性能. 在实践中, 矩量法更常应用于辐射及
散射问题. 与静电场问题不同的是, 在辐射、散射问
题需要求解复数方程. 考虑中心馈电电压为 1 V的
偶极子天线所满足的海伦方程:

j2η

∫ +L/2

−L/2

i(z′)G(z, z′)dz′
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+ C1 cos(kz) + C2 sin(kz)

= sin(k|z|)
(
− L

2
< z < +

L

2

)
, (20)

其中 η为真空中的特征阻抗. 将天线均匀分割为
N = 101段, 选用 1维脉冲基函数与点匹配法后得
到常规的矩量法方程. 在进行稀疏变换时, 考虑
到偶极子天线上电流分布的平滑缓变, 仍选择 1维
DCT变换. 需要注意的是, 海伦方程中含待定系数
C1和C2, 而仅需对电流解进行稀疏变换. 故可根
据 1 维DCT变换矩阵的性质构造稀疏逆变换矩阵
T−1为

T−1 =

[D(N−2),(N−2)]T 0(N−2),2

02,(N−2) E2,2

 , (21)

其中E为单位矩阵. 在随机数值实验中发现, 由于
待定系数与待求电流分布的物理意义不同, 从而内
蕴不同的数据结构, 这导致重构成功的概率对欠
定方程的构造极其敏感. 若 Z̃中不保留有原始Z

矩阵中的首尾两行, 则每次实验的RRMSE均超过
100%. 反之, 则10000 次随机实验的RRMSE分布
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图 6 10000次随机实验平均误差比较
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图 7 M/N = 40%时的误差分布

如图 8所示 (纵坐标取对数坐标以便于分析). 由于
待求解中含多种类型的数据结构, 与静电场算例
相比, 新方法的性能有所下降, 但实验数据足以证
明新方法对散射、辐射问题所形成的复数方程同样

适用.
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图 8 不同M/N 值时的误差分布

4 计算复杂度分析

在经典矩量法中, 若计算域的离散数为N , 则
填充方程 (5)的计算复杂度为O(N2); 引入CS 技
术以后, 计算复杂度可压缩为O(MN). 利用迭
代法求解 (5)式, 若总的迭代次数为P , 则计算复
杂度为O(PN2); 而采用OMP算法优化求解欠定
方程 (9)的计算复杂度仅为O(SMN). 一般地, 有
S ≪ P成立 [16], 故而在方程 (5)的解本身即是高度
稀疏的理想情况下, 利用本文所提出的方法可以将
计算效率提高为经典矩量法的M/N .

如果方程 (5)的解不稀疏, 则可采用稀疏变换
的方法以构造有稀疏解的欠定方程, 从而将额外
增加矩阵预处理ZCST−1和数据后处理T−1Ĩ的

计算量. 其中ZCST−1的计算复杂度为O(MN2),
T−1Ĩ的计算复杂度为O(N2). 若T−1本身是高

度结构化的, 还可进一步降低T−1Ĩ 的计算复杂

度. 本文采用了DCT逆变换矩阵, 则T−1Ĩ实际

是对 Ĩ进行DCT 逆变换, 其计算复杂度可降低为
O(N logN). 由于一般有M ≪ N成立 [16], 所以这
部分增加的计算量通常远小于欠定方程求解所节

约的计算量, 故而本文所提出的方法在整体上仍可
大幅度地降低计算量.

为验证上述分析, 针对 (11)式所示算例
构造电大尺寸问题: 令杆长 10 m, 取N =

200, 400, · · · , 2000, M/N = 4%, 统计其计算耗时.
为减小误差, 对不同N值分别进行 10000次随机实
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验, 取其均值并与经典矩量法进行比较 (如图 9所

示). 可见, 应用本文所提出的方法后, 方程填充的
计算耗时可下降为经典矩量法的M/N ; 随着问题
规模的增加, 方程求解的计算耗时也逐渐趋于经典
矩量法的M/N ; 而整体的运行时间也可比经典矩
量法下降约一个数量级.

此外, 由于采用最优化方法对解进行局部寻
优, 本文所提出的方法还可以大大增强计算稳定
性. 当N = 10000, M/N = 4%时, 经典矩量法方
程系数矩阵Z的条件数高达7.6× 105, 其计算结果
将出现严重的振荡失真. 而采用本文的改进方法,
仍可获得较好的重构解 (见图 10 ), 且计算资源消
耗大为节约.
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图 9 M/N = 4%时, 10000次随机实验的平均计算
耗时与经典矩量法计算耗时比较
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图 10 杆长 10 m, N = 10000, M/N = 4%时的电荷
分布解比较

需要注意的是, 随机构造欠定方程将不可避免
地导致获得高精度解存在不确定性. 为了增强稳定
性, 可采用迭代的方法: 给定矩阵ZCS的行数为初

值M0, 逐渐增加ZCS的规模, 迭代计算直至结果

收敛. 合理地选取步长, 可仅通过数次迭代即得到
高精度计算结果. 考虑到在单次迭代计算中, 本文
所提出方法的计算耗时比传统矩量法有数量级的

降低, 故而总体仍可大幅度地节约计算量.

5 结 论

通过对物理问题的先验实现对待求响应的稀

疏表示, 从而可在CS框架下构造欠定方程并优化
求解. 相比传统矩量法, 不仅可在保证计算精度的
前提下大为节省计算资源消耗, 同时还可降低系数
矩阵条件数对计算稳定性的影响. 通过静电场与辐
射场算例介绍了如何根据先验信息选择和构造稀

疏变换矩阵, 并重点分析了欠定矩阵构造对精确重
构概率的影响. 实验结果表明, 对于电大尺寸问题,
本文提出的方法很有优势, 是一种有发展潜力的计
算电磁学新方法.
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Abstract
Matrix filling and equation solving are the most computationally-expensive steps in the method of moments (MoM).

Based on the compressed sensing (CS) theory, an improved method of MoM is proposed in this paper. Through
introducing sparse transform matrix, the unknown response can be expressed sparsely, so we can construct and optimally
solving underdetermined equation under the framework of CS. Numerical examples show that the proposed method can
reduce the matrix filling cost dramatically, and also can improve the efficiency of equation solving effectively.
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