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两类纳米级非线性忆阻器模型及串并联研究∗
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忆阻器是一种新型的非线性动态可变电阻器, 其阻值的变化依赖于通过它的电荷量或磁通量. 作为第四
种基本电路元器件, 忆阻器在非易失性存储器、非线性电路及系统、神经形态系统等领域中有巨大的应用潜能.
忆阻器串并联组合电路具有比单个忆阻器更为丰富的器件特性, 引起了研究者越来越多的关注. 本文推导了
带有窗函数的闭合形式的电荷及磁通量控制的忆阻器非线性模型, 能够有效地模拟忆阻器边缘附近的非线性
离子迁移现象, 同时保证忆阻器的边界条件. 进一步, 分别从忆阻器的器件参数和激励阈值两个角度, 对忆阻
器串并联电路进行了全面的理论推导和数值分析. 为了更加直观地观察忆阻器串并联特性, 设计了一种基于
Matlab的忆阻器串并联图形用户界面, 能够清晰地展示两种分类方式下忆阻系统的器件特性, 可为忆阻器组
合电路的后续研究提供良好的理论参考和实验依据.
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1 引 言

1971年, Chua教授 [1]根据电路理论公理化体

系的完备性阐述并定义了忆阻器的概念, 称之为除
了电阻、电感、电容之外的第四种基本元器件. 2008
年 5月, 美国惠普实验室的研究人员公布了基于二
氧化钛的交叉阵列存储结构, 并指出交叉点处的存
储单元即为Chua预言的忆阻器 [2−4], 立刻引起了
学术界和工业界的广泛关注. 实验证实, 纳米忆阻
器具有独特的开关转换机制、自动的记忆功能、连

续的输入输出特性, 在非易失性存储器、人工神经
网络、大规模集成电路、非线性电路和图像处理等

方面有着巨大的应用潜能 [5−14]. 目前, 对忆阻器理
论模型和器件性能的研究日益深入, 多种忆阻器模
型被提出且得到广泛应用 [15−20], 其中部分模型未

考虑非线性离子迁移现象, 即所谓的理想忆阻器模
型或线性离子迁移忆阻器模型 [21−23]. 然而, 实际
中一个微小的电压就会在纳米忆阻器中形成巨大

的电场, 导致一种快速而显著的能量势垒的减小,
使得离子迁移表现出非线性 [24]. 理想的忆阻器模
型不能完全模拟实际器件的特性, 因此建立忆阻器
非线性离子迁移模型更具实际意义.

随着忆阻器件的研究日益广泛, 研究者开始对
多个忆阻器组合电路产生更多的兴趣, 因其具有更
加丰富的器件特性, 有望在众多应用中展现更为突
出的优势. 目前, 大部分涉及忆阻器串并联系统的
工作都只是将某一种忆阻器串并联情况置于某种

特定的应用中进行分析 [20,22,23,25−27], 尚没有出现
对忆阻器串并联电路的全面剖析. 本文首先推导了
更为实际的非线性电荷控制及磁通控制的忆阻器
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模型, 并对该模型下忆阻器串并联电路进行了详细
的理论推导、数值仿真以及特性分析. 进一步, 分别
从忆阻器的器件参数和激励阈值两个角度, 对忆阻
器串并联电路进行了细致分类和全面分析. 在此基
础上, 设计了一种基于Matlab的忆阻器串并联图
形用户界面 (GUI), 利用该界面, 可以直观准确地
观察忆阻器串并联电路的本构关系曲线, 以及各种
参数变化对其特性的影响.

2 忆阻器非线性离子迁移模型

忆阻器是一种具有记忆功能的无源非线性二

端元件, 其阻值可变且受控于供给电源的强度、极
性以及供电时间 [5]. 惠普忆阻器是由两层二氧化钛
薄膜夹在两个铂片电极之间构成的: 其中一层缺失
了部分氧原子, 称为掺杂层 (TiO2−x层), 具有较强
的导电性; 另一层为不含杂质的纯TiO2层, 称为无
掺杂层, 具有较高的阻抗. 忆阻器总的阻值是这两
层二氧化钛层的电阻值之和. 当有外加偏压时, 掺
杂层中的氧空位会在电场作用下发生离子迁移, 引
起掺杂层和无掺杂层之间的边界移动, 从而改变忆
阻器的有效电阻.

2.1 闭合形式的电荷控制非线性忆阻器

模型

惠普忆阻器物理模型如图 1所示, 其中, D是
二氧化钛薄膜的总厚度, 约为 10 nm, w是掺杂层

的厚度.

TiO֓x TiO2Pt Pt

w D

图 1 惠普忆阻器模型

惠普忆阻器遵循欧姆定律:

v(t) = M(t) · i(t). (1)

忆阻器的阻值为掺杂层和非掺杂层阻值之和:

M(t) = Roff + (Ron −Roff)x(t),

x(t) =
w(t)

D
∈ (0, 1), (2)

其中Ron和Roff分别为w = D和w = 0时的极限

忆阻值. 当 t = 0时, 忆阻值为初始值M0.
掺杂层和无掺杂层之间的边界移动速度为

dx
dt = ki(t)f(x),

k =
µvRON
D2

, (3)

其中, µv ≈ 10−14 m2·s−1·V−1是平均的离子迁移

率. 已知在纳米器件中一个微小的电压就可以产生
巨大的电场, 使离子运动产生显著的非线性. 对于
纳米忆阻器, 这种非线性在薄膜边缘处更为明显:
离子迁移的速度会受到强烈抑制, 忆阻器的阻值变
化率减小. 这种现象称为非线性离子迁移 [24], 可由
(3)式右边的窗函数 f(x)来模拟. 基于文献 [3, 24,
28], 本文采用的窗函数为

f(x) = 4x− 4x2. (4)

将窗函数代入 (3)式, 可以得到
dx
dt = ki(t)(4x− 4x2), (5)

求解可得

x(t) =

[
1− 1

1 + e4kq(t)

]
+ (0.5∆R+M0), (6)

其中, ∆R = Roff −Ron.
将 (6)式代入 (2)式, 得

M(t) = M0 +∆R

(
1

1 + e4kq(t) −
1

2

)
. (7)

进一步, 根据忆阻器的物理限制Ron 6
M(t) 6 Roff, 可以得到有效电荷 q(t)的范围, 即
可保证忆阻效应的激励电荷的范围, 下文称为激励
阈值:

1

4k
ln 0.5Roff + 0.5Ron −M0

0.5Ron − 1.5Roff +M0

6 q(t) 6 1

4k
ln 1.5Ron − 0.5Roff −M0

M0 − 0.5Roff − 0.5Ron
. (8)

这里, 定义激励阈值分别为 c1, c2, 则有

c1 =
1

4k
ln 0.5Roff + 0.5Ron −M0

0.5Ron − 1.5Roff +M0
, (9a)

c2 =
1

4k
ln 1.5Ron − 0.5Roff −M0

M0 − 0.5Roff − 0.5Ron
. (9b)

最终, 可得闭合形式的电荷控制非线性忆阻器的数
学模型:
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M(t) =


Roff (q(t) < c1)

M0 +∆R

(
1

1 + e4kq(t) −
1

2

)
(c1 6 q(t) < c2)

Ron q(t) > c2

. (10)

2.2 闭合形式的磁通控制非线性忆阻器

模型

类似地, 将 i(t) =
v(t)

M
代入 (3)式, 得到

dx
dt = ki(t)f(x) = k

v(t)

M
f(x). (11)

由忆阻器阻值 (2)式, 可得

dx
dt = k

v(t)

Roff + (Ron −Roff)x
f(x), (12)

这里, 由于Ron远小于Roff, 故Ron −Roff ≈ −Roff,
得到

Roff dx
(4x− 4x2)

− Roff dx
(4− 4x)

=
Roff
4x

dx = kv(t)dt. (13)

求解可得

x(t) = e
4kφ(t)
Roff +

Roff −R0

Roff −Ron
. (14)

将 (14)式代入 (2)式, 得到

M(φ) = Roff + (Ron −Roff)

×
(

e
4kφ
Roff +

Roff −R0

Roff −Ron

)
. (15)

同理, 根据忆阻器的物理限制, 可以得到保
证忆阻效应的磁通量φ(t)的范围, 即另一组激励
阈值:

Roff
4k

ln R0 −Roff
Roff −Ron

6 φ 6 Roff
4k

ln R0 −Ron
Roff −Ron

. (16)

令

c3 =
Roff
4k

ln R0 −Roff
Roff −Ron

, (17a)

c4 =
Roff
4k

ln R0 −Ron
Roff −Ron

. (17b)

最终, 得到闭合形式的磁通量控制的非线性忆阻器
的数学模型:

M(φ) =


Roff, (φ < c3)

Roff −∆R

(
e

4kφ
Roff +

Roff −R0

Roff −Ron

)
(c3 6 φ < c4)

Ron (φ > c4)

. (18)

图 2显示了电荷控制的忆阻器模型中电荷量

和忆阻值之间的关系以及磁通控制的忆阻器模型

中磁通量和忆阻值之间的关系. 与实际器件行为一
致, 当电荷量 (或者磁通量) 达到或者超过两个阈
值 (红色虚线表示) 时, 忆阻器的阻值将达到并保
持于最大忆阻值或最小忆阻值状态. 其中各项参数
设置如下:

Ron = 100 Ω, Roff = 20 kΩ, M0 = 10 kΩ,

D = 10 nm, µv = 10−14 m2 · s−1 · V−1.

值得注意的是, 图 2中忆阻器的特性曲线与文献

[24—27]中给出的结果一致, 显示了推导的忆阻器
非线性离子迁移模型的正确性.

3 忆阻器串并联特性研究

基于上述忆阻器非线性离子迁移模型对忆阻

器串并联特性进行分析, 方便起见, 在串联电路中
使用电荷控制的忆阻器模型, 在并联电路中使用磁
通控制的忆阻器模型.

3.1 忆阻器串联特性

在串联电路中, 首先考虑由两个忆阻器构成的
简单忆阻系统. 因忆阻器是一种具有极性的二端器
件 (如图 3 (a)所示), 在研究忆阻器串联问题时要分
为同向串联和反向串联两种情况讨论. 设两个忆
阻器的忆阻值、电压和电流分别为M1, M2, U1, U2,
I1, I2. 该忆阻系统的等效忆阻值为M , 等效电压
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为U , 等效电流为 I. 根据欧姆定律以及串联电路
的一般性质, 得到两个忆阻器串联时等效忆阻值的
表达式

M =
U

I
= (U1 + U2)/I

= (M1I1 +M2I2)/I = M1 +M2. (19)

进一步, 当串联的忆阻器个数为任意正整数n的时

候, 得到

M =
U

I
= (U1 + U2 + · · ·+ Un)/I

= (M1I1 +M2I2 + · · ·+MnIn)/I

= M1 +M2 + · · ·+Mn

=

n∑
i=1

Mi(n ∈ N∗), (20)

可见忆阻器串联之后, 等效忆阻值在数值上等于各
个时刻所有忆阻器阻值的代数和.

进一步, 将忆阻器的串联分为同向串联和反向
串联两种情况, 等效电路如图 3所示, 值得注意的
是, 当进行忆阻器同向串联特性分析时, 根据电流
流入忆阻器极性的不同, 进一步分成两种情况, 即
图 3 (b)中的 I和 II子图.

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2
0

0.5
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(a)
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
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⊳


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(b)

图 2 (网刊彩色)非线性忆阻器离子迁移模型 (a) 电荷控制的忆阻器模型; (b) 磁通控制的忆阻器模型

M1 M2

M1 M2

i

iv -+

D

w

D

wRon Roff  1−  ( )

v -+

I:

II:

(a) (b)

图 3 两个忆阻器同向串联电路 (a) 忆阻器等效电路及电路符号; (b) 两个忆阻器同向串联

M2M1

i

图 4 两个忆阻器反向串联电路

图 4为两个忆阻器反向串联的等效电路, 已知,
任意调换两个忆阻器在电路中的位置, 电流始终保
持从一个忆阻器的正极流入负极流出, 从另一个忆
阻器的负极流入正极流出. 因此, 忆阻器的反向串

联分析只需要讨论这一种情况.

3.2 忆阻器并联特性

类似地, 在忆阻器并联电路中, 也需要分忆阻
器同向并联和忆阻器反向并联两种情况进行讨论.

根据欧姆定律和并联电路的基本性质, 可得两
个忆阻器并联时的等效忆阻值:

M =
U

I
= (M1I1)/(I1 + I2)
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=
M1

1 +
I2
I1

=
M1M2

M1 +M2
. (21)

进一步, 当忆阻器并联的个数为n(n为正整数),
得到

M =
U

I
= (M1I1)/(I1 + I2 + · · ·+ In)

=
M1

1 +
I2
I1

+ · · ·+ In
I1

=
M1

1 +
M1

M2
+

M1

M3
+ · · ·+ M1

Mn

=
1

n∑
i=1

1

Mi

(n ∈ N∗), (22)

因此, 多个忆阻器并联的等效忆阻值等于各个时刻
所有忆导值代数和的倒数.

与忆阻器同向串联的分析方法类似, 根据忆阻
器的极性和其两端的电压极性的不同, 忆阻器同向
并联也需要分两种情况进行讨论, 如图 5所示.

图 5 (a)所示为忆阻器的极性与其两端的电压
极性相同, 电流从忆阻器正极流入负极流出; 相反,
图 5 (b)所示为忆阻器的极性与其两端的电压极性
相反, 此刻, 电流从忆阻器的负极流入正极流出.

图 6为两个忆阻器反向并联的等效电路, 由图
可知, 任意调换两个忆阻器的位置, 电压始终保持
与其中一个忆阻器极性相同, 与另一个忆阻器极性
相反. 故而, 忆阻器反向并联的等效电路惟一.

4 忆阻器串并联分类研究

4.1 以忆阻器器件参数进行分类

惠普 (HP)忆阻器模型的器件参数主要有 4个:
Ron, Roff, D, µv. 对于具体器件, 这些参数值不会
随着外部激励的变化发生改变. 这一部分, 选取 4
个器件参数中的两个, Ron和Roff作为忆阻器串并

联的分类依据进行分析.
基于控制变量法, 保持薄膜厚度D和离子迁移

率µv不变, 并令串并联电路中两个忆阻器的瞬时
阻值、最小忆阻值和最大忆阻值分别为: M1和M2,
Ron1和Ron2, Roff1和Roff2.

首先, 以忆阻器的阻值参数为参考对串并联
电路进行有效分类, 另根据忆阻器物理条件可知
Ron1 < Roff1, Ron2 < Roff2, 得到 13种组合情况,

总结于表 1 . 其中的坐标 I—VI表示两个忆阻器的
最大 (小) 阻值的虚拟位值, 如图 7所示. 表 1中的

横杠表示此位置无忆阻值. 接下来, 分别以同向串
联、反向串联、同向并联以及反向并联 4种连接方
式, 对这13种情况进行更为详细的分析.

M1

M2

(a)

(b)

M1

M2

II:

I:

v⇁ ֓

v⇁ ֓

v⇁ ֓

v⇁ ֓i1

i2

i1

i2

i

i

图 5 两个忆阻器同向并联电路 (a) 忆阻器极性与电压
极性相同; (b) 忆阻器极性与电压极性相反

M1

M2

v⇁ ֓

v⇁ ֓

i1

i2

i

图 6 两个忆阻器反向并联电路

I II III IV V VI

图 7 忆阻器阻值排列模拟坐标轴

4.1.1 忆阻器同向串联

忆阻器的同向串联需要根据电流流入忆阻器

的极性不同分两种情况进行讨论.
1) 电流从忆阻器正极流入负极流出
如图 3 (b) 中的 I所示, 由于忆阻器同向串联的

过程中任意的调换忆阻器的位置不会影响电路特

性, 因此, 可以得到:

Case i = Case i+ 6 (1 6 i 6 6), (23)

由此, 忆阻器同向串联可以分为 7种情况, 即
Case 1—6及Case 13 (或者Case 7—12及Case 13).
由于空间限制, 这里仅给出两种情况下的特性曲
线, 对应于表 1中的Case 1和Case 13, 如图 8所示.
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表 1 基于忆阻器器件参数分类的 13种串并联情况

情况种类
模拟坐标

I II III IV V VI

Case 1 Ron1 Roff1 Ron2 — Roff2 —

Case 2 Ron1 — Roff1, Ron2 — Roff2 —

Case 3 Ron1 — Ron2 Roff1 Roff2 —

Case 4 Ron1 — Ron2 — Roff2, Roff1 —

Case 5 Ron1 — Ron2 — Roff2 Roff1

Case 6 Ron1, Ron2 — Roff1 — Roff2 —

Case 7 Ron2 Roff2 Ron1 — Roff1 —

Case 8 Ron2 — Ron1, Roff2 — Roff1 —

Case 9 Ron2 — Ron1 Roff2 Roff1 —

Case 10 Ron2 — Ron1 — Roff1, Roff2 —

Case 11 Ron2 — Ron1 — Roff1 Roff2

Case 12 Ron1, Ron2 — Roff2 — Roff1 —

Case 13 Ron1, Ron2 — Roff1, Roff2 — — —
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图 8 电流从忆阻器正极流入负极流出情况下两个忆阻器同向串联时忆阻值和电荷量之间的关系 (a) Case 1,
其中Ron1 = 50 Ω, Roff1 = 2000 Ω, Ron2 = 3000 Ω, Roff2 = 100000 Ω; (b) Case 13, 其中Ron1 = 100 Ω,
Roff1 = 20000 Ω, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω

2) 电流从忆阻器负极流入正极流出
类似地, 电流从忆阻器负极流入正极流出

也存在 7种情况: 即Case 1—6及Case 13 (或者
Case 7—12及Case 13). 同样这里仅给出两种情况
下的特性曲线, 对应于表 1中的Case 3 和Case 5,
如图 9所示.

仿真结果验证了前文的理论推导, 即在忆阻器
串联电路中, 总的忆阻值等于各个时刻所有忆阻器
阻值的代数和. Case 13为一种特殊状况, 即同向串
联的两个忆阻器参数完全相同, 则该忆阻系统的等
效忆阻值等于单个忆阻器的两倍. 需要注意的是,
虽然理论上忆阻器串联系统的阻值是单个忆阻器
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的阻值之和, 但不同的分类情况下, 该忆阻系统所
展示的特性曲线不同. 了解这些特性曲线, 有助于
将适当的忆阻器组合形式灵活地运用于不同的需

求中.

4.1.2 忆阻器反向串联

与忆阻器同向串联一样, 反向串联仍遵循
表 1所列举的 13种情况. 但不同的是, 忆阻器反
向串联不需要考虑电流方向和忆阻器极性之间的

关系, 同时, 基于图 10 , 两个忆阻器反向串联的过
程中, 当 q = cx且 cx小于任一激励阈值, Case 1与
Case 7对应的等效忆阻值分别为 (II + III) Ω 及

(V+I) Ω, 两者不满足恒等关系, 故而等式 (23) 不
再满足. 图 11给出的是对应于Case 1和Case 13两
种情况下的忆阻器组合电路的特性曲线. 特别地,
当反向串联的两个忆阻器完全相同时 (Case 13),等
效的总阻值基本保持恒定.
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图 9 电流从忆阻器负极流入正极流出情况下两个忆阻器同向串联时忆阻值和电荷量之间的关系 (a) Case 5,
其中Ron1 = 80 Ω, Roff1 = 18000 Ω, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 12000 Ω; (b) Case 3, 其中Ron1 = 80 Ω,
Roff1 = 12000 Ω, Ron2 = 1000 Ω, Roff2 = 180000 Ω
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图 10 (网刊彩色)两种情况下电荷量和忆阻值之间的关系曲线

128502-7

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 12 (2014) 128502

4.1.3 忆阻器同向并联

忆阻器的同向并联需要根据忆阻器的电压极

性与忆阻器自身极性关系分两种情况.
1) 电压的极性与忆阻器极性保持一致
忆阻器并联电路中, 任意地上下调换忆阻器

的位置, 不会影响电路的输入输出特性, 因此,
这里等式 (23)依然满足. 最终, 忆阻器同向并联
可以分为 7种情况, 即Case 1—6 及Case 13 (或者
Case 7—12及Case 13). 对应的数值仿真举例如
图 12所示.
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图 11 两个忆阻器反向串联时忆阻值和电荷量之间的关系 (a) Case 13, 其中Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 20000 Ω,
Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω; (b) Case 1, 其中Ron1 = 80 Ω, Roff1 = 2000 Ω, Ron2 = 3000 Ω,
Roff2 = 100000 Ω
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图 12 电压与忆阻器极性一致时两个忆阻器同向并联时忆阻值和磁通量之间的关系 (a) Case 1, 其中
Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 2000 Ω, Ron2 = 9800 Ω, Roff2 = 200000 Ω; (b) Case 13, 其中Ron1 = 100 Ω,
Roff1 = 20000 Ω, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω
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2) 电压的极性与忆阻器极性相反
同理, 当电压的极性与忆阻器极性相反的时

候, 也存在 7种情况 (即Case 1—6及Case 13或者
Case 7—12及Case 13). 通过两个数值仿真举例说
明, 如图 13 .

图 12和图 13显示了一般情况下两个忆阻器同

向并联的忆阻值和磁通量之间的关系, 这里假设
M1 > M2, 从图中, 当两个忆阻器并联之后, 等效
忆阻值小于两个忆阻器中较大忆阻器阻值的一半,
即M <

1

2
M1, 当且仅当M1 = M2 (Case 13), 等效

忆阻值等于任一忆阻器阻值的一半, 即

M =
1

2
M1 =

1

2
M2.

4.1.4 忆阻器反向并联

与忆阻器同向并联不同, 忆阻器反向并联不
需要考虑电压的极性与忆阻器极性的关系. 基于
图 14 , 当φ = fx且 fx在数值上小于任一激励阈

值, Case 1和Case 7的对应的等效忆阻值分别为
(II+III) Ω及 (I+V) Ω, 两者不相等, 故不满足等式
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图 13 电压与忆阻器极性相反情况下两个忆阻器同向并联时忆阻值和磁通量之间的关系 (a) Case 5, 其
中 Ron1 = 80 Ω, Roff1 = 20000 Ω, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 10000 Ω; (b) Case 9, 其中 Ron1 = 100 Ω,
Roff1 = 20000 Ω, Ron2 = 80 Ω, Roff2 = 18000 Ω
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图 14 (网刊彩色)两种情况下忆阻值和磁通量之间的关系
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(23). 结合表 1 , 得到忆阻器的反向并联共存在 13
种情况. 图 15给出的是Case 4和Case 13两种情况
下忆阻器组合电路的特性曲线, 特别地, 当反向并
联的两个忆阻器参数完全相同时 (Case 13), 等效
的总阻值与磁通量之间的关系曲线是一条关于y轴

(即 f = 0)对称的曲线.

4.2 以激励阈值进行分类

由 (9)和 (17)式可知, 忆阻器模型分别存在两
个激励阈值, 阈值范围之内, 忆阻器具有忆阻效应;
超出阈值, 忆阻器退化为固定电阻. 因此在具体应
用中需要了解忆阻器的激励阈值, 有目的地施加适

当的激励, 使忆阻器根据需要处于忆阻或固定电阻
状态. 本文也以激励阈值为分类依据, 对忆阻器串
并联电路进行全面分析, 研究在此意义下的忆阻器
串并联特性.

设定两个电荷控制 (或者磁通控制)的忆阻器
的激励阈值分别为 s1, s2和 s3, s4, 值得注意的是,
基于 (9)及 (17)式, 得到 s1s2 6 0, s3s4 6 0, 这里
假设 s1 < s2 且 s3 < s4, 故而有: s1 6 0 6 s2且

s3 6 0 6 s4. 通过将 s1, s2, s3及 s4按照从小到大

的顺序排列, 可以得到9 种排列方法, 如表 2 所示.
最终, 分4部分对表 2中的情况进行详细讨论.
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图 15 两个忆阻器反向并联时忆阻值和磁通量之间的关系 (a) Case 13, 其中Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 20000 Ω,
Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω; (b) Case 4, 其中Ron1 = 300 Ω, Roff1 = 10000 Ω, Ron2 = 500 Ω,
Roff2 = 10000 Ω

4.2.1 忆阻器同向串联

结合第 3节对忆阻器同向串联特性的分析, 根
据电流流入忆阻器极性的不同, 需要分两种情况进
行讨论. 同时, 因同向串联中任意左右调换两个忆
阻器的位置不会影响组合电路的性质, 得到

Case i = Case i+ 4 (1 6 i 6 4). (24)

结合表 2 , 得到忆阻器的同向串联存在10种情
况, 这里根据电流流入忆阻器极性的不同分别给出
相对应的特性曲线, 如图 16和 17所示. 由图可知,
每个忆阻器均存在一正一负的两个阈值 (红色虚线
表示), 阈值将电荷量与忆阻值的关系曲线划分为3

个部分, 串联后两曲线叠加.
表 2 基于激励阈值的 9种串并联分类情况

情况种类
模拟坐标

I II III IV V VI
Case 1 s1 — s3 s2 s4 —
Case 2 s1 — s3 — s4, s2 —
Case 3 s1 — s3 — s4 s2

Case 4 s1, s3 — s2 — s4 —
Case 5 s3 — s1 s4 s2 —
Case 6 s3 — s1 — s2, s4 —
Case 7 s3 — s1 — s2 s4

Case 8 s1, s3 — s4 — s2 —
Case 9 s1, s3 — s2, s4 — — —
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4.2.2 忆阻器反向串联

与 4.1节中忆阻器反向串联相类似, 当电荷量
q小于忆阻器任一激励阈值时, 不同情况下等效忆

阻值不再满足恒等关系, 即不满足等式 (24). 结合
表 2 , 得到忆阻器反向串联存在9种情况, 具体的仿
真举例如图 18所示.
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图 16 (网刊彩色)电流从忆阻器正极流入负极流出情况下两个忆阻器同向串联时忆阻值和电荷量之间的关系
(a) Case 3, 其中 Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 20000 Ω, µv1 = 10−14 m2·s−1·V−1, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω,
µv2 = 10−13 m2·s−1·V−1; (b) Case 9, 其中Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 20000 Ω, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω,
µv1 = µv2 = 10−14 m2·s−1·V−1
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图 17 (网刊彩色)电流从忆阻器负极流入正极流出情况下两个忆阻器同向串联时忆阻值和磁通量之间的关系
(a) Case 3, 其中Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 20000 Ω, µv1 = 10−14 m2·s−1·V−1, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω,
µv2 = 10−13 m2·s−1·V−1; (b) Case 9, 其中 Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 20000 Ω, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω,
µv1 = µv2 = 10−14 m2·s−1·V−1
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4.2.3 忆阻器同向并联

同样地, 根据忆阻器的电压极性与忆阻器本身
极性之间的关系, 将忆阻器同向并联分成两类进行
讨论. 进一步, 由忆阻器同向并联中上下互换忆阻
器的位置不会影响电路的性质, 满足等式 (24), 得
出忆阻器的同向并联存在 10种情况, 选择其中典

型的情况进行分析, 如图 19和图 20所示.

4.2.4 忆阻器反向并联

同理, 两个忆阻器反向并联时, 当磁通量φ小

于任一激励阈值时, 不同情况下相应的等效忆阻值
不满足恒等关系. 因此, 这里忆阻器反向并联可分
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图 18 (网刊彩色)两个忆阻器反向串联时忆阻值和电荷量之间的关系 (a) Case 7, 其中Ron1 = 100 Ω, Roff1 =

20000 Ω, µv1 = 10−13 m2·s−1·V−1, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω, µv2 = 10−14 m2·s−1·V−1; (b) Case 9,
其中Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 20000 Ω, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω, µv1 = µv2 = 10−14 m2·s−1·V−1
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图 19 (网刊彩色)电压的极性与忆阻器极性保持一致情况下两个忆阻器同向并联时忆阻值和磁通量之间的
关系 (a) Case 1, 其中Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 10000 Ω, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω, µv1 = µv2 =

10−14 m2·s−1·V−1; (b) Case 3, 其中Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 20000 Ω, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 18000 Ω,
µv1 = µv2 = 10−14 m2·s−1·V−1
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为 9种情况, 见表 2 . 其中对Case 1及Case 7的数
值分析结果如图 21所示.

综上, 分别以器件参数和激励阈值为依据, 对
忆阻器串并联电路进行细致全面的分类分析, 分类

情况简单总结于表 3中. 由表 3可知: 由于分类方
式 I涉及的相关参数较少, 操作相对简单、高效, 适
用于工程领域; 分类方式 II尽管涉及的相关参数较
多,且需要一定的数学计算,但是分类更为全面合

M
1
/
k
W

M
2
/
k
W

M
/
k
W

M
1
/
k
W

M
2
/
k
W

M
/
k
W

φ/Wbφ/Wb

φ/Wbφ/Wb

φ/Wbφ/Wb

-0.5 0 0.5
0

10

20

-0.5 0 0.5
0

10

20

-0.5 0 0.5
0

5

10

-0.5 0 0.5
0

10

20

-0.5 0 0.5
0

10

20

-0.5 0 0.5
0

5

10

15

(a) (b)

图 20 (网刊彩色)电压与忆阻器极性相反情况下两个忆阻器同向并联时忆阻值和磁通量之间的关系 (a)
Case 3, 其中Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 20000 Ω, µv1 = 10−14 m2·s−1·V−1, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 18000 Ω,
µv2 = 10−13 m2·s−1·V−1; (b) Case 9, 其中 Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 20000 Ω, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω,
µv1 = µv2 = 10−14 m2·s−1·V−1
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图 21 (网刊彩色)两个忆阻器反向并联时忆阻值和磁通量之间的关系 (a) Case 1, 其中Ron1 = 100 Ω,
Roff1 = 20000 Ω, Ron2 = 100 Ω, Roff2 = 20000 Ω, µv1 = µv2 = 10−14 m2·s−1·V−1; (b) Case 7, 其中
Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 10000 Ω, Ron2 = 100 Ω , Roff2 = 18000 Ω, µv1 = µv2 = 10−14 m2·s−1·V−1
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表 3 忆阻器串并联两种分类方式对比

种类
分类依据 相关参数

同向串联 反向串联 同向并联 反向并联

分类方式 I 14种 13种 14种 13种 器件参数 Ron, Roff

分类方式 II 10种 9种 10种 9种 激励阈值 Ron, Roff, M0, D, µv

理, 适用于更严谨的科学研究.

5 忆阻器串并联图形用户界面设计及
仿真

5.1 忆阻器串并联的图形用户界面(GUI)

为了更加清晰直观地显示忆阻器串并联特性,
设计了基于Matlab的忆阻器串并联图像用户界面,
如图 22 所示. 界面主要包括键位选择、图形显示
窗口、参数调整、实例选择以及退出模块等. 左上方
的分类方式选择模块包含了忆阻器的两种分类方

式, 通过选择不同的分类方式, 可以得到相应的分
类方式下忆阻器串并联可能呈现的所有的特性曲

线. 右边的 4个窗口分别表示两个忆阻器之间的连
接形式, 忆阻器M1, 忆阻器M2以及忆阻器组合结

构M的特性曲线. 正下方区域分别表示了基于忆
阻器器件参数分类时, 忆阻器串并联等效电路的连

接形式、分类情况以及参数调整模块, 其中连接形
式包括了忆阻器的同向串联、反向串联、同向并联

以及反向并联. 值得注意的是, 忆阻器的同向串联
以及同向并联又分别细分为两种情况, 在界面中分
别用 “Case I”及 “Case II”表示. 参数调整模块主
要包括调节忆阻器的最大忆阻值、最小忆阻值以及

忆阻器的初始忆阻值. 最后一个部分包含了基于激
励阈值分类时忆阻器串并联可能出现的所有情况

以及退出界面模块.
该界面具有三大特点: 1) 分类方式可以自由

选择, 且选定了一种分类方式时, 另一种分类方式
下的所有按钮呈现不可操作状态, 易于操作; 2) 忆
阻器的参数可以灵活调节, 通过不同忆阻器的串
并联组合, 观察总的忆阻系统的输出特性曲线; 3)
界面整洁、直观、人性化, 丰富的图形窗口可以清晰
便捷地展示忆阻器在四种连接方式下所有的特性

曲线.
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图 22 忆阻器串并联图形用户界面
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5.2 忆阻器串并联图形用户界面的仿真

结果与分析

利用设计的图形用户界面, 可观察并分析忆阻
器典型的电荷量 -忆阻值以及磁通量 -忆阻值之间
的关系曲线, 研究忆阻器内部参数以及连接方式对
忆阻器串并联的影响.

选定忆阻器器件参数方式研究忆阻器的串

联特性时, 选择电荷控制的忆阻器模型; 相对的,
研究忆阻器并联特性时, 选择磁通控制的忆阻
器模型. 如图 22所示, 两个忆阻器的最大、最小
以及初始忆阻值分别设定为Roff1 = 2000 Ω和

Roff2 = 16000 Ω, Ron1 = 50 Ω和Ron2 = 100 Ω,
M01 = 1000 Ω和M02 = 8000 Ω, 同时选择同向串
联的连接方式, 得到等效的忆阻值和电荷量之间的
特性曲线. 类似的, 该界面也将基于忆阻器激励阈

值方式下忆阻器串并联的所有情况都例举出来, 可
以根据需要进行选择和分析. 如图 23所示, 选择忆
阻器反向并联的第四种情况 (Case 4), 其中参数设
定如下:

Ron1 = 100 Ω, Roff1 = 20000 Ω,

M01 = 13500 Ω, Ron2 = 100 Ω,

Roff2 = 20000 Ω, M02 = 10000 Ω,

D = 10−8 m, µv = 10−14 m2 · s−1 · V−1,

对应的窗口随即展现相应的图形或曲线.
综上所述, GUI能够清晰地展示两种分类方式

下忆阻系统的器件特性. 同时, 该界面简洁直观、可
操作性强, 便于用户进一步深入理解忆阻器的串并
联特性, 从而快速准确地选择最优的忆阻器模型及
组合方式, 进行后续的应用研究.
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图 23 (网刊彩色)阈值分类方式下忆阻器反向并联GUI仿真结果 (a) 连接方式; (b) 忆阻器M1的忆阻值与磁

通量的关系曲线; (c) 忆阻器M2的忆阻值和磁通量的关系曲线; (d) 忆阻器M1与忆阻器M2反向并联后等效忆阻

值和磁通量的关系曲线

6 结 论

本文首先推导得到了两种更为实际的忆阻器

电荷控制模型以及磁通量控制模型, 能够有效地模

拟实际情况中忆阻器内部离子非线性迁移的特性,
同时保证忆阻器物理意义下的边界条件. 其次, 经
过推导, 得到n个忆阻器串并联电路的等效忆阻值

公式, 即多个忆阻器串联时, 等效忆阻值为该时刻
所有忆阻器阻值的代数和, 总阻值随着串联的忆阻
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器个数的增加而增大; 多个忆阻器并联时, 等效忆
阻值为该时刻所有忆导值代数和的倒数, 总阻值随
着并联的忆阻器个数的增加而减小. 进一步, 分别
以忆阻器器件参数和激励阈值为依据, 对忆阻器串
并联进行详细全面的分类. 整个分析过程理论基础
简单, 但不同情况下展现的特性曲线非常丰富, 可
运用于不同的应用领域中.

在理论推导及数值分析的基础上, 本文设计了
基于Matlab的GUI. 该GUI可以根据用户需求自
由地选择忆阻器串并联的分类方式, 调节忆阻器参
数, 改变忆阻器之间的连接方式, 快速便捷地观察
任一情况下忆阻器串并联的特性曲线. 该GUI简
洁实用, 结果清晰直观, 可为进一步研究忆阻器的
组合形式在图像处理、非线性系统、神经网络等应

用领域提供有利的分析工具.
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Two types of nanoscale nonlinear memristor models and
their series-parallel circuits∗
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Abstract
The memristor is a novel kind of electronic device with dynamic variable resistance that is dependent on the

past history of the input current or voltage. As the fourth fundamental circuit element, the memristor captures a
number of unique properties that have been found to possess attractive potentials in some promising fields such as
nonvolatile memory, nonlinear circuit and system, and neuromorphic system. Additionally, compared with a circuit
of single memristor, series-parallel circuit of memristors possesses more abundant device characteristics which arouses
increasingly extensive interest from numerous researchers. In this paper, the mathematical closed-form charge-governed
and flux-governed HP memristor nonlinear models are presented with constructive procedures. In particular, these
models are more realistic by taking into account the nonlinear dopant drift effect nearby the terminals and the boundary
conditions, and by adding a simple and effective window function. Furthermore, based on the internal parameters and
threshold of the memristor respectively, the theoretical derivation and numerical analysis of the memristor-based series-
parallel connection circuits have been made comprehensively. For obtaining the characteristics of the memristor-based
combinational circuits intuitively, a graphical user interface is designed based on Matlab software, which is beneficial
to displaying the properties of the memristive system clearly. The results in the present paper may provide theoretical
reference and reliable experimental basis for the further development of the memristor-based combinational circuits.

Keywords: memristor, nonlinear model, series-parallel circuits, graphical users interface
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