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一类非线性发展方程孤立子行波解∗
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采用了一个简单而有效的技巧, 研究了一类非线性发展方程. 首先利用待定函数法求出相应无扰动情形
时方程的孤立子行波解. 然后利广义变分迭代方法得到了原扰动情形时非线性扰动色散方程的孤立子解.
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1 引 言

孤立子在自然科学中有广泛的应用,它在化
学、生物学、应用数学、量子力学、流体力学、光学、等

离子学、散射光波、场论、大气物理、神经网络等等都

有多方面的应用 [1−15]. 近来研究孤立子解出现了
很多新方法, 例如双曲正切法, 辅助函数法, 齐次平
衡法, 待定函数法和Jacobi 椭圆函数法等.孤立子
和非线性色散方程也有很密切的联系, 例如非线性
色散KdV方程中的尖峰型孤立子、紧孤立子 [16]等.
近来, 求解一类非线性问题的方法不断改进, 包括
平均法, 边界层校正法, 匹配法和多重尺度法等等.
经过改进的广义变分迭代方法 [17]也是其中一种有

效的新方法. 近来许多学者在非线性问题方面做了
大量的工作 [18−21]. 利用微分不等式等方法, 作者
等也做了一类非线性问题 [22−32]. 在本文中, 我们
讨论与近代物理有关的一个非线性扰动色散方程.
利用简单而有效的改进的广义泛函变分迭代方法

得到了相应方程的孤立子行波解的近似展开式.

2 非线性扰动色散方程和广义变分
迭代

考虑如下一个广义非线性扰动色散方程:

ut − uxxt + 2ωux + γuxxx + auux

− 2uxuxx − uuxxx = f(u), (1)

其中a, ω, γ为常数, −2uxuxx和uuxxx为色散项,
auux为对流项, 而 f为非线性扰动项, 它是关于其
变量在对应的区域内为充分光滑的函数.

一般来说, 广义非线性扰动色散方程 (1)是不
能用有限项的初等函数来得到精确解的. 为此, 我
们用待定函数等方法来求方程 (1)的孤立子解的近
似式 [16].

先作波速为 c的行波变换: z = x − ct, 则方程
(1)为

(2ω − c)uz + (γ + c)uzzz + auuz

− 2uzuzz − uuzzz = f(u). (2)

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11202106)、教育部高等学校博士学科点专项科研基金 (批准号: 20123228120005)、江苏省 “传感网与
现代气象装备”优势学科建设项目、江苏省高校自然科学研究项目 (批准号: 13KJB170016)、南京信息工程大学预研基金 (批准号:
20110385)和安徽省高等学校省级自然科学研究项目 (批准号: KJ2013A133)资助的课题.

† 通讯作者. E-mail: shilf108@163.com

© 2014 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

130201-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.130201
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 13 (2014) 130201

考虑与广义色散方程 (2)式对应的无扰动项
情形:

(2ω − c)uz + (γ + c)uzzz + auuz

− 2uzuzz − uuzzz = 0. (3)

设ψ = ψ(z), 满足

ψ′ = β
√
c0 + c1ψ + c2ψ2,

其中β = ±1, ci, i = 0, 1, 2为任意常数. 不难得
到: 当 c0 = c21/4c2, c2 > 0时

ψ = − c1
2c2

+ exp(β√c2z). (4)

当 c0 = 0, c2 < 0时

ψ = − c1
2c2

+
c1
2c2

cos(β
√
−c2z). (5)

令

u = a0 + a1ψ + a2ψ
2, (6)

其中ai, i = 0, 1, 2为待定常数. 将 (6)式代入方程
(3), 经过计算, 便可分别得到无扰动色散方程 (3)
的孤立子解:

u =
3c− ac− 6ω − aγ

2a
+ a1 exp

(
−
√
a

3
|z|

)
,

a > 0, (7)

它是尖峰型奇异孤立子解 [16]以及

û =
3c− ac− 6ω − aγ

2a
± 3a1c1

2a
ψ̄(ξ)

× cos
(√

−a
3
|z|

)
, a < 0, (8)

其中

ψ̄(z) =

1, |z| 6 π/2,
0, |z| > π/2,

它是紧奇异孤立子解 [16].
令a = a1 = c = c1 = ω = γ = 1, 由 (7)式表

示的尖峰型奇异孤立子解的曲线图形参见图 1所

示. 令a = −1, a1 = c = c1 = ω = γ = 1, 由 (8)
式 (取正号)表示的紧奇异孤立子解的曲线图形参
见图 2所示.

为了得到扰动色散方程 (2)的近似解析解, 我
们引入如下的一个泛函F (u) : R→ R,

F (u) =u−
∫ z

0

λ(η)[(2ω − c)uη + (γ + c)uηηη

+ aũũη − 2ũηũηη − ũũηηη − f(ũ)]dη, (9)

其中λ为Lagrange乘子, ũ及其导数为方程 (2)的
限制变量 [17].
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图 1 尖峰型奇异孤立子解 u(z)
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图 2 紧奇异孤立子解 u(z)

取F的变分为零 δ F = 0:

δF =δu− [λ(2ω − c)δu

− (γ + c)(λδuηη − λ′δuη + λ′′δu)]η=ξ

+

∫ z

0

[(2ω − c)λ+ (γ + c)λ′′′]δudη = 0.

于是有

(γ + c)
d3λ

dη3 + (2ω − c)λ = 0, (10)

λ |η=z = 0, λ′ |η=z = 0,

λ′′ |η=z =
1

γ + c
. (11)

由 (10),(11)式, 可得到λ(z):

λ(η) =C0 exp
(
a1/3η

)
+ C1 exp(λ1η)

+ C2 exp(λ2η), (12)

其中

C0 =
−b

a(1− a)
exp(−az),
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C1 =
b(λ2 − a)i√
3a2(1− a)

exp(−λ1z),

C2 =
−b(λ1 − a)i√
3a2(1− a)

exp(−λ2z),

a =
2ω − c

γ + c
, b =

1

γ + c
,

λ1 =

(
2ω − c

2(γ + c)

)1/3

(−1 +
√
3i),

λ2 =

(
2ω − c

2(γ + c)

)1/3

(−1−
√
3i).

由 (9),(12)式, 我们构造如下广义变分迭代序
列{un} (n = 0, 1, · · · ):

un+1 =un −
∫ z

0

λ((η)
[
(2ω − c)

∂un
∂η

+ (γ + c)
∂3un
∂η3

+ aun
∂un
∂η

− 2
∂un
∂η

∂2un
∂η2

− un
∂3un
∂η3

− f(un)
]
dη, n = 0, 1, · · · , (13)

其中λ由 (12)式表示.
选取初始迭代为无扰动色散方程 (2)的精确尖

峰型奇异孤立子解 (7). 即

u0(z) =
3c− ac− 6ω − aγ

2a
+ a1 exp

(
−
√
a

3
|z|

)
,

a > 0, (14)

这时由 (13)式, 我们能决定

u1(z) = u0(z) +

∫ z

0

λ(η)f(u0(η))dη, (15)

其中u0由 (14)式决定. 再将 (15)式代入 (13)式, 我
们能决定

u2(z) =u0(z)−
∫ z

0

λ(η)
[
(2ω − c)

∂u1
∂η

+ (γ + c)
∂3u1
∂η3

+ au1
∂u1
∂η

− 2
∂u1
∂η

∂2u1
∂η2

− u1
∂3u1
∂η3

+ f(u0)− f(u1)
]
dη. (16)

用上述同样的迭代方法, 我们能依次决定
un(z), n = 2, 3, · · · . 可以证明, lim

n→∞
un(z)是收

敛的. 则 ũ(z) = lim
n→∞

un(z)就是非线性扰动色散

方程 (2)的孤立子的精确解,而un(z)就是非线性扰

动色散方程 (3)孤立子的第n次近似解.
类似地, 取u0为无扰动项的非线性色散方程

(3)的紧奇异孤立子解 (8). 即

û0(z) =
3c− ac− 6ω − aγ

2a
± 3a1c1

2a
ψ̄(z)

× cos
(√

−a
3
|z|

)
, a < 0. (17)

利用迭代关系式 (13), 同样可求得序列 ûn(z),
n = 1, 2, · · · . 而 û(z) = lim

n→∞
ûn(z)也是非线性扰

动色散方程 (2)的另一个孤立子精确解, 且相应的
ûn(z)就是非线性扰动色散方程 (2)的另一个第n

次孤立子近似解.
在上述各式中用行波变换式 z = x − ct代入,

便得到非线性扰动色散方程 (2)的尖峰型奇异孤立
子解u(z)和紧奇异孤立子解 û(z)的各次行波解的

近似式.

3 举 例

现讨论一个特殊的非线性扰动色散方程, 它的
扰动项为 f = r exp(−u), 其中 r为常数. 这时方程
(1)为

ut − uxxt + 2ω ux + γ uxxx + auux

− 2uxuxx − uuxxx = r exp(−u). (18)

利用广义变分迭代方法, 由 (14)式得到非线性
扰动色散方程 (18) 的尖峰型奇异孤立子解的零次
近似式 (7)式为

u0(z) =
3c− ac− 6ω − aγ

2a
+ a1 exp

(
−
√
a

3
|z|

)
,

a > 0.

由 (15)式可得尖峰型奇异孤立子解的第一次
近似式

u1(z) =
3c− ac− 6ω − aγ

2a
+ a1 exp

(
−
√
a

3
|z|

)
+ r

∫ z

0

λ((η) exp(−u0(η))dη, a > 0.

由 (16)式可得尖峰型奇异孤立子解的第二次
近似式

u2(z) =
3c− ac− 6ω − aγ

2a
+ a1 exp

(
−
√
a

3
|z|

)
−
∫ z

0

λ(η)
[
(2ω − c)

∂u1
∂η

+ (γ + c)
∂3u1
∂η3

+ au1
∂u1
∂η

− 2
∂u1
∂η

∂2u1
∂η2

− u1
∂3u1
∂η3

− r(exp(−u0)− exp(−u1))
]
dη, a > 0,

其中λ由 (12)式表示.
同样, 可利用广义变分迭代关系式 (13), 由

(17)式得到非线性扰动色散方程 (18)的紧奇异孤
立子解的零次近似式 (8) 式为

û0(z) =
3c− ac− 6ω − aγ

2a
± 3a1c1

2a
ψ̄(z)
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× cos
(√

−a
3
|z|

)
, a < 0.

由 (13)式可得紧奇异孤立子解的第一次近
似式

û1(z) =
3c− ac− 6ω − aγ

2a
± 3a1c1

2a

× ψ̄(z) cos
(√

−a
3
|z|

)
+ r

∫ z

0

λ(η) exp(u0(η))dη, a < 0.

再由 (13)式可得紧奇异孤立子解的第二次近
似式

û2(z) =
3c− ac− 6ω − aγ

2a
± 3a1c1

2a

× ψ̄(z) cos
(√

−a
3
|z|

)
−
∫ z

0

λ(η)
[
(2ω − c)

∂û1
∂η

+ (γ + c)
∂3û1
∂η3

+ au1
∂û1
∂η

− 2
∂û1
∂η

∂2û1
∂η2

− u1
∂3û1
∂η3

− r(exp û0 − exp(û1)
]
dη, a < 0,

其中λ由 (12)式表示.
继续利用广义变分迭代关系式 (13)可以得到

非线性扰动色散方程 (18)的尖峰型奇异孤立子解
u(z)和紧奇异孤立子解 û(z)的更高次近似式.

在上述各式中用行波变换式 z = x − ct代入,
便得到非线性扰动色散方程 (18)的尖峰型奇异孤
立子解u(z)和紧奇异孤立子解 û(z)的各次行波解

的近似式.

4 物理问题关联

求非线性发展方程的解, 是研究相关的物理模
型的基本要求. 本文利用广义变分迭代方法, 通过
得到的扰动色散方程 (18)及其特殊情形下的扰动
方程 (18)的孤立子行波近似解. 我们能够对不同元
素的分子为对象, 得到瞬时偶极矩之间产生的色散
力的分布和不同状态下的能量, 画出相应的色散曲
线, 与实验结果进行比较, 以达到较理想的结果.

用广义变分迭代方法, 通过扰动色散方程 (1)
及其特殊情形下的扰动方程 (18)的孤立子行波的
近似解, 是从非扰动色散方程的孤立子行波出发而
得到的近似解. 因此在得到所求近似解之前需选择
合适的典型的孤立子行波作为零次近似. 以便能很
好是地得到更为真实的近似的孤立子行波解. 这样
更能符合实际的色散模型的需要.

本文的广义变分迭代近似求解方法, 也使用于
其他非线性发展方程相关的物理问题, 并也能得到
满意的结果.

5 结 论

孤立子理论反映的是一类复杂的自然现象. 我
们需要将它简化为基本模式并利用近似方法去求

解它. 广义变分迭代方法就是一个简单而有效的
方法. 本文用广义变分迭代方法, 选取的初始迭代
u0(t, x)是采用无扰动色散方程 (3)的孤立子行波
解. 它保证了对应于扰动情形下的色散方程的孤立
子行波解较快地求得的近似解析解. 所得到的结果
更为可行.
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Abstract
A class of nonlinear evolution equation is considered by taking a simple and valid technique. Using the method

of undetermined functions, firstly we introduce the solitary traveling wave solutions to the corresponding non-disturbed
equation. And then the solitary wave solutions to the nonlinear disturbed dispersive equation are obtained using the
generalized variational iteration method.
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