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带有分数阶热流条件的时间分数阶热波方程

及其参数估计问题∗

范文萍 蒋晓芸†

(山东大学数学学院, 济南 250100)

( 2014年 1月 12日收到; 2014年 4月 2日收到修改稿 )

研究了Caputo导数定义下带有分数阶热流条件的一维时间分数阶热波方程及其参数估计问题. 首先, 对
正问题给出了解析解; 其次, 基于参数敏感性分析, 利用最小二乘算法同时对分数阶阶数 α 和热松弛时间 τ

进行参数估计; 最后对不同的热流分布函数所构成的两个初边值问题, 分别进行参数估计仿真实验, 分析温度
真实值和估计值的拟合程度. 实验结果表明, 最小二乘算法在求解时间分数阶热波方程的两参数估计问题中
是有效的. 本文为分数阶热波模型的参数估计提供了一种有效的方法.
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1 引 言

近年来, 作为分形几何和分数维动力学基础,
分数阶微积分理论已成为非线性科学发展的热点,
并在松弛、振荡、扩散和输运理论、生物组织、控制

系统、混沌与湍流、随机游走、统计与随机过程、黏弹

性力学及非牛顿流体力学、量子力学、电化学、金融

等诸多领域得以应用 [1−9]. 目前, 对于分数阶方程
的研究已经屡见不鲜. Li等 [10]研究了钙离子在细

胞内扩散的时空分数阶反常扩散模型, 成功地解释
了 “钙火花峰宽”现象, 提出了钙离子在细胞内的反
常扩散机制. Ahmadikia等 [11] 研究了带有热流边

界条件的抛物型和双曲型生物传热问题, 分别求解
了热流函数为常数函数和瞬时函数时的初边值问

题. Povstenko[12] 研究了时间分数阶Cattaneo 方
程, 建立了相应的热应力理论, 并给出了一维和轴
对称情形下非齐次Cattaneo 方程的基本解. Jiang
和Qi[13] 利用修正的 Riemann-Liouville 导数求解
了生物传热热波模型, 得到了生物活体组织在有限

介质中一维情形下的解析解. Qi等 [14] 考虑了固

体表面的超短激光脉冲加热, 建立带有体积热源的
时间分数阶 Cattaneo 热传导模型, 并利用积分变
换求解问题. Murio[15] 建立了一类求解时间分数

阶扩散方程的无条件稳定的隐式差分格式. Ghaz-
izadeh 等 [16] 给出了分数阶 Cattaneo 方程的显式
和隐式两种格式的有限差分算法. Ge和Cheng[17]

利用基于滑动Kriging 插值的无网格方法研究了二
维时间分数阶扩散方程, 等等.

目前, 关于经典问题的反问题的研究已经相对
成熟 [18−29]. 伴随着分数阶理论在热传导问题中的
广泛应用, 分数阶热传导反问题也越来越引起国
内外学者的关注, 主要涉及源项反演、边值反演、
参数反演等方面. Tian等 [30]用两种正则化方法研

究了空间分数阶扩散方程的源项反演问题, 建立
了误差分析, 证明了Fourier 正则化和小波对偶最
小二乘正则化方法在解决不适定问题中的有效性.
Murio[31] 考虑到分数阶反问题的不适定性, 提出了
δ-修正的正则化技术, 利用 δ-修正的空间推进算法
给出了 Caputo 导数定义的时间分数阶热传导反
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问题的稳定的数值解, 并估计了未知边界函数. 张
瀛 [32] 研究了一维分数阶扩散方程的源项反演问题

和基于 Carleman估计的分数阶扩散方程系数反演
条件稳定性问题. 由于分数阶计算的复杂性, 目前
关于分数阶阶数反演的文献较少. 本文针对一维时
间分数阶热波方程, 考虑带有分数阶热流条件的初
边值问题, 在解析求解正问题的基础上, 利用最小
二乘算法研究分数阶阶数α 和热松弛时间 τ 的参

数估计问题.

2 带有分数阶热流条件的时间分数阶
热波模型及其正问题

2.1 分数阶热波模型

基于Compte 和 Metzler 在文献 [33]中提出的
分数阶 Cattaneo 方程理论, 分数阶传热本构方
程为

q(x, t) + τα
∂αq(x, t)

∂tα
= −κ∇T (x, t). (1)

(1)式结合能量平衡方程

ρc
∂T (x, t)

∂t
= −divq(x, t), (2)

便可得到相应的分数阶 Cattaneo 热传导方程:

κ
∂2T (x, t)

∂x2

=ταρc
∂α+1T (x, t)

∂tα+1
+ ρc

∂T (x, t)

∂t
, (3)

其中, T (x, t)表示介质的温度函数; q(x, t)表示热

流密度函数; κ, ρ, c 为常数, 分别表示介质的热传
导速率、密度和常应变比热; τ 表示热松弛时间, 近
似为 τ = α0/V

2, 这里 α0 表示导热系数, V 表示
热波的传播速率;0 < α 6 1 是分数阶阶数; ∂α

∂tα

是基于 Caputo 定义的时间分数阶导数 [34], 满足
Caputo 定义式
∂αf(t)

∂tα

=


1

Γ (n− α)

∫ t

0

f (n)(τ)

(t− τ)1+α−n
dτ n− 1 < α < n

dnf(t)

dtn α = n

.

当 α = 1时, (3)式即为经典的热波方程.
本文考察热物性均为常数的有限介质 0 6 x 6

L, 假设介质在初始时刻温度为 T0. t > 0 时, 在介
质表面 (x = 0) 瞬间作用一个瞬时热流函数 q(t),

q(t) 满足零初值条件, 并假设对 t > 0, 介质 x = L

处边界面保持绝热状态. 对应于如下初边值问题:

κ
∂2θ(x, t)

∂x2
= ταρc

∂α+1θ(x, t)

∂tα+1
+ ρc

∂θ(x, t)

∂t

(0 < x < L, t > 0, 0 < α 6 1), (4)

− κ
∂θ(0, t)

∂x
= q(0, t) + τα

∂αq(0, t)

∂tα
x = 0, (5)

θ(x, 0) = 0 t = 0, (6)
∂θ(x, 0)

∂t
= 0 t = 0, (7)

q(x, 0) = 0 t = 0, (8)
∂θ(L, t)

∂x
= 0 x = L, (9)

这里, θ(x, t) 定义为 θ(x, t) = T (x, t)− T0, T0 为介

质的初始温度.

2.2 正问题的解析解

引入无量纲参量:

θ∗ =
θ

θr
, q∗ =

q

qr
, t∗ =

κt

L2ρc
,

x∗ =
x

L
, F =

(
κτ

L2ρc

)α

, (10)

其中, θr, qr 是参照温度和参照热流 (为简便起见,
(10)式中无量纲参量省略 ∗ 号, 即下文中所提到的
参量均表示无量纲的量). 对方程 (4)—(9)无量纲
化得到分数阶热波模型的无量纲形式为

∂2θ(x, t)

∂x2
= F

∂α+1θ(x, t)

∂tα+1
+

∂θ(x, t)

∂t

(0 < x < L, t > 0, 0 < α 6 1), (11)

− κθr
Lqr

∂θ(0, t)

∂x
= q(0, t)

+ F
∂αq(0, t)

∂tα
x = 0, (12)

θ(x, 0) = 0 t = 0, (13)
∂θ(x, 0)

∂t
= 0 t = 0, (14)

q(x, 0) = 0 t = 0, (15)
∂θ(L, t)

∂x
= 0 x = L. (16)

记 qw(t) =
Lqr
κθr

(q(0, t) + F
∂αq(0, t)

∂tα
), 对方程

(11)—(16)关于时间 t做分数阶 Laplace 变换 [34],
方程转化为

d2θ̄(x, s)

dx2
= (Fsα+1 + s)θ̄(x, s), (17)
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dθ̄(0, s)
dx = −q̄w(s), (18)

θ̄(x, 0) = 0, (19)
dθ̄(L, s)

dx = 0, (20)

其中, θ̄(x, s), q̄w(s) 分别表示 θ(x, t), qw(t) 的

Laplace 变换后的像函数. 然后, 对方程 (17)做
空间的有限 Fourier 余弦变换 [35], 得到

−
(
nπ

L

)2
˜̄θ(n, s) + q̄w(s)

= (Fsα+1 + s)˜̄θ(n, s). (21)

由 (21)式,
˜̄θ(n, s) = q̄w(s) · ˜̄G(n, s), (22)

其中,
˜̄G(n, s) =

1

Fsα+1 + s+

(
nπ

L

)2 .

先对 ˜̄G(n, s) 逆Laplace变换. 记 λ =
nπ

L
,

˜̄G(n, s) =
1

Fsα+1 + s+ λ2

=
1

Fsα+1 + s
· 1

1 +
λ2

Fsα+1 + s

(23)

=

∞∑
m=0

(−1)m
λ2m

Fm+1
· s−(m+1)

(sα + F−1)m+1
.

根据两参数 Mittag-Leffler 函数 [34] 的Laplace逆
变换 (24)式:

L−1

{
κ!sα−β

(sα ∓ c)κ+1

}
= tακ+β−1E

(κ)
α,β(± ctα), (24)

得到

L−1{ ˜̄G(n, s)}

= G̃(n, t)

=
∞∑

m=0

(−1)m

m!
· λ2m

Fm+1
· tαm+α+m (25)

× E
(m)
α,α+m+1(−F−1tα).

显然, q̄w(s) 的逆变换就是 qw(t) , 因此

θ̃(n, t) = qw(t) ∗ G̃(n, t). (26)

最后做有限 Fourier 余弦逆变换,

θ(x, t) =
1

L
θ̃(0, t)

+
2

L

∞∑
n=1

θ̃(n, t) cos
(
nπ

L
x

)
. (27)

初边值问题 (4)—(9)的解析解即为

θ(x, t) =
1

LF

∫ t

0

qw(t− t′)t′α

× Eα,α+1(−F−1t′α)dt′

+
2

L

∞∑
n=1

∞∑
m=0

(−1)m

m!

× (nπ)2m

Fm+1L2m
· cos

(
nπ

L
x

)
×
∫ t

0

qw(t− t′)t′αm+α+m

× E
(m)
α,α+m+1(−F−1t′α)dt′, (28)

其中,

F =

(
κτ

L2ρc

)α

,

qw(t) =
Lqr
κθr

(q(0, t) + F
∂αq(0, t)

∂tα
).

特别地, τ = 0 时, 模型简化为经典的非齐次
热传导方程, 其解析解为:

θ(x, t) =
qr
κθr

∫ t

0

q(t′)dt′

+
2qr
κθr

∞∑
n=1

∫ t

0

q(t− t′)

× e−
n2π2

L2 t′ dt′ · cos
(
nπ

L
x

)
. (29)

这与文献 [36]中给出的解的形式是一致的.

3 参数估计

在本文所研究的参数估计问题中, 分数阶热波
方程 (4)中的分数阶阶数α, 以及热松弛时间 τ被

视为待估计参数, 本文采用最小二乘算法进行两参
数的仿真实验.

记θmea, θest分别表示有限时间范围 0 6 t 6 tf

内, 在介质内部 x = xm (0 6 xm 6 L) 处的温度

测量值和估计值相对于初始温度T0 的温度变化

量, 其中 tf 是最大测量时间. 记 θj = θ(xm, tj) ,
j = 0, 1, 2, · · · ,M 是时间节点. 则传统意义下的最
小二乘范数 [37] 为

S(α, τ) =

M∑
j=0

(θjest(α, τ)− θjmea)
2, (30)
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根据极小化原理, 估计值 α̂, τ̂即是方程组 (31)和
(32)的解.

2

M∑
j=0

∂θjest(α, τ)

∂α
(θjest(α, τ)− θjmea) = 0, (31)

2

M∑
j=0

∂θjest(α, τ)

∂τ
(θjest(α, τ)− θjmea) = 0, (32)

利用最小二乘算法, 估计值 α̂, τ̂ 满足

S(α̂, τ̂) = min
( M∑

j=0

(θjest(α, τ)− θjmea)
2

)
, (33)

参数估计问题即转化为目标函数 (33)式的最优化
问题.

4 仿真实验结果与分析

本文中的仿真实验数据由求解相应的正问题

获得的真实温度场和随机误差合成 [38], 测量值
θmea表示为

θmea = θexa +ϖσ, (34)

其中, θexa 是通过求解初边值正问题得到的真实值;
ϖ是满足高斯分布的随机变量, 取其99%置信区间
−2.576 6 ϖ 6 2.576; σ是测量误差的标准差.

对于多参数估计的情形, 参数之间的相关性对
预测结果的准确性起着关键性作用. 考察参数相关
性的一种方法是绘制各参数的敏感性系数趋势图,
如果它们接近线性相关, 则表明相应的参数是关联
的, 不能同时预测. 针对本文中所考察的参数 α, τ ,
考察相对敏感性系数 [39]

Jp = P
∂θ

∂P
, (35)

其中, P = [α, τ ] 是未知参数向量. 取定常数

L = 1, xm = 0.8,

κ

ρc
= 1, κ = 1,

qr
θr

= 1.5.

假设实验中参数 α, τ 的真实值为 α = 0.8, τ = 0.1.

4.1 仿真实验1

热流函数取为

q(t) = sin t. (36)

图 1和图 2分别给出了在xm = 0.8, xm = 1两

个观测位置处α, τ 的敏感性系数趋势图. 由图可
以看出, 两个参数线性不相关.

当扰动项 σ = 0 时, 参数估计结果为 α̂ =

0.8000003, τ̂ = 0.1000002, 温度真实值 θexa 和估计

值 θest 的数值比较如图 3所示. 图 3显示出温度真

实值与估计值在所考察的时间范围内非常符合. 说
明在测量数据无误差的情况下, 最小二乘算法得到
的参数估计结果是准确的.

α

τ

     

֓⊲

֓⊲



⊲

⊲

t

J
P

图 1 xm = 0.8处, 仿真实验 1的参数敏感性系数走势

α

τ

֓⊲

֓⊲



⊲

⊲
J
P

     

t

图 2 xm = 1处, 仿真实验 1的参数敏感性系数走势

     



⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

t

θ(
x
֒t
↽

图 3 (网刊彩色) σ = 0时, 仿真实验 1的 θ 曲线

增加扰动 σ = 0.01时, 参数估计结果为
α̂ = 0.75139, τ̂ = 0.0904616, 温度真实值 θexa 和

估计值 θest 的数值比较如图 4所示. 由图 4可以看

出, 即便在一定测量误差的影响下, 温度真实值和
估计值也很好地拟合在一起, 说明了该最小二乘算
法在估计α和 τ 的过程中是有效的.
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⊲
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⊲
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t

图 4 (网刊彩色) σ = 0.01时, 仿真实验 1的 θ曲线

4.2 仿真实验2

热流函数取为

q(t) = e−t sin(πt). (37)

参数敏感性系数趋势如图 5和图 6所示.

α

τ

J
P

     

֓⊲

֓⊲



⊲

⊲

t

图 5 (网刊彩色) xm = 0.8处, 仿真实验 2的参数敏感性系数走势

α

τ

J
P

֓⊲

֓⊲



⊲

⊲

     

t

图 6 (网刊彩色) xm = 1处, 仿真实验 2的参数敏感性系数走势

由图 5和图 6可见两个参数线性不相关, 同样
采用最小二乘算法同时进行估计. 测量无误差时,
参数估计结果 α̂ = 0.8000002, τ̂ = 0.0999999, 温
度真实值 θexa 和估计值 θest 的数值比较如图 7所

示, 两条曲线吻合效果很好. 当增加扰动σ = 0.01

时, 参数估计值 α̂ = 0.77375, τ̂ = 0.0946592 , 温度
真实值 θexa和估计值 θest 的数值比较如图 8所示.

同样, 图 8给出的曲线拟合效果也很好. 两个
实验的仿真结果均表明, 最小二乘算法在求解时间
分数阶热波方程的两参数估计问题中是有效的.

     



⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

t

θ(
x
֒t
↽

图 7 (网刊彩色) σ = 0时, 仿真实验 2的 θ 曲线
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⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

t

θ(
x
֒t
↽

图 8 (网刊彩色) σ = 0.01时, 仿真实验 2的 θ曲线

5 结 论

针对方程 (4)—(9)所表述的带有分数阶热流
条件的时间分数阶热波方程及其初边值问题, 首先
利用分数阶 Laplace 变换、有限 Fourier 余弦变换
等方法给出了正问题的解析解. 用通过求解正问题
获得的真实温度场和随机误差合成仿真实验数据,
即介质内部温度的测量值, 来研究分数阶阶数 α和

热松弛时间 τ 的两参数估计问题. 通过参数的敏
感性分析, 证明两个参数的线性不相关性, 并对不
同的热流分布函数所构成的两个初边值问题分别

进行实验, 两个仿真实验结果均表明最小二乘算法
在求解时间分数阶热波方程的两参数估计问题中

是有效的. 本文为时间分数阶热波模型的参数估计
提供了一种有效的方法, 该方法同样适用于空间分
数阶情形.
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Parameters estimation for a one-dimensional time
fractional thermal wave equation with fractional heat

flux conditions∗

Fan Wen-Ping Jiang Xiao-Yun†

(School of Mathematics, Shandong University, Jinan 250100)
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Abstract
An inversion problem of estimating parameters for a one-dimensional time fractional thermal wave equation with

fractional heat flux conditions and Caputo fractional derivatives is investigated. To begin with, the analytical solution
of the direct problem is obtained. Then, based on the parameter sensitivity analysis, the least-squares method is used to
estimate both the fractional order α and the relaxation time τ simultaneously. Finally, two different heat flux distributions
are given as different boundary conditions to perform the simulation experiments, respectively. By analyzing the degree
of fitting curves, results show that the least-squares method performs well in parameter estimation for this fractional
thermal wave equation. This study provides an effective method of estimating the parameters of fractional thermal wave
equations.

Keywords: fractional thermal wave equation, fractional heat flux, parameter estimation, least-squares
method
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