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单-双模组合压缩热态的纠缠性质及在量子
隐形传态中的应用∗

刘世右 郑凯敏 贾芳 胡利云† 谢芳森

(江西师范大学物理与通信电子学院, 南昌 330022)

( 2014年 2月 9日收到; 2014年 3月 13日收到修改稿 )

基于单 -双模组合压缩真空态一定范围内能够获得压缩增强的效果, 引入单 -双模组合压缩热态
(DSMST), 讨论其纠缠性质. 利用Weyl编序算符在相似变换下的不变性, 简洁方便地导出了DSMST 的纠缠
度 -负对数值, 并给出了当热效应存在时保持纠缠的条件. 研究表明: 与通常的双模压缩态相比, 随着参数的
增加, DSMST的纠缠度增加. 作为DSMST的应用, 利用其实现相干态的量子隐形传输. 结果表明: 不同于纠
缠度随压缩参数增加, 保真度获得改善是有条件的, 该条件恰好就是一正交分量涨落出现压缩增强的参数区
域. 此外, 解析推导了有效隐形传输保真度 (> 1/2)的条件.
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1 引 言

非经典量子态在量子光学中扮演着重要的角

色, 对量子物理的基本原理的理解也起到重要作
用, 并且在量子计算与量子通信等领域中得到诸
多的应用. 一般而言, 量子态的非经典特性可以通
过量子态的量子统计特点来表现. 为了获取非经
典态, 人们提出了诸多方法, 如对高斯态进行光子
扣除或增加操作; 通过增加 (扣除)光子也可以使一
些量子态得到较深程度的压缩 [1], 从而改善量子态
的非经典性质. 研究者提出了光子扣除压缩热态,
并通过Q分布、光子数分布、Wigner函数等准概率
分布来研究该量子态的非经典特性. 特别地, 利用
Wigner 函数的负值特征可以很好地讨论量子态的
非经典性质, 因而, Wigner函数的负值特征被看作
是光场的高度非经典特性的一个重要标志 [2].

量子纠缠态作为一类典型的量子态, 是量子计
算与量子信息中的重要资源之一.纠缠在量子信息

处理中起着重要的作用, 如量子隐形传输、密集编
码、量子克隆等.近年来, 各种纠缠态也引起了实验
和理论物理学家的广泛关注 [3−8], 如双模压缩真空
态就是一类典型的连续变量的纠缠态. 为更好地实
现量子信息与量子计算任务, 人们期望制备出高纠
缠度、高隐形传输保真度、强抗退相干能力的纠缠

源, 这也是目前量子信息研究中的重要课题之一.
这就要求人们进一步提出满足要求的高纠缠度的

纠缠源. 值得注意的是, Fan[9]理论上提出了一类

新的纠缠态—–单 -双模组合压缩真空态 (它包含了
两个压缩参数, 由单 -双模压缩算符作用于真空态
得到; 当其中一个参数为零时, 就退化为通常的双
模压缩真空态). 研究指出, 当两参数值满足一定条
件时, 与通常的双模压缩真空态相比, 其正交分量
之一展现更强的压缩效应. 由于双模压缩真空态的
压缩与纠缠程度密切相关, 那么, 自然产生三个问
题: 单 -双模组合压缩真空态是否具有更强的纠缠
度呢? 将其作为量子隐形传输通道时, 输保真度会
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得到改善吗? 纠缠度的改善是否意味着保真度的
改善呢?

另一方面, 任何量子系统都不可能与外界环境
完全隔绝, 即总是受外界环境影响的. 因此, 我们
通常没有足够的信息描述完整的量子系统. 在这种
情况下, 系统只能被考虑成混合态, 如热态; 或者说
制备出来的纠缠态或因作为传输通道而被远距离

分发的纠缠态通常都处于混合态, 这使得纠缠系统
不可避免地失去其原本的量子特征, 如非局域性、
纠缠特点和相干性等, 使用这种纠缠混合态进行量
子通信和量子计算将会导致信息失真. 此外, 压缩
热态也常常被看成是广义的高斯量子态. 基于此,
本文从理论上引入一种新的量子态—–单 -双模组
合压缩热态, 即考虑单 -双模压缩算符作用于热态
得到的单 -双模组合压缩热态的纠缠情况, 以期考
察双压缩参数和热场平均光子数对纠缠度的影响,
以及将该纠缠态作为纠缠源在量子隐形传输中的

应用.
利用Wigner算符在Weyl编序下的不变性, 可

以方便地推导单 -双模组合压缩热态的Wigner函
数. 将Wigner函数改写成相应的矩阵形式, 并利
用对数负定性计算了此纠缠态的纠缠度. 研究表
明: 单 -双模组合压缩真空态表现出的纠缠性比一
般的双模压缩真空态要好, 单 -双模组合压缩操作
有助于改善量子态的纠缠; 当热场平均光子数不为
零时, 则要求压缩参数超过一定的阈值, 纠缠态才
能展现出一定的纠缠; 此阈值会随双压缩参数的变
换而变化, 具体而言, 对于给定的平均热光子数, λ
的域值随着γ的增加而减小, 而γ的域值也随着λ

增加的而减小; 当γ, λ达到相对应的域值时, 单 -双
模组合压缩热态的纠缠度EN随着γ, λ的增加而增
强. 当将单 -双模组合压缩态作为纠缠量子通道, 实
现相干态的隐形传态时, 研究表明: 与通常的双模
压缩态相比, 尽管单 -双模组合压缩态具有更高的
纠缠度, 但隐形传输保真度并不是全参数范围都能
得到改善. 我们发现: 保真度得到改善的参数区域
恰好与一正交分量涨落出现压缩增强的参数区域

完全一致.
文章结构如下: 第二部分, 回顾单 -双模组合压

缩真空态及其压缩特点; 第三部分引入单 -双模组
合压缩热态, 并利用Wigner算符在Weyl编序下的
不变性, 推导其Wigner函数; 第四部分, 研究单 -双
模组合压缩热态的纠缠性质; 第五部分讨论单 -双
模组合压缩热态作为纠缠源实现相干态的隐形传

输的保真度; 最后是结论部分.

2 单 -双模组合压缩真空态

双模压缩真空态是一个典型的连续变量纠缠

态. 理论上, 它可以通过双模压缩算符作用到真空
态上而获得, 即

S|00⟩ = sechλ exp(−a†b† tanhλ)|00⟩, (1)

其中S = exp{λ(ab − a†b†)}为双模压缩算符, λ为
实压缩参数. 引入双模正交分量

x1 = (Q1 +Q2)/2, x2 = (P1 + P2)/2,

其中

Q1 = (a+ a†)/
√
2, P1 = (a− a†)/(

√
2i)

以及

Q2 = (b+ b†)/
√
2, P2 = (b− b†)/(

√
2i),

则在双模压缩真空态 (1)下, 正交分量x1, x2的涨

落为

⟨00|S†x2
1S|00⟩ =

1

4
e−2λ, ⟨00|S†x2

2S|00⟩

=
1

4
e2λ, (2)

此即通常的双模压缩态的压缩特点. 注意到产生算
符、湮灭算符与坐标、动量算符的关系, 即

a = (Q1 + iP1)/
√
2, a† = (Q1 − iP1)/

√
2,

b = (Q2 + iP2)/
√
2, b† = (Q2 − iP2)/

√
2, (3)

可进一步将双模压缩算符S改写成如下形式

S = exp[−iλ(Q1P2 +Q2P1)]. (4)

另一方面, Fan[9]提出了一类新的双模压缩真空态,
即单 -双模组合压缩真空态, 它由单 -双模组合压缩
算符作用于真空态得到. 单 -双模组合压缩算符为

V = exp[−i(λ1Q1P2 + λ2Q2P1)], (5)

显然, 它满足幺正算符的条件V −1 = V †. (5)式中,
λ1 = λ eγ , λ2 = λ e−γ , λ > 0. 特别地, 当γ = 0的

时候, V 就是通常的双模压缩算符S.
为了获得在单 -双模组合压缩真空态V |00⟩下

正交分量的涨落结果, 可利用有序算符内的积分技
术 (IWOP技术)[10,11]以及真空投影算符的正规乘

积表示:

|00⟩⟨00| =: exp(−a†a− b†b) :
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( : : 为正规排序符号), 可得单 -双模组合压缩算符
的正规排序形式 [9,12], 从而单 -双模组合压缩真空
态V |00⟩ 可表示为

V |00⟩ = 2√
L

exp
{
1

L
[(b†2 − a†2) sinh2 λ sinh 2γ

+ 2a†b† sinh 2λ cosh γ]

}
|00⟩, (6)

其中, λ, γ皆为实压缩参数,

L = 4(1 + sinh2 γ tanh2 λ) cosh2 λ.

上式计算过程中利用了积分公式∫ ∞

−∞
dx exp(−αx2 + βx) =

√
π

α
exp

(
β2

4α

)
, (7)

以及利用Baker-Hausdorff公式

eAB e−A = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]]

+
1

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · · , (8)

可得算符V 的变换关系

V −1Q1V = Q1 coshλ+Q2 e−γ sinhλ,

V −1Q2V = Q2 coshλ+Q1 eγ sinhλ,

V −1P1V = P1 coshλ− P2 eγ sinhλ,

V −1P2V = P2 coshλ− P1 e−γ sinhλ. (9)

故而在V |00⟩态下, 可得正交分量的涨落分别为

⟨(∆x1)
2⟩ = 1

4
(cosh 2λ+ 2 sinh2 λ sinh2 γ

+ sinh 2λ cosh γ), (10)

⟨(∆x2)
2⟩ = 1

4
(cosh 2λ+ 2 sinh2 λ sinh2 γ

− sinh 2λ cosh γ). (11)

比较 (10), (11)和 (2)式可知 [9], 在以下参数

0 < tanhλ <
1

1 + cosh γ
λ > 0 (12)

条件下, 有

⟨(∆x1)
2⟩ > 1

4
e2λ, ⟨(∆x2)

2⟩ < 1

4
e−2λ. (13)

此结果表明, 与通常的双模压缩真空态相比, 在某
一个正交分量上, 可以获得更强的压缩效果. 正是
这个原因, 下面考虑单 -双模组合压缩热态的纠缠
特性随参数λ, γ的变化情况, 期望在一定条件下,
它能展现更大的纠缠.

3 单 -双模组合压缩热态的引入及其
Wigner函数

本节中, 我们首先引入热态. 热态是一个混合
态, 其态矢量不再用狄拉克符号 |Ψ⟩来表征, 而是
用约化密度算符来表示.对于单模热态, 即只有一
个频率的光场, 其约化密度算符表示为

ρc = (1− eξ) e
ξa†a

=
1

nc + 1
e

nc
nc+1a

†a, (14)

式中 ξ = −~ω/(κT ), κ为玻尔兹曼常量, ω热光场
的频率, T热光场为温度,

nc = tr(ρca†a) = ( e−ξ1 − 1)−1

为平均热光子数. 单 -双模组合压缩热态可通过单 -
双模压缩算符作用于双模热态得到:

ρ = V (1− eξ1) e
ξ1a†a

(1− eξ2) e
ξ2b†b

V −1, (15)

式中 ξ1 = −~ω1/(κT1), ξ2 = −~ω2/(κT2), 参数
ω1, ω2分别为 a, b模热光场的频率, T1, T2分

别为 a, b模热光场的温度. 显然, ρ满足归一

化条件 tr[ρ] = 1, 且每个模的平均热光子数为
ncj = ( e−ξj − 1)−1, j = 1, 2. 为讨论方便, 以
下计算中取ω1 = ω2, T1 = T2, 即nc1 = nc2 = nc.

为了研究讨论单 -双模组合压缩热态的纠缠情
况, 这里我们先计算它的Wigner函数. Wigner函
数是一个准概率分布函数, 尤其是它的负部特征已
经成为了考察量子态的非经典性质的有效工具之

一 [2]. 此外, 它对于导出高斯量子态的对数负定性
也是十分方便的. 对于单模量子态 ρc, 其Wigner
函数可以通过计算下式得到

W (q1, p1) = tr(ρc∆1(q1, p1)), (16)

其中, ∆1(q1, p1)为Wigner算符 [13],

∆1(q1, p1)

= e2|α|
2

∫ d2z

π2
|z⟩⟨−z| e2(αz

∗−zα∗), (17)

α = (q1 + ip1)/
√
2, |z⟩ = exp{za† − z∗a}|0⟩ 为相

干态. 利用 IWOP技术以及真空投影算符的正规乘
积表示, 我们可以给出∆1(q1, p1)的正规乘积形式

∆1(q1, p1)

=
1

π
: exp[−(q1 −Q1)

2 − (p1 − P1)
2] : . (18)

进一步利用将正规乘积转换为Weyl编序的算符公
式 [14],

O =
:

:

∫ d2z

π
⟨−z|O|z⟩ e|z|

2+az∗−za†+a†a :

:
, (19)
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可得Wigner算符∆1(q1, p1)的Weyl编序形式

∆1(q1, p1) =
:

:
δ(q1 −Q1)δ(p1 − P1)

:

:
, (20)

式中 :
:

:
: 为Weyl编序, 在Weyl编序内的算符是可

对易的, 即 :
: aa

† :
: = :

: a
†a :

: .
下面, 考虑双模Wigner算符在相似变换

V −1 · · ·V 下的变换关系. 注意到, 算符Weyl编
序的一大优点就是: 在相似变换下具有不变性,

V −1 :

:
· · · :

:
V =

:

:
V −1 · · ·V :

:
, (21)

即变换可以直接作用于Weyl编序内的算符, 而
Weyl编序保持不变 [13]. 应该注意的是, 在其他编
序形式下, 如正 (反)规排序形式, 它们不能使得相
似变换具有不变性. 利用这一特点, 以及变换关系
(9), 可得

V −1∆1(q1, p1)∆2(q2, p2)V

=
:

:
δ(q1 −Q1 coshλ−Q2 e−γ sinhλ)

× δ(p1 − P1 coshλ+ P2 eγ sinhλ)

× δ(q2 −Q2 coshλ−Q1 eγ sinhλ)

× δ(p2 − P2 coshλ+ P1 e−γ sinhλ)
:

:

= ∆1(q
′
1, p

′
1)∆2(q

′
2, p

′
2), (22)

式中 q′1, p
′
1, q′2, p′2定义如下

q′1 = −q1 coshλ+ q2 e−γ sinhλ,

p′1 = −p1 coshλ− p2 eγ sinhλ,

q′2 = q1 eγ sinhλ− q2 coshλ,

p′2 = −p1 e−γ sinhλ− p2 coshλ. (23)

可见, 双模Wigner算符在相似变换下保持了
Wigner算符的特征, 只需将参数做如上替换即可.

利用热场态的相干态表示 [15]

ρc =
1

nc

∫ d2z

π
e−

1
nc

|z|2 |z⟩⟨z|, (24)

以及Wigner算符的正规乘积表示 (18)式, 可得热
场态的Wigner函数为

W (q1, p1) = tr[ρc∆1(q1, p1)]

=
1

πn
exp

{
− 1

n
(q21 + p21)

}
. (25)

上式n = 2nc + 1, 并利用了积分公式∫ d2z

π
eζ|z|

2+ξz+ηz∗

=− 1

ζ
e−

ξη
ζ Re(ζ) < 0. (26)

注意到 (22)式, 单 -双模组合压缩热态的Wigner函
数可计算为

W (q1, p1, q2, p2)

= tr[ρV −1∆1(q1, p1)∆2(q2, p2)V ]

= tr[ρ∆1(q
′
1, p

′
1)∆2(q

′
2, p

′
2)]. (27)

则利用已知热场态的Wigner函数 (25), 并将关系
式 (23)代入, 可得单 -双模组合压缩热态的Wigner
函数

W (q1, p1, q2, p2) = W (q′1, p
′
1)W (q′2, p

′
2)

=
1

π2n2
exp

{
− m1

n
(p22 + q21)

− m2

n
(q22 + p21)−

2m3

n
(p1p2 − q1q2)

}
, (28)

式中m1,m2,m3分别定义为

m1 = cosh2 λ+ e2γ sinh2 λ,

m2 = cosh2 λ+ e−2γ sinh2 λ,

m3 = sinh 2λ cosh γ, (29)

且可证明关系式m1m2 − m2
3 = 1, 这个结果在

以下计算中会应用到. 特别地, 当平均光子数
nc = 0,压缩参数γ = 0时, 有m1 = m2 = cosh 2λ,
m3 = sinh 2λ, 则 (28)式恰好退化成双模压缩真空
态的Wigner函数, 即

W (q1, p1, q2, p2)

=
1

π2
exp{−(p22 + q22 + q21 + p21) cosh 2λ

− 2(p1p2 − q1q2) sinh 2λ}. (30)

4 单 -双模组合压缩热态的纠缠性质

量子态的纠缠是量子信息研究的一个核心问

题, 对量子信息的传输应用有重要的影响. 通常地,
一个高斯态可以分离成两个单独的量子态,则它们
之间不存在纠缠, 反之则存在纠缠. 针对两体量子
系统,纠缠的度量方法有纯态的部分熵, 两体纠缠
混态的Concurrence和对数负定性等 [16,17]. 对于
高斯纠缠态 (即其Wigner分布函数是高斯型的量
子态), 它可以完全由一阶和二阶统计矩、协方差矩
阵来描述. 因此, 采用负对数值E来描述纠缠是比

较方便的 [18,19].
为了计算负对数值E, 我们将Wigner函数

(28)改写成

W (q1, p1, q2, p2)
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=
1

π2n2
exp

{
− 1

2
Mσ−1MT

}
, (31)

其中矩阵M = (q1 p1 q2 p2), 相应的协方差矩阵为

σ−1 =
2

n


m1 0 −m3 0

0 m2 0 m3

−m3 0 m2 0

0 m3 0 m1

 , (32)

以及

σ =

 u ω

ωT υ

 ,

u =
n

2

m2 0

0 m1

 ,

υ =
n

2

m1 0

0 m2

 ,

ω =
n

2

m3 0

0 −m3

 . (33)

特别地, 当nc = 0, 即单 -双模组合压缩真空态情
况; 又当压缩参数γ = 0时, 即通常的双模压缩真
空态情况, 有

σ =
1

2


cosh 2λ 0 sinh 2λ 0

0 cosh 2λ 0 − sinh 2λ

sinh 2λ 0 cosh 2λ 0

0 − sinh 2λ 0 cosh 2λ

 .

(34)

对于Gaussian量子态, 其纠缠条件可以通
过部分转置密度矩阵来获得 [19], 即根据部分
转置态的最小辛本征值ns来描述, ns定义为

ns = min[n+, n−], 其中

n± =

√
∆± (∆2 − 4 detσ)1/2

2
,

∆ = detu+ detυ − 2detω. (35)

当ns < 1/2时表示系统间有纠缠. 因此, 可以用负
对数值EN表示纠缠度, 即

EN = max[0,− ln(2ns)]. (36)

将 (29)和 (33)式代入 (35)式可得

∆ =
n2

2
(m1m2 +m2

3),detσ

=
n4

16
(m1m2 −m2

3)
2 =

n4

16
. (37)

上式计算中利用到了结果m1m2 −m2
3 = 1. 故而

n± =
n

2

×
√
(m1m2 +m2

3)± ((m1m2 +m2
3)

2 − 1)1/2.

(38)

注意到m1m2+m2
3 = cosh2 2λ+sinh2 2λ cosh 2γ >

1, 则

ns =
n

2
(
√
m1m2 −m3). (39)

显然, 当nc = 0时, ns = 1/2(
√
m1m2 −m3), 这就

是单 -双模组合压缩真空态的最小辛本征值. 因此,
负对数值EN为

EN = max[0,− ln(n(√m1m2 −m3))]. (40)

可见, 单 -双模压缩热态的纠缠度不仅依赖于热平
均光子数nc, 而且依赖于单 -双模组合压缩参数.
要保持纠缠, 则要求

√
m1m2 −m3 <

1

2nc + 1
. (41)

当平均热光子数nc越大, 则要求√
m1m2与m3 的

差值越小. 特别地,对于通常的双模压缩热态
(γ = 0), 其保持纠缠的条件变成

λ >
1

2
ln(2nc + 1). (42)

为了进一步比较单 -双模组合压缩热态和通
常双模压缩热态的压缩条件, 在图 1中绘制了相

应图形, 即当给定平均热光子数的情况下, 我
们比较

√
m1m2 − m3与 e−2λ 的大小, 取Y 1 =

(√m1m2 − m3)/ e−2λ. 由图 1可知, 当 γ = 0时,
Y 1 = 1, 这正是所期望的; 当γ > 0时, 随着γ, λ 的

增大, Y 1不断减小, 即√
m1m2 − m3的值比 e−2λ

的值小, 这一变化趋势在λ较大时更为明显. 这就
意味着单 -双模组合压缩热态较双模压缩热态更容
易满足纠缠条件. 在图 2中, 对于不同的热平均光
子数 (nc = 0.2, 0.5), 我们绘制了保持纠缠的条件:
Y 2 = (

√
m1m2 −m3)(2nc + 1) < 1. 由图 2清晰可

见, 当nc ̸= 0时, 对于参数λ和γ分别存在一个阈

值, 即当λ和γ超过此阈值时, 系统才能展现纠缠;
并且此阈值随nc的增大而增大; 对于给定的nc值,
λ的阈值随γ值的增加而减小, γ 的阈值随λ值的

增加而增大, 二者呈现相反的变化趋势. 在图 3中,
我们给出了纠缠度随压缩参数λ和γ以及nc的变

化情况, 结论与图 2情况基本相同, 这里不再复述.
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图 1 单 -双模组合压缩热态与通常双模压缩热态的纠缠
条件比较

5 单 -双模组合压缩热态在量子隐形
传态中的应用

由前一部分可知, 单 -双模组合压缩热态能比
通常的双模组合压缩热态更容易产生纠缠, 纠缠随
参数γ的增加而增加. 那么, 当单 -双模组合压缩热
态作为纠缠源, 用于实现量子隐形传输, 隐形传输
保真度是否也会随纠缠参数γ的增加而增加呢? 为

了回答这个问题, 本节考察用它实现相干态的量子
隐形传输. 用双模压缩真空态作为量子通道来实现
一些量子态的远程传输已进行了研究 [20], 对于连
续变量量子系统, 已提出了量子隐形传输方案, 并
建立了保真度与特征函数的关系 [21]. 注意到, 此传
输方案中, 当相干态 |z⟩作为待传输态时, 保真度不
依赖于相干态的振幅 z. 为方便, 取 z = 0, 即真空
态, 其特征函数为χin(η) = exp[−|η|2/2].

5.1 单 -双模组合压缩热态的特征函数

首先, 我们推导单 -双模组合压缩热态的
特征函数. 对于双模系统, 其特征函数定义
为χ(α, β) = tr[Da(α)Db(β)ρ], 这里Da,b(α)为平

移算符 Da(α) = exp{αa† − α∗a}. 引入α =

(q1 + ip1)/
√
2, β = (q2 + ip2)/

√
2, 则平移算符

可表示为

Da(α) = exp{ip1Q1 − iq1P1},

Db(β) = exp{ip2Q2 − iq2P2}. (43)



⊲

⊲



⊲
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
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图 2 单 -双模组合压缩热态的纠缠条件, 即与平均热光子数的关系, 以及随压缩参数 λ, γ的变化


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







E
n

E
n



⊲

⊲



⊲

⊲
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图 3 单 -双模组合压缩热态的纠缠度随压缩参数 λ, γ的变化 (a) nc = 0.2; (b) nc = 0.5

注意到, (43)式实际上就是平移算符的Weyl编序
形式. 故而利用变换关系式 (9), 与 (22)式类似, 有

V −1Da(α)Db(β)V = Da(ᾱ)Db(β̄), (44)

其中

ᾱ = (q̄1 + ip̄1)/
√
2, β̄ = (q̄2 + ip̄2)/

√
2,

以及

p̄1 = p1 coshλ+ p2 eγ sinhλ,

q̄1 = q1 coshλ− q2 e−γ sinhλ,
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p̄2 = p2 coshλ+ p1 e−γ sinhλ,

q̄2 = q2 coshλ− q1 eγ sinhλ,

或者

ᾱ = α coshλ+ (β sinh γ − β∗ cosh γ) sinhλ,

β̄ = β coshλ− (α sinh γ + α∗ cosh γ) sinhλ. (45)

因此, 只需计算单模热态的特征函数, 再通过上式
关系做参数替换即可得到单 -双模组合压缩热态
的特征函数. 利用单模热态的相干态表示 (24)式,
(26)式以及平移算符的正规乘积形式:

Da(α) = eαa
†

e−α∗a e−|α|2/2,

则单模热态 (14)式的特征函数可计算为

χc1(α) = tr(ρcDa(α)) = exp
{
− n

2
|α|2

}
, (46)

n = 2nc+1. 因此, 单 -双模组合压缩热态的特征函
数为

χ(α, β) = χc1(ᾱ)χc2(β̄)

= exp
{
− n

2
(|ᾱ|2 + |β̄|2)

}
. (47)

当nc = 0, γ = 0时, (47)式退化成

χ(α, β) = exp
[
− 1

2
(|α|2 + |β|2) cosh 2λ

+
1

2
(αβ + α∗β∗) sinh 2λ], (48)

此即通常双模压缩真空态的特征函数.

5.2 相干态隐形传输保真度

下面, 我们考虑利用单 -双模组合压缩热态作
为量子通道实现相干态的隐形传输的保真度. 对
于连续变量系统, 采用已有的传输方案 [21,22]. 在此
方案中, 输出态的特征函数χout(η)与被传输态的

特征函数χin(η)以及纠缠源的特征函数χE(α, β)

关系已被建立, 即χout(η) = χin(η)χE(η
∗, η). 基于

此, 量子隐形传输保真度可通过下式计算 [21]:

F =

∫ d2η

π
χin(η)χout(−η). (49)

利用 (45)式可得

χE(−η∗,−η) = exp{−nA|η|2}, (50)

其 中A = 2 cosh2 λ cosh2 γ − sinh 2λ cosh γ −
cosh 2γ. 因此, 将特征函数χin(η) = exp[−|η|2/2]
和 (50)式代入 (49)式积分可得

F =
1

1 + (2nc + 1)A
. (51)

当nc = 0, 即单 -双模组合压缩真空态情况, F = 1/

(1 + A); 而当 γ = 0 时, 即双模压缩热态情况,
F = 1/[1 + (2nc + 1) e−2λ)]; 当nc = γ = 0,
即双模压缩真空态情况, F = 1/[1 + e−2λ)] =

(1+ tanhλ)/2[12,23]. 由 (51)式可见, 由于热效应的
引入,隐形传输保真度随平均光子数的增加而减小.
要实现有效的量子隐形传输, 则要求F > 1/2,即

A <
1

2nc + 1
. (52)

那么, 当纠缠条件 (41)式得到满足时, 有效
的量子隐形传输的条件 (52)式是否也得以满
足呢? 为清楚地看到这一点, 图 4给出了曲线

Y 3 = (
√
m1m2 − m3)/A. 由图 4容易看出, 在小

压缩参数范围内, 当纠缠条件满足时, 有效的量子
隐形传输的条件也得以满足; 但在较大压缩参数范
围, 有√

m1m2 −m3 < A, 即, 当纠缠条件满足时,
有效的量子隐形传输的条件却不一定能满足; 当有
效的量子隐形传输的条件满足时, 纠缠条件必然满
足. 简单地说, 当单 -双模压缩态的纠缠条件满足
时, 有效的隐形传输的条件不一定能得到满足.

λ

γ

Y


0

0.5

1.0

0

0.5

1.0

1.5

2.0
0

0.5

1.0

图 4 纠缠条件与有效隐形传输条件的比较: Y 3 =

(
√
m1m2 −m3)/A随参数 λ, γ的变化曲线

下面, 比较由单 -双模压缩热态和通常的双
模压缩热态作为纠缠通道传输相干态的保真

度. 图 5给出了二者相应的保真度比率曲线, 即
R = [1+(2nc+1) e−2λ)]/[1+(2nc+1)A]. 由图 5可

知, 当压缩参数λ在小压缩范围内 (0 < λ < 0.5),
以及γ > 0时, 单 -双模组合压缩情况下的保真度
较通常的双模压缩情况要高; 尤其是当 γ值较大

时, 情况更为明显; 当压缩参数λ在大压缩范围内

(0.5 < λ < 1)时, 情况恰好相反. 为了严格确定以
上保真度比率大于1的区域, 即要求R > 1, 则有

1/[1 + (2nc + 1)A] > 1/[1 + (2nc + 1) e−2λ],
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亦即A < e−2λ. 由此可得R > 1 的条件为

0 < tanhλ <
1

1 + cosh γ
. (53)

有趣的是, (53)式恰好也是单 -双模组合压缩能出
现压缩增强效应的区域. 应该指出的是, 单 -双模组
合压缩态纠缠度随压缩参数λ, γ的增加而增大; 而
当将其作为量子隐形传输通道传输相干态时, 要获
得较通常双模压缩态更高的保真度, 必须满足一定
条件, 且此条件恰好就是单 -双模组合压缩态产生
压缩增强的区域.

γ γ

0

0.5

1.0
0

0.5

1.0

1.00

1.05

1.10

R

图 5 单 -双模压缩热态与通常的双模压缩热态作
为纠缠源实现相干态的隐形传输的保真度比率R =

[1 + (2nc + 1) e−2λ)]/[1 + (2nc + 1)A], R > 1 表示

单 -双模组合压缩态对应的保真度高

6 结 论

本文引入了一类新的量子态—–单 -双模组合
压热态, 讨论了它的纠缠性质及其在量子隐形传态
中的应用. 利用有序算符内的积分技术以及 Wign-
er算符的相干态表示, 我们解析推导了单 -双模组
合压缩热态的Wigner函数, 并利用Wigner函数的
矩阵表示与纠缠度之间的关系讨论了单 -双模组合
压缩热态的纠缠特性, 导出了单 -双模组合压缩热
态保持纠缠的条件 (41)式. 研究表明,单 -双模组合
压缩真空态表现出的纠缠性比一般的双模压缩真

空态要好, 可见单 -双模组合压缩操作有助于改善
量子态的纠缠; 当热场平均光子数不为零时, 则要
求压缩参数超过一定的阈值, 纠缠态才能展现出一
定的纠缠; 参数阈值随另一参数阈值增加而减少.
此外, 我们还讨论了单 -双模组合压缩热态作为纠
缠通道时, 解析推导出了传输相干态的隐形传输保
真度F (51) 式. 研究表明: 1)要实现有效的量子隐
形传输, 即F >1/2, 则要求条件A <

1

2nc + 1
得以

满足; 2) 在小压缩参数范围内, 当纠缠条件满足时,
有效的量子隐形传输的条件也得以满足; 但在较大

压缩参数范围,有√
m1m2−m3 < A,即,当纠缠条

件满足时, 有效的量子隐形传输的条件却不一定能
满足; 当有效的量子隐形传输的条件满足时, 纠缠
条件必然满足, 简单地说, 当单 -双模压缩态的纠缠
条件满足时, 有效的隐形传输的条件不一定能得到
满足; 3)通过比较单 -双模压缩热态和通常的双模
压缩热态作为纠缠通道传输相干态的保真度, 研究
发现, 当压缩参数λ在小压缩范围内 (0 < λ < 0.5),
以及γ > 0时, 单 -双模组合压缩情况下的保真度
较通常的双模压缩情况要高; 尤其是当γ值较大时,
情况更为明显; 该参数区域的严格条件恰好就是
单 -双模组合压缩能出现压缩增强效应的区域. 有
趣的是, 单 -双模组合压缩态纠缠度随压缩参数 λ,
γ的增加而增大; 而当将其作为量子隐形传输通道
传输相干态时, 要获得较通常双模压缩态更高的保
真度, 必须满足一定条件, 且此条件恰好就是单 -
双模组合压缩态产生压缩增强的区域. 可见, 我们
可以通过引入额外的参数来改善量子态的纠缠度

或作为纠缠源实现的量子隐形传输保真度,纠缠改
善的同时并不一定意味着保真度的改善.
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Entanglement of one- and two-mode combination
squeezed thermal states and its application in

quantum teleportation∗
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Abstract
In view of the fact that one- and two-mode combination squeezed vacuum states may exhibit stronger squeezing

in a certain range, we introduce one- and two-mode combination squeezed thermal states (OTCSTS) and investigate
the property of entanglement in detail. Using the remarkable property of Weyl ordering, i.e., the order-invariance of
Weyl ordered operator under similar transformations, we conveniently derive the analytical expression of entanglement
degree-logarithmic negativity, and then present the condition of keeping entanglement for these squeezed thermal states.
It is found that the OTCSTS possesses higher entanglement than the usual two-mode squeezed thermal states for any
non-zero squeezing parameter. As an application, the quantum teleportation for coherent state is considered by using
the OTCSTS as an entangled channel. It is shown that the teleportation fidelity can only be enhanced within a certain
range of parameters, which is just the same as the condition of exhibiting stronger squeezing in one quadrature. In
addition, the condition of realizing effective quantum teleportation (> 1/2) is obtained analytically.

Keywords: one- and two-mode combination squeezed thermal states, Wigner function, entanglement,
quantum teleportation
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