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在大气湍流斜程传输中拉盖高斯光束的

轨道角动量的研究∗
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大气湍流引起大气折射率随机变化, 导致空间不均匀性. 拉盖高斯光束在大气湍流中传输时, 空间不均
匀性会使光子波函数改变, 引起轨道角动量的变化. 本文讨论了拉盖尔高斯光束在大气斜程传输时, 湍流介
质改变光子轨道角动量而形成不同的光子态. 计算了螺旋谐波各分量所占光束总能量的权重, 分析了拉盖高
斯光束的轨道角动量的变化规律.

关键词: 拉盖高斯光束, 大气湍流, 天顶角, 轨道角动量
PACS: 03.67.Hk, 05.30.–d, 05.30.Ch DOI: 10.7498/aps.63.150301

1 引 言

拉盖高斯 (LG)光束 [1]是一种携带轨道角动量

(OAM)的涡旋光束. OAM可用于生物医学、粒子
操纵、自由空间光通信 [2−4]等方面. Terriza等提出
携带OAM的LG光束不仅可以对自旋角动量编码,
而且可以进行OAM编码, 用于量子通信 [5], 即光
束的OAM可以被看作信息的载体 [6−8]. 在理论上
OAM能构成无穷维希尔伯特空间, OAM编码可以
实现更高容量的通信 [9], 这为近年来的OAM编码
研究 [10−14]打下了基础.

大气湍流引起大气折射率随机变化, 导致空
间不均匀性, 使光子波函数改变. 2004年, Paterso
提出大气折射率波动影响大气扰动的传播光束的

复振幅, 在大气信道传播后光子的OAM的本征态,
不能保证在原来的本征态 [15]. Anguita等提出LG
光束的OAM的多信道的光通信模型, 大气湍流将
引起新的OAM, 而且随着湍流强度的增大, 串音将

增强 [16,17]. 大气湍流还会引起通信系统误码率的
增加与信道容量的降低 [18].

大气斜程传输中LG光束的OAM变化规律是
一项新的研究内容, 本文根据 2001年国际电信联
盟提出的随高度变化的 ITU-R大气结构常数模型,
讨论了大气斜程传输中LG光束受湍流介质干扰导
致OAM变化而形成不同的光子态, 由螺旋谱定义
计算了螺旋谐波各分量所占光束总能量的权重, 分
析了LG光束在湍流介质中OAM的变化规律和影
响因素. 携带OAM的LG光束在大气湍流的传输
过程中, OAM的变化会影响通信质量, 分析在大气
传输中OAM的变化规律及其影响因素,对以OAM
为信息载体的编码与通信的研究具有指导意义.

2 理论分析

LG光束的复振幅为

ump (r, θ, z) =
A

w(z)

(√
2r

w(z)

)|m|

L|m|
p

(
2r2

w(z)2

)
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× exp
(

−r2

w(z)2

)
exp(imθ), (1)

式中归一化因子A =
√
2p!/π(|m|+ p)!, m为LG

光束的OAM指数, p为径向指数, w(z)为LG光束
传输至 z处的光斑大小, r为径向距离, L|m|

p ( )为缔

合拉盖尔多项式. LG光束在大气湍流中传输, 在
Rytov 近似下, 光束复振幅可描述为

u(r, θ, z) = ump (r, θ, z) exp[ψ(r, θ, z)], (2)

式中ψ(r, θ, z)为大气湍流引入的复相位. 在大气湍
流中传输时, 光子OAM态为 |l⟩的探测概率 [19]

T (l) =

∫∫∫
⟨u∗(r, θ2, z)u(r, θ1, z)⟩

× exp(il(θ1 − θ2))√
2π

rdrdθ1dθ2. (3)

光子态的探测概率是在微观量子学的角度对光

子态的概率分布进行研究, 由 (3)式可以分析出光
子OAM态 |l ̸= m⟩的探测概率是非零的 (图 2 (d)
中做了定量计算), 说明了大气湍流引起的空间不
均匀性可能 (指在概率意义上)导致光子OAM的
变化.

本文从经典光学的角度分析LG光束经过大气
湍流时光束中OAM的成分, 由螺旋谱定义可计算
螺旋谐波各分量所占光束总能量的权重, 进而分析
LG光束在湍流介质中OAM的变化规律和影响因
素. 湍流介质中LG光束的复振幅u(r, θ, z)用螺旋

谐波函数 exp(ilθ)展开, 得到

u(r, θ, z) =
1√
2π

+∞∑
l=−∞

al(r, z) exp(ilθ),

式中

al(r, z) =
1√
2π

∫ 2π

0

u(r, θ, z) exp(−ilθ)dθ, (4)

l表示螺旋谐波的OAM指数. 光束的能量为

U = 2ε0

∞∑
−∞

Cl,

式中

Cl =

∫ ∞

0
|al(r, z)|2rdr,

ε0 为真空介电常数. 采用Kolmogorov功率谱描述
大气湍流对LG光束的OAM的影响, Kolmogorov
功率谱假定内尺度 l0 = 0和外尺度L0 = ∞, 忽略
了内外尺度的效应. 利用Rytov相位结构函数的二
次近似, 有关系式:

⟨exp[ψ(r1, z) + ψ∗(r2, z)]⟩

= exp
[
−1

2
DΨ (r1 − r2)

]

= exp
[
−r21 + r22 − 2|r1||r2| cos(θ1 − θ2)

r20

]
, (5)

式中DΨ为相位结构函数,

r0 =

(
1.46k2

∫ L

0

C2
n(z)

(
1− z

L

)5/3
dz
)−3/5

是斜程路径上湍流介质中球面波的相干长度,
C2

n(z)为大气斜程路径上的折射率结构常数, 本
文采用 2001年国际电信联盟提出的随高度变化的
ITU-R大气结构常数模型 [20], 即

C2
n(z cosα)

= 8.148× 10−56v2(z cosα)10 exp(−z cosα/1000)

+ 2.7× 10−16 exp(−z cosα/1500)

+ C2
n(0) exp(−z cosα/100), (6)

式中 v = 2.1 m/s是根均方风速, C2
n(0)是近地面折

射率结构常数, α是天顶角. 积分公式∫ 2π

0
exp[−inθ1 + η cos(θ1 − θ2)]dθ1

= 2π exp(−inθ2)In(η), (7)

式中 In(η)为修正的n阶贝塞尔函数.
由 (1), (2), (4), (5), (7)式可得在大气湍流中,

OAM 指数为 l的螺旋谐波的Cl为

Cl =

∫ R

0
|al(r, z)|2rdr

=
2πA2

w2(z)

∫ R

0

(√
2r

w(z)

)2|m| [
L|m|
p

(
2r2

w(z)2

)]2
× exp

(
−2r2

w(z)2
− 2r2

r20

)
× Il−m

(
2r2

r20

)
rdr, (8)

式中, R为光束的接收孔径. 螺旋谱为P =

Cl

/∑
Cl, 它表示光束展为不同OAM的各螺旋

谐波的能量占光束总能量的权重.
在大气湍流近地面折射率结构常数C2

n(0) =

8.1 × 10−15 m−2/3, 光波波长λ = 632 nm, 入射
光束腰光斑大小w0 = 1 cm, 接收孔径R = 3 cm,
天顶角α = π/3, 传输距离 z = 4000 m, 入射光
的OAM指数m = 4和径向指数 p = 0的条件下,
图 1横坐标表示光束经过大气湍流后每份螺旋谐

波的OAM指数 l, 纵坐标表示螺旋谐波分量所占能
量的权重P , 入射光的OAM指数m = 4, 弥散后光
束的 OAM 成分主要分布在OAM指数为 l = 2, 3,
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图 1 LG光束经大气斜程传输时螺旋谱分布

4, 5, 6的螺旋谐波分量. 入射光经过大气湍流,
OAM发生了弥散, 并且以光束原来OAM为中心
向两侧扩散的分量相等, 可以通过螺旋谱定义公式
来推导这个结论:

Cm+n∆l

=
2πA2

w2(z)

∫ R

0

(√
2r

w(z)

)2|m| [
L|m|
p

(
2r2

w(z)2

)]2
× exp

(
−2r2

w(z)2
− 2r2

r20

)
In∆l

(
2r2

r20

)
rdr, (9)

Cm−n∆l

=
2πA2

w2(z)

∫ R

0

(√
2r

w(z)

)2|m| [
L|m|
p

(
2r2

w(z)2

)]2
× exp

(
−2r2

w(z)2
− 2r2

r20

)
In∆l

(
2r2

r20

)
rdr, (10)

n取正整数, ∆l = 1, m + n∆l与m − n∆l表示

分布在OAM指数为 l = m的螺旋谐波分量的两

侧的螺旋谐波分量的OAM指数. 对比Cm+n∆l和

Cm−n∆l发现只有In∆l

(
2r2

r20

)
和 I−n∆l

(
2r2

r20

)
不

同, In∆l

(
2r2

r20

)
和 I−n∆l

(
2r2

r20

)
分别是n∆l阶第

一类修正贝塞尔函数和−n∆l阶第一类修正贝塞
尔函数.

Iα(x) = i−αJα(ix),

J−α(x) = (−1)αJα(x), (11)

式中Jα(x)是第一类贝塞尔函数. 由 (8), (11)式
可得

I−α(x) = iαJ−α(ix)

= (−1)αiαJ−α(ix)

= (−1)αi2αIα(x) = Iα(x). (12)

推出 In∆l

(
2r2

r20

)
= I−n∆l

(
2r2

r20

)
, 所以

Cm+n∆l = Cm−n∆l. (13)

3 数值分析

由 (6)式得: 近地面折射率结构常数C2
n(0)的

增大会导致大气斜程路径上的折射率结构常数

C2
n(z)增大, 意味着大气湍流的强度增加, LG光束

OAM发散增强.
假定将光束传输的斜程路径分为距离相等的

N段, 每个小段上的折射率结构常数C2
n(z)不同,

但均有C2
n(z) > 0, 在每个小段上光束均受大气湍

流的影响造成光束OAM的发散. 传输距离 z的增

加, 则小段路径的数量N会增大, 造成光束OAM
的发散效果累积增大. 下面通过具体的数值分析.

图 2中取光波波长λ = 632 nm, 光斑大小
w0 = 1 cm, 接收孔径R = 3 cm, 天顶角α = π/3,
传输距离 z为 0至 4000 m, 入射光的OAM指数
m = 4. 图 2 (a)中三条曲线分别表示 l = m,
l = m + 1, l = m + 2的螺旋谱分量, m为入射
光的OAM指数, 已证明Cm+n∆l = Cm−n∆l, 所以
只需表示 l = m+1, l = m+2的螺旋谱分量, 即知
l = m − 1, l = m − 2的螺旋谱分量. 随着传输距
离 z的增加, l = m的螺旋谱分量减小, l = m + 1,
l = m+2的螺旋谱分量增加, 可知大气湍流传输中
光束的OAM发散随着传输距离的增加而增强. 由
图 2 (a), (b), (c)的对比中可以看出近地面折射率
结构常数C2

n(0)越大, OAM发散的越强烈.
图 2 (d)根据 (3)式所得, 可以直观的看出光子

OAM态 |l = m⟩的探测概率是最大的, 随着C2
n(0)

增强, 光子OAM态 |l = m± 1⟩和 |l = m± 2⟩的探
测概率增加, 定量的说明了LG模式光子受湍流介
质干扰, 在一定的概率下会形成不同的光子态.

分析光波波长λ随传输距离 z变化对螺旋谱

的影响, 图 3中w0 = 1 cm, R = 3 cm, C2
n(0) =

8.1 × 10−15 m−2/3, α = π/3, 传输距离 z为 0至
4000 m, m = 3. 由图 3看出光波波长对螺旋谱的

影响很明显, 光波波长越短, OAM发散的越强烈,
光波波长越长, 在大气湍流中携带的OAM信息越
稳定. 利用光束的OAM信息进行大气通信时, 为
了减小OAM弥散的程度, 应当选取波长较长的入
射光.
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图 2 (a), (b), (c)在不同近地面折射率结构常数下螺旋谱分量随传输距离的分布 (a) C2
n(0) = 6.0 × 10−17

m−2/3; (b) C2
n(0) = 8.1× 10−15 m−2/3; (c) C2

n(0) = 1.7× 10−14 m−2/3; (d)在传输距离 z = 4000 m时, 光
子OAM态的探测概率
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图 3 在不同的入射光波长下螺旋谱分量随传输距离的分布 (a) λ = 351 nm; (b) λ = 632 nm; (c) λ = 1068 nm
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图 4 在不同的接收孔径下螺旋谱分量随传输距离的分布

(a) R = 2 cm; (b) R = 3 cm; (c) R = 4 cm
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图 5 在不同的天顶角下螺旋谱分量随传输距离的分布

(a) α = π/4; (b) α = π/3; (c) α = π/2

分析接收孔径R随传输距离 z变化对螺旋

谱的影响, 图 4中λ = 632 nm, w0 = 1 cm,
C2

n(0) = 8.1 × 10−15 m−2/3, α = π/3, 传输距
离 z为0至4000 m, m = 5. 由图 4看出随着接收孔

径R的增加, OAM发散增强. 相位结构函数理论
值为Dr(r) = 6.88(r/r0)

5/3, r0为Fried参数, 光束
的相位受光束半径和Fried参数的比值的影响, 接
收孔径R的增加会导致光束半径和Fried参数的比
值增加, 引起相位波动增加, 光束受到湍流干扰增
大, OAM发散增强.

分析天顶角α和传输距离 z对螺旋谱的影

响, 图 5中λ = 632 nm, w0 = 1 cm, R = 3 cm,
C2

n(0) = 8.1×10−15 m−2/3,传输距离 z为0至4000

m, m = 3. 比较图 5 (a), (b), (c),天顶角在0到π/2
的范围内取值越大, OAM发散的越强烈. 这是因为
天顶角越大, 大气信道越偏向水平地面, 由 ITU-R
大气结构常数模型可知: 大气折射率结构常数随高
度变化, 高度越低大气折射率结构常数越大.

分析入射光OAM指数m和传输距离 z对螺旋

谱的影响, 图 6中λ = 632 nm, w0 = 1 cm, R = 3

cm, C2
n(0) = 8.1 × 10−15 m−2/3, 传输距离 z为 0

至 4000 m, α = π/3. 从图 6中看出随着入射光

OAM指数增大, OAM发散变强烈. 由图中曲线看
出在m = 3至m = 10这个范围间OAM发散的程
度差别比较明显, 在m = 10至m = 20这个范围间

OAM发散的程度差别很小, 说明入射光OAM指
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数增大到一定程度, 大气湍流对其OAM的影响趋
向稳定.
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图 6 在不同的入射光OAM指数下螺旋谱分量随传输距
离的分布 (a) m = 3; (b) m = 10; (c) m = 20
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图 7 在不同的光斑大小下螺旋谱分量的分布

分析在大气湍流中入射光束腰光斑大小w0

对螺旋谱的影响, 图 7中λ = 632 nm, R = 3 cm,
C2

n(0) = 8.1 × 10−15 m−2/3, 传输距离 z = 4000

m, α = π/3, m = 4. 在入射光的束腰光斑大小为
w0 = 1 cm, w0 = 3 cm, w0 = 5 cm的三种情况下,
三种螺旋谱分量大小近似, 说明光斑大小w0对螺

旋谱的影响非常小.

4 结 论

研究了LG光束经大气斜程传输 (天顶角在 0
到π/2范围内)的情况, 光束受湍流干扰, OAM会
发生弥散, 而且以入射光的OAM为中心向两侧扩
散的分量相等. 分析了光束OAM在湍流中的影
响因素, 得到以下规律: 1)近地面折射率结构常
数越大, OAM发散的越强烈. 2)光波波长越短,
OAM发散的越强烈. 3)接收孔径R越大, OAM发
散越强. 4)天顶角在 0到π/2的范围内取值越大,
OAM发散的越强烈. 5)随着入射光OAM指数增
大, OAM发散变强烈, 但入射光OAM指数增大到
一定程度, 大气湍流对其OAM的影响趋向稳定.
6)束腰光斑大小w0对光束OAM影响很小. 7)传
输距离越大, OAM发散越强.
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Study on orbital angular momentum of
Laguerre-Gaussian beam in a slant-path atmospheric

turbulence∗
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Abstract
Atmospheric turbulence can cause random variations of the refractive index, resulting in a spatial inhomogeneity.

When a Laguerre-Gaussian beam is propagating through the atmospheric turbulence, spatial inhomogeneity can bring
about the change of photon wave function that causes variations in the orbital angular momentum. This article discusses
how turbulence media change the orbital angular momentum of photons as to form different photon states, when the
Laguerre-Gaussian beam is propagating in a slant-path atmospheric turbulence, by calculating the weight of the spiral
harmonic component of the beam energy. Analysis of the variations of orbital angular momentum of Laguerre-Gaussian
beam in the turbulent medium has been carried out.
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