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系统非对称性及记忆性对布朗马达

输运行为的影响∗
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在对分数阶布朗马达输运现象研究的基础上, 引入了描述系统势场对称性的参数 (简称对称性参数), 并
详细分析了该参数及记忆性参数 (分数阶阶数)对粒子输运状态的影响. 仿真结果表明, 分数阶阶数和对称性
参数的共同作用会使得布朗粒子形成定向输运反向流, 反向后达到最大平均流速所对应的阶数与外加驱动力
频率无关联, 但会随对称性参数的增加而单调递增.
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1 引 言

关于布朗马达 [1]问题的研究, 最初是源于热
力学中有关第二类永动机问题的争论, 以及希望
对一些复杂的输运机理给出合理解释. 1912年,
Smoluchowski[2]对所提出的假想实验进行了专门
讨论. 随后, Feynman等 [3]对此进行了推广并引入

了教科书. 近年来, 随着分子操纵技术的发展, 布
朗马达的定向输运问题受到物理学、生物学等不同

领域的密切关注 [4−6]. 1994年, Astumian和Bier[7]

发现涨落势、涨落力两种情况下的布朗粒子均能产

生定向输运行为. 随后, Reimann[8]详细总结了在

具有空间周期性及非对称性系统中噪声诱导的定

向输运现象. 2010年, Ai等 [9]发现分数阶噪声频

谱成分的不同会影响布朗马达的输运方向. 2013
年, Yang和Ripoll[10]建立了粒子在非均匀悬浮液

中的输运模型, 并对其进行了系统的理论分析. 同
年, Simon等 [11]研究了一维、二维情况下过阻尼布

朗粒子在随机复杂势场下的输运及扩散行为, 发现
在特殊的势场作用下粒子输运可以同时具有欠扩

散和超扩散. 但是, 目前关于布朗马达输运现象的
研究成果大多仍局限于整数阶动力系统 [1−12].

越来越多的研究表明, 粒子在黏性介质中的
运动具有 “记忆性”[13], 即当前时刻的运动状态与
之前时刻有关, 若用传统微积分刻画该过程, 其局
限性一览无余.近年迅速发展起来的分数阶随机微
分方程理论却为解决该问题提供了崭新的数学工

具 [14,15]. 2012年, Goychuk和Kharchenko[16]研究

了分数阶布朗马达输运速度随噪声强度变化产生

的随机共振行为, 发现随噪声强度的增加, 粒子
输运速度出现先增加后减小的现象. 同年, Ernst
等 [17]对拥挤流体中的分数阶布朗运动进行了研

究. 2013年, 文献 [18]研究了链状耦合分数阶布朗
马达在非对称势场力作用下的输运行为, 发现平均
输运流速会随耦合强度的变化出现广义共振. 可
是, 这些研究均未考虑势场对称性与系统记忆性联
合作用对粒子输运速度的影响.
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本文应用分数阶朗之万方程研究粒子在黏性

介质中的定向输运行为, 引入描述系统势场对称性
的参数 (简称对称性参数), 系统地研究了外加驱
动力频率不同的情况下该参数和分数阶阶数共同

作用所产生的复杂输运现象, 详细讨论了分数阶阶
数、对称性参数分别对布朗粒子平均流速的影响.

2 分数阶过阻尼布朗马达模型

2.1 分数阶朗之万方程

在非黏性均匀介质中运动的布朗粒子受到的

阻尼力只与粒子当前时刻的速度有关. 而在黏性介
质中, 粒子受到的阻尼力通常具有记忆性, 即作用
在粒子上的阻尼力不仅依赖于当前时刻的速度, 还
与过去时刻的速度有关, 并以加权的方式表现为阻
尼核函数γ(t)[19,20], 此时可以得到下列广义朗之万
方程:

mẍ+

∫ t

0

γ(t− τ)ẋ(τ)dτ

= F (x, t) +
√
2Dξ(t), (1)

其中, m为粒子质量; F (x, t)为外力; D为噪

声强度; ξ(t)满足涨落耗散定理, ⟨ξ(t)⟩ = 0,
⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = γ(t− t′).

然而在很多物理和生化环境中, 黏性介质对速
度通常具有幂律记忆性: 距当前时刻越近, 记忆性
越强; 距当前时刻越远, 记忆性越差. 描述这种退
色记忆性的阻尼核函数γ(t)为 [21]

γ(t) =
γ0

Γ(1− α)
|t|−α (0 < α < 1), (2)

其中Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1 e−tdt. 为了方便, 通常设
γ0 = 1.

图 1给出了分数阶阻尼核函数γ(t)与 t的关系.
从图 1可以看出, γ(t)随着时间 t的增加按 t的幂次

逐渐衰减, α越大 γ(t)衰减越快, α越小 γ(t)衰减

越慢.
将 (2)式代入 (1)式得到

mẍ+
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−αẋ(τ)dτ

= F (x, t) +
√
2Dξ(t) (0 < α < 1). (3)

根据Caputo分数阶微积分的定义 [22,23], (3)式可
以写为

mẍ+ C
0 D

α
t x(t)

= F (x, t) +
√
2Dξ(t) (0 < α < 1). (4)

称 (4)式为分数阶朗之万方程.
在大尺度的动力学研究中, 我们通常忽略噪声

等随机因素的影响, 例如牛顿力学. 但在粒子层面
的研究中, 却发现随机噪声总是必然存在的, 而且
对粒子的运动状态有显著影响. 朗之万认为, 布朗
马达在介质中的输运主要依靠以下两种类型的力:
一类是为系统提供能量的随机力 (即涨落); 另一类
是在系统中耗散能量的阻尼力 (即耗散). 根据噪声
的来源, 又可以将噪声分为内部噪声及外部噪声,
内部噪声满足涨落耗散定理, 而外部噪声是由外部
输入或由外部参数控制的无规则涨落, 可以是各种
形式的随机干扰, 不满足涨落耗散定理. 在真实的
系统中, 外部噪声和内部噪声总是同时存在, 但本
文主要研究阶数α及系统对称性参数∆对粒子输

运状态的影响, 因此, 主要考虑可控的外部噪声, 并
将其建模为高斯白噪声形式.
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图 1 分数阶阻尼核函数 γ(t)

2.2 分数阶过阻尼布朗马达模型

由于布朗马达的质量很小, 因此可以得到过阻
尼分数阶朗之万方程

C
0 D

α
t x(t) = F (x, t) +

√
2Dξ(t) (0 < α < 1). (5)

通常在研究布朗粒子的输运状态时, F (x, t)主要包

括非对称的周期势场力−V ′(x)及外加驱动力 y(t).
在本文中选用周期 l = 1的棘轮势, 形式为 [24]

V (x) = −1

2
sin(2πx)− ∆

8
sin(4πx), (6)

其中∆为对称性参数. ∆反映了棘轮势的对称性

(图 2 ), 特别是当∆ = 0 时, V (x)为对称势. 在整
数阶情况下, 当∆ > 0时 (即L1 < L2), 粒子更容易
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向正向运动, 具有正的定向输运流; 当∆ < 0时 (即
L1 > L2), 粒子具有负的定向输运流.
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图 2 对称性参数∆不同情况下的棘轮势 V (x)

对外加驱动力 y(t), 要求满足 ⟨y(t)⟩ = 0, 即外
力无偏置. 这里主要考虑 y(t)为对称的周期力

y(t) = A sin(ωt), (7)

其中, A为周期力幅度, ω为周期力角频率.

3 数值模拟与分析

为了研究布朗马达的轨道性质, 本文采用分数
阶差分法来求解方程 (5), 其数值计算公式如下 [22]:

x(tj) = (∆t)α
[
− dV (x)

dx + y(tj) +
√
2Dξ(tj−1)

]

−
j−1∑
i=1

(−1)i

α

i

x(tj−1), (8)

其中, ∆t为采样步长,

∆t = 0.005 s; tj = (j − 1)∆t, j = 1, 2, · · · , n;α

i

 =
Γ(α+ 1)

Γ(α− i+ 1)i!
, i = 1, 2, · · · , j − 1.

我们主要关注布朗粒子输运状态, 为此选用布
朗粒子的平均流速来描述粒子的运动 [25],

v =

⟨
lim
t→∞

x(t)− x(t0)

t− t0

⟩
, (9)

其中, t和 t0分别为终止时刻和起始时刻, ⟨·⟩表示

求平均. 在模拟实验中,我们用 1

N

N∑
i=1

x(T )− x(t0)

T − t0

代替平均流速 v, 其中, N为仿真次数, T为仿真总
时间.

在仿真过程中, 若仿真时间T选取过短, 就有
可能导致输运速度不稳定; 若仿真时间T选取过

长, 就会花费不必要的时间. 设α = 1, ω = 1,
D = 0.5, 仿真得到布朗粒子平均流速 v与仿真时

间T的关系, 结果如图 3所示. 对于布朗粒子在非
对称势中的输运行为, 仿真时间T选取 150 s是恰
当的.
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图 3 平均流速 v与仿真时间 T 的关系

3.1 分数阶过阻尼布朗马达的输运机理

一方面, 布朗粒子在 t时刻受到的阻尼力大小

为
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t−τ)−αẋ(τ)dτ ,即 t时刻的阻尼力

是 [0, t]时段内的速度关于阻尼核γ(t)的加权平均.
当阶数α → 1时, 即系统的记忆性变差, 核函数
γ(t)的衰减加快, 这意味着历史速度对当前阻尼力
贡献减少. 当阶数α降低时, 即系统的记忆性增强,
历史速度对当前阻尼力贡献增强.

在势场力固定的情况下, 当驱动力频率较小
时, 布朗粒子受到一个固定方向驱动力的持续时间
较长, 粒子在一段时间内具有相同运动方向的可能
性较大. 而当前时刻粒子受到的分数阶阻尼力是之
前各时刻速度的加权, 运动方向的一致使得加权后
的阻尼力阻碍了粒子的定向输运, 粒子输运平均流
速减小, 甚至当这种记忆性增强到某一程度时, 促
使粒子反向越过势垒, 形成定向输运反向流.

当驱动力频率达到一定大小后, 由于外加驱动
力正负变化较快, 粒子运动速度方向变化的频率也
较快. 当系统记忆性达到某一程度时, 该段时间内
不同方向速度产生的当前阻尼力相互抵消, 促进了
布朗粒子的正向输运过程.

另一方面, 在过阻尼情况下, 阻尼力还可以表
示为F (x, t)+

√
2Dξ(t) (即 (5)式右端),其中F (x, t)

是与系统对称性参数∆密切相关的. 因此, 阻尼力
不仅与系统阶数α、外加驱动力频率ω有关, 还与对
称性参数∆有关.
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综上所述, 系统对称性参数∆和系统阶数α均

会影响粒子的输运状态, 两者间的相互作用将会形
成粒子的复杂输运行为.

3.2 系统阶数、对称性参数及外加驱动力频

率对粒子平均流速的影响

本文仿真均固定外加周期驱动力幅度A = 5、

噪声强度D = 0.5.
首先固定对称性参数∆ = 1, 在系统阶数α不

同的情况下, 图 4给出了布朗粒子平均流速 v与外

加驱动力频率ω的关系. 从图 4可以看出, 当驱动
力频率较小时, 系统的记忆性阻碍了粒子的定向运
动,即随阶数的增加,粒子的平均流速随之减小. 从
图 4还可以看出, 当外加驱动力频率ω = 10时, 在
分数阶情况下布朗粒子具有更大的输运平均流速,
这与上述分析一致. 为了研究典型的外加驱动力频
率ω下不同对称性参数∆对输运速度 v的影响, 主
要选取较小频率 (ω = 1)与较大频率 (ω = 10)的情
况进行对比.
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图 4 平均流速 v与外加驱动力频率ω的关系

在外加驱动力频率ω = 1, 10的情况下, 图 5给

出了布朗粒子平均流速 v与对称性参数∆及系统

阶数α的关系. 从图 5可以明显地看出, 平均流速 v

关于∆ = 0 平面反对称, 这与整数阶情况相同, 但
在分数阶情况下, 当∆ > 0时, 出现了负向流; 当
∆ < 0 时, 出现了正向流.

选取图 5中不同阶数情况下平均流速 v与对称

性参数∆的关系曲线示于图 6 .
因为平均流速 v关于∆ = 0平面是反对称的,

因此下面的研究只讨论∆ > 0的情况. 当外加驱动
力频率较小 (ω = 1) 时, 在阶数α = 1, 0.8, 0.7的
情况下, 布朗粒子平均流速出现了正向上的共振曲

线, 即在某一优化对称性参数∆下系统存在正向极

大平均流速. 同时,随着阶数的降低 (即系统记忆性
增强), 粒子运动的阻尼力增加, 致使不同阶数所对
应的 v(∆)曲线 (平均流速关于对称性参数的曲线)
正向最大值减小, 甚至在阶数达到 0.5时产生了定
向输运反向流, 即出现了反向上的共振曲线. 当阶
数降低到 0.3的情况下, 布朗粒子的定向输运现象
消失, 因此α在0.3与0.5之间存在使得输运速度反
向最大的最优阶数. 下面将详细研究该最优阶数与
系统对称性参数的关系.
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图 5 外加驱动力频率 ω不同的情况下, 平均流速
v与对称性参数∆及系统阶数 α的关系 (a) ω = 1;
(b) ω = 10

在外加驱动力频率较大 (ω = 10)时, 阶数
α = 1, 0.8, 0.7的情况下, 出现了小频率驱动力
时一样的现象—–正向上的共振曲线. 但是, 与小
频率情况不同的是, 达到正向最大平均流速所对应
的对称性参数∆随着阶数的降低而增加, 阶数为
0.8时所对应的最大值明显大于整数阶情况, 说明
当驱动力频率ω = 10时, 系统记忆性 (α = 0.8) 与
系统对称性 (∆ = 1)共同作用促使布朗粒子产生
极大输运平均流速. 当 0 < ∆ < 0.5时, 系统记忆
性阻碍了粒子的定向输运, 而当∆ > 0.5时, 适当
的记忆性可以促进布朗粒子定向输运, 这是外加驱
动力频率较低时没有发生的. 因此, 系统记忆性对
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粒子输运行为是促进还是阻碍, 不仅依赖于外加驱
动力频率, 还与对称性参数的选取密切相关.
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图 6 外加驱动力频率ω不同的情况下, 平均流速 v与对

称性参数∆的关系 (a) ω = 1; (b) ω = 10

在外加驱动力频率ω不同的情况下, 图 7给出

了平均流速 v与系统阶数α的关系. 在外加驱动
力频率较小 (ω = 1)的情况下, 当α → α0 (α0为

v = 0时所对应的系统阶数, 见图 7 (a))时, 系统的
记忆性增强导致粒子运动的阻尼力增强, 平均流速
v减小并趋于 0; 随着阶数α继续减小, 出现定向输
运反向流, 并在负方向上出现一个共振峰值. 在外
加驱动力频率较大 (ω = 10)的情况下, 当∆ = 0.5,
1时, 随阶数的降低, 平均流速出现了正向共振曲
线; 而当∆ = 2.6时, 平均流速出现了反向共振曲
线, 说明当对称性参数较大时, 分数阶阻尼力使得
粒子输运反向.

选取外加驱动力频率ω = 10, 图 8给出了对

称性参数∆分别为 1和 2.6时布朗粒子平均位移x

时间 t的演化. 从图 8可以明显地看出: 当∆ = 1,
布朗粒子在阶数α = 0.85时有正向最大流速; 当
∆ = 2.6, 布朗粒子在阶数α = 0.55时有负向最大

流速.
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图 8 对称性参数∆不同的情况下, 粒子平均位移 x随时

间 t的演化 (a) ∆ = 1; (b) ∆ = 2.6
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图 9给出了对称性参数∆不同的情况下布朗

粒子平均流速 v与系统阶数α 的关系. 从图 9可以

看出: 随着阶数α的递减, 粒子平均流速反向时 (即
v(α)曲线从正值变为负值时) 所对应的阶数及负向
共振时所对应的阶数只与对称性参数∆有关, 与外
加驱动力频率ω是无关联的, 而ω只以确定的方式

影响曲线的形状. 当∆ = 1时, 若外加驱动力频率
ω < 5, v(α)随着α的降低而单调递减并最终反向,
出现负向共振; 若外加驱动力频率ω > 10, v(α)随
着α的降低先出现正向共振, 再出现负向共振. 当
∆ = 2.6时, 若外加驱动力频率ω < 2, v(α)随着

α的降低而单调递减并最终反向, 出现负向共振;
若外加驱动力频率ω = 5, v(α)随着α的降低先出

现正向共振, 再出现负向共振; 若外加驱动力频率
ω > 10时, v(α)随着α的降低只出现负向共振.
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图 9 对称性参数∆不同的情况下, 平均流速 v与系统阶

数α的关系 (a) ∆ = 1; (b) ∆ = 2.6

在外加周期力频率不同条件下, 反向后最大平
均流速 v和反向后最大平均流速所对应阶数α与对

称性参数∆的关系分别如图 10和图 11所示. 由此
可以发现随着对称性参数∆的增加, 反向后最大平
均流速 v的绝对值增大, 并且所对应的阶数α随对

称性参数∆的变化单调增加. 图 11中不同频率所

对应的曲线几乎重叠, 即负向共振时所对应的阶数
与外加驱动力频率ω是无关联的. 这与上述分析
一致.
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图 10 反向后最大平均流速 v与对称性参数∆的关系
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图 11 反向后最大平均流速所对应的阶数α与对称性参

数∆的关系

4 结 论

本文主要研究了在阶数、对称性参数及其他参

数共同作用下布朗粒子产生的复杂输运现象. 研究
表明, 无论是整数阶情况还是分数阶情况, 布朗粒
子平均流速均关于∆ = 0反对称. 在固定外加周期
力幅度及噪声强度的情况下, 通过对对称性参数 -
平均流速 v(∆) 曲线的研究, 发现在小频率的外加
驱动力作用下, 随着阶数降低, 该曲线所对应的正
向最大流速下降, 而在较高频率的外加驱动力作用
下, 适当的阶数更有利于粒子的输运, 并且不同阶
数情况下达到正向最大平均流速所对应的对称性

参数是不同的. 针对不同的外加驱动力频率, 对反
向后最大平均流速所对应阶数与对称性参数的关

系进行了研究, 发现布朗粒子形成定向输运反向流
的条件只与阶数及对称性参数有关, 反向后最大平
均流速所对应的阶数随对称性参数的增加而单调
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递增. 此时, 外加驱动力频率只以确定的方式影响
阶数 -平均流速 v(α)曲线的形状. 在小频率的外部
周期性驱动下, 记忆性阻碍粒子的输运行为, 平均
流速随阶数的下降而下降, 达到一定值后反向, 并
在负向上形成共振峰; 而在较高频率的外加驱动力
作用下, 可以使得v(α)曲线产生正向共振然后再负

向共振, 或者只有负向共振. 对称性参数和记忆性
参数的相互作用使得布朗粒子具有了更为丰富的

输运行为.
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Abstract
Based on the research on transport phenomenon of fractional Brownian motor, a systematic parameter (i.e. sym-

metry parameter) which describes the asymmetry of the periodic potential field is introduced, and the influences of the
symmetry parameter and the memory parameter (i.e. the fractional order) on the transport behavior are also investigat-
ed. The numerical results show that the combined effect of fractional order and symmetry parameter can result in the
reverse flow of Brownian particle’s transport, and the fractional order corresponding to the maximal averaged velocity
is irrelevant to the frequency of the external periodic force, but it will still increase monotonically as the symmetry
parameter increases.
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