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空时非对称分数阶类Langevin棘齿∗
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研究了空时非对称分数阶类Langevin分子马达棘齿模型, 其中势函数是空间对称破缺的周期势, 时间非
对称类Langevin噪声由Logistic映射生成, 而分数阶则刻画了分子马达工作环境的非理想程度. 通过将模型
转化为离散映射, 即研究其整时间点情形, 数值模拟了噪声的时间非对称性、势函数的空间非对称性以及分数
阶对模型定向输运行为的影响. 数值模拟结果表明: 噪声的时间非对称性是定向流产生的根源, 而势函数的
空间非对称性能够与其进行竞争与协作, 并在适当的参数条件下导致定向流的逆转; 分数阶仅影响定向流的
大小而不改变其方向. 与经典的整数阶分子马达模型或时间非对称分数阶分子马达棘齿模型相比, 该模型可
以更为真实地描述分子马达的噪声整流工作机理.
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1 引 言

随着新生物学时代的到来 [1], 人们发现生物
细胞内部环境具有极端拥挤和异质性等非理想

性 [2]. 这从根本上颠覆了经典的整数阶分子马达模
型 [3−6]的生物学基础—–理想稀溶液假设 [7]. 环境
的非理想性深刻影响着细胞内部包括分子马达在

内的所有生化反应过程. 显然, 此时以理想性假设
为基础的整数阶分子马达模型已不适用. 因此, 为
了真实地描述分子马达的噪声整流工作机理, 需要
以这种非理想性为基础的新的分子马达模型.

另一方面, 作为整数阶微积分的自然推广, 分
数阶微积分适宜刻画黏弹性介质中的耗散物理过

程的长时间、长距离记忆效应 [8], 因此各种分数阶
棘齿模型 [9−11]的出现是很自然的, 相关讨论可参
见文献 [12]及其中所列参考文献. 本文以分数阶
刻画细胞内部环境的非理想程度, 以Logistic映射
生成的时间非对称类Langevin噪声刻画环境噪声,
建立了一类新的空时非对称分数阶类Langevin分

子马达棘齿模型. 然后, 通过将模型转化为离散映
射, 即研究其整时间点情形, 数值模拟了噪声的时
间非对称性、势函数的空间非对称性以及分数阶对

模型定向输运的影响. 数值模拟结果表明: 噪声的
时间非对称性是定向流产生的根源, 而势函数的空
间非对称性将与时间非对称性进行竞争与协作, 定
向流的方向由两者间竞争或协作的结果所决定, 且
在适当的参数条件下定向流将出现逆转; 此外, 分
数阶仅影响定向流的大小而不改变其方向. 与经典
的整数阶分子马达模型或时间非对称分数阶分子

马达棘齿模型相比, 该模型能够很好地描述分子马
达在其轨道上的实际工作状态, 从而可以更为真实
地描述分子马达的噪声整流工作机理.

2 空时分数阶类Langevin棘齿模型

如果将细胞内部环境假定为分数阶牛顿黏弹

性体, 并以分数阶刻画环境的非理想程度 [13], 则对
于单位质量的一维线动分子马达受场V (x, t)及类
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Langevin噪声Lτ (t)共同作用的定向输运, 马达质
心位置x(t)的时间演化可由如下的 0 < α 6 1阶

Caputo时间分数阶方程描述:

γDα
∗ x(t) +

∂V (x, t)

∂x
= Lτ (t), (1a)

Lτ (t) = sτ1/2
∞∑
j=0

yjδ(t/j − τ). (1b)

马达初始位置x(t = 0) = x0. 这里, γ为阻尼系数,
γ ≫ 1; Dα

∗ 为α阶时间Caputo微分算子 [14],

Dα
∗ (x(t)) :=

1

Γ(m− α)

×
∫ t

0

x(m)(t′)dt′
(t− t′)α+1−m

(m− 1 < α < m),

dm

dtmx(t) (α = m).

(2)

特别地, 当m = 1, 即0 < α 6 1时,

Dα
∗ (x(t))

:=


1

Γ(1− α)

∫ t

0

ẋ(t′)

(t− t′)α
dt′ (0 < α < 1),

ẋ(t) (α = 1).

(3)

类Langevin噪声Lτ (t)由Logistic映射生成, 其不
变密度ρ(x)可表示为 [15]

ρ(x) =


1

π
√
1− x2

(|x| 6 1),

0 (|x| > 1).

混沌序列{yj}∞j=0满足

⟨yj⟩ = 0,

⟨yiyj⟩ =
1

2
δij ,

⟨yn1yn2yn3⟩

=− 1

8

∑
P (i1,i2,i3)

δ(ni1 , ni2)δ(ni1 + 1, ni3).

这里, δij为Kronecker delta函数, ΣP (i1,i2,i3)表示

对指标集 (i1, i2, i3)的 6个置换进行求和 [16]. 取
n1 = n2, n3 = n1 + 1, 简单计算可得 ⟨y2n1

yn1+1⟩ =
−1/4 ̸= 0, 从而Logistic映射具有非零的三点 (阶)
相关函数, 其生成的类Langevin噪声Lτ (t)是无

偏、时间非对称的 [17]. 我们称模型 (1)为分数阶类
Langevin分子马达棘齿模型. 当α = 1时, 模型
(1)便退化为文献 [16, 18—20]所研究的整数阶类

Langevin分子马达棘齿模型,

γẋ(t) +
∂V (x, t)

∂x
= Lτ (t), (4a)

Lτ (t) = sτ1/2
∞∑
j=0

yjδ(t/j − τ). (4b)

对于分子马达模型 (1), 已有研究表明在对称
势情形下噪声的时间非对称性足以引起定向流 [21],
但以下的事实提示我们此时的模型并不能很好地

描述分子马达的真实工作状态: 一是线动分子马达
轨道本身是非对称性的; 二是同一根微管上通常同
时工作着相反既定行走方向的分子马达 [22], 为了
避免发生堵塞, 马达间可以进行协调使得马达的运
动方向发生逆转, 因此实际上分子马达的运动方向
常常发生逆转 [23]. 为了得到逆转的定向流, 本文为
模型 (1)引入空间非对称性, 即研究同时具有时间
和空间非对称性的分数阶类Langevin分子马达棘
齿模型, 以便更真实地描述非理想性环境中分子马
达的噪声整流工作机理.

为此, 模型 (1)取如下的周期为 2的空间周期
势函数:

V (x) = 0.454d

(
cos(πx) + A

4
sin(2πx)

)
, (5)

从而

U(x) =
∂V (x)

∂x

= 0.454πd

(
− sin(πx) + A

2
cos(2πx)

)
, (6)

并取x0 = 0, γ = 100. 显然, 对于固定的A, 势垒
高度∆V ∝ d, 而参数A(A ∈ [−2, 2])刻画了势函
数的对称破缺程度: 当A = 0时势函数无破缺; 当
A > 0时, 在势最低点附近向右的坡度小于向左的
坡度, 粒子向右运动将受到较小的势阻碍作用, 我
们称其为右向破缺势; 而当A < 0时, 在势最低点
向右的坡度大于向左的坡度, 粒子向左运动将受到
较小的势阻碍作用, 我们称其为左向破缺势 (图 1 ).
本文研究了模型 (1)的定向流对于各参数特别是势
函数破缺程度A的依赖性.

3 模型对应的离散映射

从数学的角度看, 模型 (1)是非线性、非马尔
可夫的, 因而求其解析解或将其转化为Fokker-
Planck方程及利用Frobenius-Perron方程 [16,18−20]

研究其相应概率密度的演化都是困难的. 而鉴于类
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Langevin噪声Lτ (t)适宜由计算机产生, 我们考虑
将模型 (1) 转化为离散映射, 研究其整时间点情形.
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图 1 对称破缺势函数 (A = ±1)

按照文献 [8]的方法, 记nτ+ = nτ + 0+,
nτ− = nτ − 0+, 其中 0+ 表示正无穷小量, 并记
xn = x(nτ+), 即在每一次混沌冲击输入后立刻记
录马达的位置xn, 从而得到马达质心位置x(t)的

离散状态序列 {xn}∞n=0. 注意在每次冲击输入前后
有x(nτ+) = x(nτ−)且初始位置x0 = x(0). 为简

化记号, 令U(x) =
∂V (x)

∂x
, 则模型 (1)可改写为

Dα
∗ x(t) = γ−1[Lτ (t)

− U(x, t)] (0 < α 6 1), (7a)

Lτ (t) = sτ1/2
∞∑
j=0

yjδ(t/j − τ). (7b)

利用α阶积分算子

Jα(x(t)) :=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− t′)α−1x(t′)dt′ (8)

作用于 (7a)式两边得 [24]

x(t) = x(0) + γ−1[JαLτ (t)− JαU(x, t)]. (9)

不妨假设nτ 6 t < (n+ 1)τ , 则有

JαLτ (t) =
sτ1/2

Γ(α)

∫ t

0

(t− t′)α−1

×
[ ∞∑

j=0

yjδ(t
′ − jτ)

]
dt′

=
sτ3/2

Γ(α)

n−1∑
j=0

yj(t− jτ)α−1

+
sτ1/2

Γ(α)
yn(t− nτ)α. (10)

从而当 t = (n+ 1)τ时有

JαLτ (t)|t=(n+1)τ

=
sτα+1/2

Γ(α)

n∑
j=0

yj(n+ 1− j)α−1. (11)

另外, 假定U(x, t)在区间 [xk, xk+1] (k =

0, 1, · · · )上无明显变化, 则在每个时间区间
[kτ−, (k + 1)τ−]上可将U(x, t)视为常数 [19,20], 进
行类似于 (11)式的计算可得

JαU(x, t)|t=(n+1)τ

=
τα

Γ(1 + α)

n∑
j=0

U(xn)

× [(n+ 1− j)α − (n− j)α]. (12)

将 (11), (12)两式代入 (9)式, 并令

a =
sτα+1/2

Γ(α)γ
,

b =
τα

Γ(1 + α)γ
,

Rα(n, j) = (n− j)α−1,

Bα(n, j) = (n− j)α − (n− j − 1)α,

则有

xn − x0 = a

n−1∑
j=0

yjRα(n, j)

− b

n−1∑
j=0

U(xj)Bα(n, j). (13)

从而粒子的位移∆xn为

∆xn = xn − x0 = a

n−1∑
j=0

yjRα(n, j)

− b

n−1∑
j=0

U(xj)Bα(n, j). (14)

当n > 1时, 结合 (1b)式可得到如下离散映射:

∆xn = a

n−1∑
j=0

yjRα(n, j)− b

n−1∑
j=0

U(xj)Bα(n, j),

yn+1 = f(yn). (15)

至此我们得到了模型 (1)所对应的离散映射, 将对
模型 (1)的研究转化为对离散映射 (15)式的研究.
此外, 定义模型的定向流J为

J = lim
n→∞

⟨∆xn⟩
n

. (16)

4 数值模拟及结果分析

首先, 利用蒙特卡罗模拟方法 [25]考虑定向

流J对于势垒高度d的依赖性, 模型参数α = 0.8,
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s = 80, τ = 0.5, 结果如图 2所示. 由图 2可知, 各
非对称势情形下定向流J对 d的依赖性是单峰函

数, 且左向破缺势 (A = −2)情形下可观察到流逆
转的出现. 其原因可归结为如下三点: 第一, 无偏
类Langevin噪声的时间非对称性, 即噪声对粒子
的驱动在两个方向上的差异使得粒子难以从较弱

驱动的方向越过势垒, 而在较强驱动方向上则较
为容易. 第二, 势垒对粒子运动的阻碍. 当势垒太
低时噪声的双向驱动使得粒子可以双向跨越势垒,
而当势垒太高时噪声则无法驱动粒子从任何方向

越过势垒, 由于噪声的无偏性, 这两种情况下定向
流都将趋于消失; 而对于适中的势垒高度, 势垒对
粒子运动的阻碍作用使得粒子较容易从噪声驱动

较强的方向越过势垒, 从而使得时间非对称性噪
声两个方向上对粒子驱动的差异显现出来. 第三,
势函数的空间非对称性与噪声的时间非对称性之

间的竞争与协作. 空间非对称势对于粒子的阻碍
作用在两个方向上是非对称的: 对于左向破缺势
(A < 0)而言, 尽管粒子向左运动受到势的阻碍作
用较小, 但势的作用范围也较大, 而粒子向右运动
虽然受到势的阻碍作用较大, 但势的作用范围却较
小. 此外由于Logistic映射所生成的类Langevin噪
声对粒子的左向驱动要大于右向驱动, 从而形成向
左的 “较大的噪声驱动+较大的势阻碍作用范围”
与向右的 “较小的噪声驱动+较小的势阻碍作用范
围”间的竞争, 定向流的方向由竞争的结果所决定.
对于较低的势垒, 定向流由噪声的时间非对称性,
即较大的噪声驱动所主导, 而对于较高的势垒, 定
向流则由势函数的空间非对称性, 即较小的势阻碍
作用范围所主导, 定向流将出现逆转. 因此对于左
向破缺势而言, 势函数的空间非对称性与噪声的
时间非对称性是竞争关系. 反之, 对于右向破缺势
(A > 0)而言, 这两种非对称因素是协作关系, 因此
使得在向左的 “较大的噪声驱动+较小的势阻碍作
用范围”与向右的 “较小噪声的驱动+较大的势阻
碍作用范围”的竞争中前者能够完全压制后者, 得
到负向流, 并且不会有流逆转现象. 对于空间对称
势而言, 势对于粒子的阻碍作用在两个方向上是对
称的, 从而定向流的方向仅决定于噪声的时间非对
称性.

由以上所述可知, 模型定向流的出现及逆转正
是噪声的时间非对称与势函数的空间非对称性相

互竞争或协作的直接结果, 从而定向流产生的根源
是类Langevin噪声的时间非对称性, 势函数的存

在使得噪声的时间非对称性得以体现, 而定向流的
逆转则使得势函数的空间非对称性得以体现.
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图 2 定向流 J对势垒高度 d的依赖性

其次, 我们考虑定向流J对噪声强度 s的依赖

性, 模型参数α = 0.8, d = 5, τ = 0.5, 结果如
图 3所示. 由图 3可知: 对于较大的噪声强度, 各非
对称势情形下定向流J对噪声强度 s的依赖性也是

单峰函数; 在左向破缺势 (A = −2) 情形下, 噪声强
度 s较小时定向流出现逆转, 而随着 s的增大定向

流的逆转现象则趋于消失; 在对称势和右向破缺势
情形下, 定向流无逆转出现. 既然增加噪声强度可
以等效为降低势垒高度, 因此本质上这些现象出现
的原因与上面讨论的J对d的依赖性的原因是相同

的, 这里不再重复讨论.
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图 3 定向流 J对噪声强度 s的依赖性

然后, 我们考虑定向流J对噪声输入周期 τ的

依赖性, 模型参数α = 0.8, d = 5, s = 80, 结果如
图 4所示. 由图 4可知: 对于较大的噪声输入周期
τ , 各非对称势情形下定向流J对 τ的依赖性也是

单峰函数; 对于较小的 τ , 在左向破缺势 (A = −2)
情形下可明显看出流逆转现象的出现; 在对称势
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或右向破缺势情形下, 无定向流逆转出现. 根据类
Langevin噪声的表达式, 可以将 sτ1/2视为噪声的

有效强度, 因此对于这些现象的解释与对图 3的解

释是相同的, 在此不再重复讨论.
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图 4 定向流 J对噪声输入周期 τ 的依赖性

随后, 我们考虑定向流J对分数阶α的依赖性,
模型参数 s = 80, d = 5, τ = 0.5, 结果如图 5所

示. 由图 5可知: 各非对称势情形下, 定向流J对

分数阶α的依赖性是单调函数, 从而表明分数阶α

可以很好地刻画细胞内部环境的非理想程度, 即当
α → 0时细胞内环境与理想固体较为接近, 粒子因
受到环境过大的阻尼作用而难以定向运动, 从而导
致定向流趋于消失; 而当分数阶α → 1时细胞内环

境与理想液体较为接近, 粒子所受到的环境的阻尼
作用大幅减小, 从而定向流随着分数阶的增大而单
调地增加.
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图 5 定向流 J对于分数阶α的依赖性

最后, 我们考虑定向流J对于势函数破缺参数

A的依赖性, 模型参数 d = 5, α = 0.8, τ = 0.5,
结果如图 6所示. 由图 6可知: 对较小的噪声强
度 (s = 20, s = 40), 随着势函数破缺方向的改

变, 定向流的方向出现逆转; 对于较大的噪声强
度 (s = 80, s = 160), 定向流的方向不随势函数
破缺方向的改变而变化; 对于过大的噪声强度
(s = 160), 定向流反而受到抑制; 对于较大的噪声
强度, 势函数破缺方向虽然不能改变定向流的方
向, 但明显影响其大小 (s = 80).

如上所述, 定向流出现和逆转的根源在于空间
非对称势函数与时间非对称噪声的竞争与协作, 而
由以上讨论的定向流对噪声强度的依赖性分析可

知, 在较大的噪声强度下势垒的阻碍作用趋于消
失, 从而在噪声无偏性的作用下定向流反而受到
抑制.
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图 6 定向流 J对势函数破缺参数A依赖性

5 结 论

本文数值研究了空时非对称分数阶类

Langevin分子马达棘齿模型. 对于空间非对称
势函数、时间非对称类Langevin噪声以及分数阶的
作用, 数值模拟结果表明, 定向流的产生是势函数
和噪声共同作用的结果, 并且空间非对称与时间非
对称性的竞争可能引起定向流的逆转, 其协作则可
以增加定向流的大小, 而分数阶仅影响定向流的大
小而不改变其方向. 这样, 对于固定的噪声, 我们
可以通过改变势函数的破缺方向来获得逆转的定

向流. 此模型既可以描述分子马达在其轨道上的定
向行走又可以描述其行走方向的改变, 从而能够很
好地描述分子马达的真实工作机理.
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Abstract
In this paper, a spatiotemporally asymmetric fractional Langevin-like ratchet is constructed for the operation of a

one-dimensional linear molecular motor subjected to both temporally asymmetric unbiased Langevin-like noise generated
by the Logistic mapping and spatially asymmetric periodic potential. In this ratchet, the Langevin-like noise is used
to describe fluctuations of intracellular surrounding, and the fractional order is responsible for the effect of the non-
ideal intracellular surrounding. Then, by deducing the corresponding discrete mapping, dependance of ratchet effect on
parameters are numerically investigated. Numerical results show that both the temporal asymmetry of noise and the
spatial asymmetry of potential are crucial to the directed-transport of the ratchet, and competitive spatially asymmetric
potential can even reverse the unidirected transport generated by the temporally asymmetric noise at suitable parameters.

Keywords: molecular motor, Langevin-like noise, spatiotemporal asymmetry, fractional Langevin-like
ratchet
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