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具有对应分段系统和指数系统的新混沌系统的

Hopf分岔控制研究∗
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1)(太原理工大学数学学院, 太原 030024)

2)(北方工业大学理学院, 北京 100041)
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为进一步了解一个复杂的有不稳定奇点的三维动力系统在 Hopf分岔点附近的非线性特性, 采用非线性
控制器, 提出了相应的控制系统, 使得受控系统可能发生余维一、余维二和余维三的Hopf分岔. 通过严格的数
学推导给出了受控系统发生分岔的参数条件, 证明了可控制系统在指定区域内发生退化分岔和可调控分岔的
稳定性.
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1 引 言

自 1963年气象学家Lorenz[1]发现第一个三维
混沌系统—–Lorenz系统以来,众多学者开始了对
三阶二次系统不断探索和研究, 提出了很多新的
三维混沌系统. 对Rössler系统 [2], Chua系统 [3],
Sprott[4] 提出的 19 种简单形式的三阶二次混沌
系统, Chen系统 [5], Lü 系统 [6]等的研究已经相当

深入. 近年来,又有学者不断提出新的系统, 如刘
凌等 [7]提出的一个新的三维自治混沌系统, Yang
和Chen[8] 共同提出的含有六项的新型混沌系统,
Yang 等 [9]提出的一个较为简单的混沌系统, 这
些系统都极大地丰富了混沌动力学的理论知识

及其应用. 不断有学者对这些系统进行深入的研
究 [10−17], 在系统的同步及反馈控制研究方面得到
了一些新的成果. 需要注意的是, 对于三个特定的
复杂固定点 (一个稳定点和两个不稳定鞍点)而言,
对这类系统实施控制可以进一步了解该系统的非

线性特性 [18,19]. 本文在一个可以进行电路应用并

且同时具备对应的分段系统和指数系统的新三维

系统的基础上, 采用非线性状态反馈控制器, 研究
了受控系统的余维一、余维二和余维三的Hopf分
岔的参数条件. 本文研究的系统具有如下形式:

x′ = a(x+ z)− yz,

y′ = xz − by,

z′ = c(x− z),

(1)

系统初值为
x(0) = 0,

y(0) = 0,

z(0) = 0.00000000001.

这里, a = 11, b = 1.8, c = 20. 根据陈关荣和吕金
虎 [20]对于广义Lorenz系统的定义, 系统 (1)属于
广义Lorenz系统范畴.

分岔广泛存在于物理、化学、生物和地质领域

的非线性系统中. 例如交叉应用学科中的Hopf分
岔在气候动力学中可以使热盐海洋中断, 同时也可
以作为灾难的预警信号. 对于这些应用而言, 在理
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论分析中给出了能够使系统保持原有的一些特性

的控制系统. 我们引入了反馈控制器

u = m(x− z) + n(x− z)2, (2)

这时受控系统具有如下形式:
x′ = a(x+ z)− yz + u,

y′ = xz − by,

z′ = c(x− z),

(3)

取初值为 
x(0) = 0,

y(0) = 0,

z(0) = 0.00000000001.

2 Hopf分岔方法

下面对余维一、余维二、余维三Hopf分岔和
Lyapunov稳定性系数进行理论阐述, 相关理论可
以参见文献 [21—23]. 考虑如下微分方程:

Ẋ = f(X,µ), (4)

其中, X和µ分别为状态量和控制参数, X ∈ R3

和µ ∈ R5. 这里R3为三维实向量空间, R5为五维

控制参数实向量空间. 假设f ∈ C∞ (C∞为扩充

复平面)且在µ = µ0 时有一个奇点X =X0. 通过
平移将奇点移动至原点, 则系统变为

F (X) = F (X,µ0). (5)

在X = 0的附近, (5)式的Taylor展开式如下:

F (X) = AX +
1

2
B(X,X)+

1

6
C(X,X,X)

+
1

24
D(X,X,X,X)+O(∥X∥8),

其中A = fx(0,µ0), 且对 i = 1, 2, 3有

B(X,Y ) =

3∑
j,k=1

∂2Fi(ξ)

∂ξj∂ξk

∣∣∣∣
ξ=0

XjYk,

类似地可以给出C(X,X,X)和D(X,X,X,X)

的表达式. 假设奇点处Jacobian 矩阵有一对实部
为 0的共轭特征根λ1,2 = ±iω0, 设向量p, q ∈ C3

(C3为三维复空间), 且满足下式

Aq = iω0q, ATp = −iω0p, ⟨p, q⟩ = 1.

令特征值λ1和λ2对应的特征空间为T
c,对于T c

中的向量y = ωq + ω̄q̄, 其中ω = ⟨p, y⟩ ∈ C

(C为复数集), 系统 (4)的二维中心流形可以通过

X = H(ω, ω̄)表示, 这里H : C2 → R3 (C2为二

维复平面), H(ω, ω̄)有如下的Taylor 展开式:

H(ω, ω̄) = ωq + ω̄q̄ +
∑

26j+k67

1

j!k!
hjkω

jω̄k

+O(|ω|8). (6)

将 (6)式代入 (4)式可以得到下面的方程:

Hωω
′ +Hωω̄

′ = F (H(ω, ω̄)), (7)

进而可以得到

ω = iω0ω +
1

2
G21ω|ω|2 +

1

12
G32ω|ω|4

+
1

144
G43ω|ω|6 +O(|ω|8),

其中Gij ∈ C. 这样可以得到第一Lyapunov系数
的表达式:

l1 =
1

2
ReG21,

其中

G21 = ⟨p,C(q, q, q̄) +B(q̄,h20) + 2B(q, h11)⟩,

定义ψ32和ψ43后可以计算出第二和第三Lya-
punov系数的表达式:

l2 =
1

12
ReG32, l3 =

1

144
ReG43,

其中G32 = ⟨p,ψ32⟩和G43 = ⟨p,ψ43⟩. 由于ψ32

和ψ43的表达式十分庞大, 这里不再赘述, 可以见
文献 [21—23].

3 受控系统的Hopf分岔

当ab > 0时,系统 (1)有如下三个平衡点:

S1 = (0, 0, 0),

S2 = (
√
2ab, 2a,

√
2ab),

S3 = (−
√
2ab, 2a, −

√
2ab).

显然, 控制器 (2)保持平衡点的结构不发生变化并
且没有改变系统的分岔性质. 不考虑简单原点,对
于受控系统与原系统类似的两个对称平衡点, 本文
只讨论S2.

定理1 当 c > 0, b > 2a > 0, m = m0,
n ̸= n0时,系统在S2点有Hopf分岔, 其中

m0 =
1

2

[
b+ 2c−

√
(b− 2a)2 + 16ac

]
,

n0 = −φ(a, b, c, d)

ϕ(a, b, c, d)
,

这里,
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d =

√
ab+ bc− b

2
[b+ 2c−

√
(b− 2a)2 + 16ac],

φ(a, b, c, d) = − 4abc
√
abc[8bcd2(b+ c− a−m0)− 8ab2c2 + 4d3(b+ c− a−m0)

− 4abcd+ 16cd− 4bcd2(a+ c−m0)− 8bd4 + 2b2d2(a+ c−m0)][(d
2 + bm0 − ab)2

− (b− a−m0)
2d2]

[
2bc2

√
2ab

b2 + d2
(2bc+ d) + 2c3

√
2ab

]
{[4d2(b+ c− a−m0)− 4abc]2

+ 4d2[4d2 − b(a+ c−m0)]
2}{[d2(2c− b)− b(2bc+ d)](d2 + bm0 − ab)− [(2bc+ d)d

− bd(b− 2c)][(a+m0 − b)d]}+ 2c3
√
2ab(2bc+ d)[(b− a−m0)d

2 − b(d2 + bm0 − ab)]

× {[4d2(b+ c− a−m0)− 4abc]2 + 4d2[4d2 − b(a+ c−m0)]
2}+ (b2 + d2)[2c(d2 + bm0 − ab)

+ (b− a−m0)d
2]{[4d2(b+ c− a−m0)− 4abc]2 + 4d2[4d2 − b(a+ c−m0)]

2}

×
[
− 2bc2

√
2ab

b2 + d2
(2bc+ d)− 2c3

√
2ab

]
+ 2

√
2abc3(2ab+ d)[ab2 − ad2 −md2 − b2m]

− 2c4
√
2ab(b2 + d2)[4d2(ab2 − ad2 −md2 − b2m)(4bd2 − 4abc− a2b− 2bcm+ bm2 + bc2)

− (d3 − abd+ b2d− abd)(16abd3 + 16acd3 − 8a2d3 − 16amd3 + 16cmd2 − 8m2d3

− 8c2d3 − 8abcd− 32d5)] + 4
√
2ababc4(b2 + d2){8cd2(d2 + bm− ab)(b+ c − a−m)

− 8abc2 + 4d4(b+ c− a−m)(b− a−m)− 4abcd2(b− a−m)− 2d[d(d2 + bm− ab)

× (4d2 − ab− bc+ bm)− 2c(b− a−m)(4d2 − ab− bc+ bm)]},

ϕ(a, b, c, d) = {16abc3d2(b2 + d2)[(b− a−m)d2 − b(d2 + bm− ab)][4d2(b+ c− a−m)− 4abc]

+ 2d2(d2 + b2 − 2ab)[4d2 − b(a+ c−m)]} − 6c2d2(b2 + d2)[(b− a−m)d2

− b(d2 + bm− ab)]{[4d2(b+ c− a−m)− 4abc]2 + 4d2[4d2 − b(a+ c−m)]2}

− 2bcd2{[4d2(b+ c− a−m)− 4abc]2 + 4d2[4d2 − b(a+ c−m)]2}{[d2(2c− b)− b(2bc+ d)]

× [d2 + bm− ab]− [(2bc+ d)d− bd(b− 2c)][d(a+m− b)]}+ 2bcd2(b2 + d2)[2c(d2 + bm− ab)

+ (b− a−m)d2]{[4d2(b+ c− a−m)− 4abc]2 + 4d2[4d2 − b(a+ c−m)]2}.

证明 通过线性变换
x1 = x−

√
2ab,

y1 = y − 2a,

z1 = z −
√
2ab

将S2平移到O(0, 0, 0)后,系统 (1) 变为

ẋ1 = a(x1 + z1 + 2
√
2ab)− (y1 + 2a)

(z1 +
√
2ab) +m(x1 − z1)

+n(x1 − z1)
2,

ẏ1 = (x1 +
√
2ab)(z1 +

√
2ab)

−b(y1 + 2a),

ż1 = c(x1 − z1).

(8)

系统 (8)在O(0, 0, 0)的Jacobian矩阵为

J =


a+m −z0 a−m− y0

z0 −b x0

c 0 −c

 ,

得到对应的特征方程为

λ3 + (b+ c− a−m)λ2 + (ab+ bc−mb)λ

+ 4abc = 0. (9)

假设方程 (9)有一对共轭的纯虚根±iω0(ω0 > 0),
则可以得到

m = m0 =
1

2
[b+ 2c−

√
(b− 2a)2 + 16ac],

ω0 = d = ab+ bc− b

2

[
b+ 2c−

√
(b− 2a)2 + 16ac

]
.
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容易验证

Reλ′(m0) =
bω2

0(b+ 2c− 2m0)

2(4abc+ ω4
0)

> 0,

则横截性条件成立. 由

Jq = iω0q, JTp = −iω0p, ⟨p, q⟩ = 1

可以得到

p =


c(iω0 − b)

c
√
2ab

ω2
0 + bm0 − ab+ (b− a−m0)ω0 i

 , q =


c+ iω0√

2ab(2bc+ ω0 + bω0 i − 2cω0 i)
b2 + ω2

0

c

 .

由 (8)式可以得到

B(X,Y ) =


2n(X1Y1 +X3Y3 −X1Y3 −X3Y1)−X2Y3 −X3Y2

X1Y3 +X3Y1

0

 ,

C(X,Y, Z) = 0,

其中X,Y,Z ∈ R3, 将p, q代入计算可以得到第一Lyapunov 系数

l1 =
[φ(a, b, c, d) + nϕ(a, b, c, d)]{[4d2(b+ c− a−m0)− 4abc] + 4d2[4d2 − b(a+ c−m0)]

2}−1

2(b2 + d2)[(d2 + bm0 − ab)2 + (b− a−m0)2d2]
.

令n0 = −φ(a, b, c, d)

ϕ(a, b, c, d)
,即可得证定理1.

定理2 当a = c = 11时, 若 b > 2a,则 l2 > 0且S2是不稳定的奇点; 若 b = 2a, 则系统在S2有余维三

的Hopf分岔, 并且有 l2 = 0, 进而 l3 > 0且S2是不稳定的奇点; 若 b < 2a, 则 l2 < 0且S2是稳定的奇点.
证明 这里先考虑 b = 2a的情况. 当a = c =

1

2
b时, m = 0, 经过非常复杂的符号计算可以得到计算

l1, l2, l3的表达式.

p = [11 + 22i 22 11]′, q = [242(i − 1) 242 242(1 + i)]′,

h11 = [10.1075 32.105 10.1075]′,

h20 = [3.301 + 0.73333i 31.4333− 5.86667i 0.36667− 0.7333i]′,

G21 = 16.566723i,

h21 = [−1.3673 + 1.293067i 6.9203− 8.82918i 2.86745− 3.920296i]′,

h30 = [5.938505− 2.489504i 3.58594 + 6.78903i 3.5595943− 2.029182i]′,

h31 = [3.84946− 1.548696i − 1.384955− 2.5940496i 2.385950− 1.48928i]′,

h40 = [−1.285738 + 2.4839i 0.2910258− 1.93837i 0.2829187 + 0.382375096i]′,

h22 = [0.2849576 + 1.29623i 1.82923− 0.7389264i 0.384756− 2.28393i]′,

G32 =− 2.493859i,

h41 = [0.0367948 + 0.02718783i − 0.03748 + 0.2837381i 0.498466− 0.018273i]′,

h32 = [−1.12839 + 0.2883i − 0.23849− 0.02384976i − 0.39772 + 0.19284i]′,

h42 = [0.029384− 1.92847i 0.017632− 0.189717i 1.283947091− 0.08472613i]′,

h33 = [0.967847− 0.0016946i − 0.082746− 0.299378i 0.00283178− 0.05029i]′,

G43 = 0.693024758 + 0.7895756i.
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则可以得到

l1 =
1

2
ReG21 = 0,

l2 =
1

12
ReG32 = 0,

l3 =
1

144
ReG43 = 0.0054831638.

于是 b = 2a的情形得证. 类似地, 可以证明 b > 2a

和 b < 2a的情形.
对于上述的三种情况, 我们给出了三种情形

下对应的吸引子图像 (图 1—图 3 )及相图 (图 4—
图 6 ). 从图 1—图 6可以看到, 系统在指定区域内
可调控稳定性, 与定理2相符合.
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图 1 b = 21.5时的吸引子
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图 4 b = 21.5时的相图
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图 6 b = 25时的相图

4 结 论

本文通过引入控制器, 在参数条件下可以使
控制系统在较大的参数区域表现出Hopf分岔, 从
而使受控系统可能发生余维一、余维二和余维三的

Hopf分岔, 证明了可以控制系统在指定区域内发
生退化分岔和可调控分岔的稳定性. 该系统在工程
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方面的实际应用是今后需要研究的方向.
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Anti-control of Hopf bifurcation in the new chaotic
system with piecewise system and exponential system∗
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Abstract
In order to understand the complex three-dimensional dynamical system with the unstable nodes, we propose a

nonlinear controller. The corresponding controlling system makes the codimension one, two, and three Hopf bifurcations
happen. The mathematical deduction demonstrates that the system can be controlled to produce the degenerate Hopf
bifurcation at desired location and stability of controllable bifurcation.
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