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Fisher信息是估计理论中的重要概念, 最近发现与量子信息中的纠缠判据具有密切联系. 非旋波近似条
件下, Dicke模型经典相空间表现为混沌动力学特征.本文详细考察了Dicke 模型描述的光与物质相互作用系
统中量子Fisher信息和自旋压缩动力学特性. 结果表明: 在短时瞬态情况下, 无论初态处于规则区域还是混
沌区域系统均表现为纠缠性质; 但在长时稳态情况下, 初态处于规则区域时系统纠缠消失, 而初态处于混沌区
域时系统则一直存在纠缠. 通过与系统自旋压缩动力学性质相比较, 发现量子Fisher信息可以更有效地刻画
量子混沌. 进一步考察初态处于规则和混沌区域时系统密度矩阵和纯度的动力学演化特性, 发现混沌导致系
统退相干现象发生, 说明量子Fisher信息对混沌更敏感.
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1 引 言

自然界中的非线性现象普遍存在, 并在许多科
学领域都扮演了重要的角色. 经典物理学中, 混沌
主要表现为系统对初始条件的敏感性, 并由李雅普
诺夫指数来刻画. 而量子力学中, 由于玻尔的对应
原理, 经典力学中的混沌特征必然要在其量子性质
上有所表现. 上个世纪中期以来, 人们在许多非线
性系统中发现了量子混沌并逐渐认识到其重要性.
由于不确定关系和时间演化的幺正性, 量子系统中
并不能像经典力学那样对系统运动做确定性的相

空间描述, 很难寻找一个相应的物理量来研究系统
的稳定性 (或敏感性)问题. 所以, 有关经典混沌的
量子刻画和量子经典对应关系这个充满挑战性的

课题一直没有得到很好解决.
为了刻画量子混沌, 人们提出许多研究方法,

例如系统哈密顿量的光谱性质 [1] 、相空间疤痕 [2]

和扰动的敏感性 [3]等. 近年来, 由于量子信息科
学的飞速发展, 人们开始尝试利用一些量子信息
概念来理解量子系统中的非线性现象并取得了丰

富的研究成果, 如量子相变 [4]、保真度 [5,6]、量子纠

缠 [7−13]和自旋压缩 [14−16]等. 这些成果揭示了纯
量子条件下, 系统动力学过程中混沌行为存在的本
质. 最近, Pezzé 和Smerzi发现量子Fisher信息是
一种比自旋压缩系数更强的纠缠判据 [17], 从而使
Fisher信息作为量子信息概念被应用到相关研究
领域. 例如, 文献 [18]和 [19]分别给出了单轴扭曲
模型中自旋压缩与量子Fisher 信息的具体关系, 以
及量子受击陀螺模型中量子Fisher信息与量子混
沌的关系.Fisher信息作为确定某个参数概率分布
的最优估计精度, 可以用来刻画系统量子态的旋转
敏感性, 而自旋压缩系数同样可以量化一个态的旋
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转敏感性. 本文正是基于量子Fisher信息与自旋压
缩的这一重要性质, 研究二者在量子混沌有效刻画
问题中的应用. 这里主要考虑Dicke 模型描述的N

个二能级原子和一个单模辐射场的相互作用系统,
该系统在非旋波近似条件下表现为混沌动力学特

征. 文献 [8]和 [15]分别利用线性熵与自旋压缩系
数研究了该模型的量子混沌问题, 给出的都是系统
处于短时瞬态情形的动力学演化特性, 而对于长时
稳态却不能进行有效区分. 通过与自旋压缩动力学
比较, 发现量子Fisher信息不仅可以给出系统短时
瞬态的动力学演化特性, 而且在长时稳态情况下可
以更有效地刻画量子混沌. 为揭示量子态的旋转
敏感性, 进一步考察系统密度矩阵和纯度演化特性
后发现, 混沌导致了系统退相干现象的发生, 说明
初态处于混沌区域时系统具有更强的旋转敏感性.
通过本文的研究工作, 揭示了利用量子Fisher信息
可以更好地区分经典相空间的规则和混沌结构, 从
而为量子混沌研究提供了一种新的、有意义的标识

手段.

2 Dicke模型

Dicke模型是描述原子与光场相互作用的典型
理论模型 [20], 在原子核物理、量子混沌以及量子
耗散等 [21,22]许多物理领域具有重要应用. 本文主
要考虑描述N个二能级原子 (量子比特)和一个单
模辐射场相互作用的Dicke模型. 忽略原子之间
的相互作用, 将原子系统作为一个大的自旋系统
(N = 2j)来处理. 这时Dicke 模型的哈密顿量可以
写成下列形式 [8](~ = 1):

H = ωJz + ω0a
†a+

R√
2j

(J+a+ J−a
†)

+
R′
√
2j

(J+a
† + J−a), (1)

其中, ω和ω0分别是N个二能级原子的跃迁频率

和单模光场的频率; R和R′是原子与场相互作用

过程中与偶极近似有关的耦合系数, 一般可以通过
设置R′ = 0来获得旋波近似; a, a†是光场的产生和
湮没算符; Jz, J±是与原子可观测量有关的赝自旋
算符.

Dicke模型量子与经典动力学之间的关系可以
通过选择相干态作为初态来实现, 即最小不确定波
包集中在与图 1 对应的经典相空间. 初始量子态

选择如下:

|ψ(0)⟩ = |µ⟩ ⊗ |ν⟩ = |µv⟩, (2)

这里 |µ⟩和 |ν⟩是原子和场相干态, 分别由下式
给出:

|µ⟩ = (1 + µµ∗)−j eµJ+ |j,−j⟩, (3)

|ν⟩ = e−νν∗/2 eνa+ |0⟩, (4)

其中,

µ =
p1 + iq1√

4j − (p2
1
+ q2

1
)
, (5)

ν =
1√
2
(p22 + q22). (6)

这里 |0⟩是玻色场的基态, 1和 2分别作为原子子系
统和辐射场子系统的标记, 则 q1, p1, q2, p2描述的

是系统整体相空间.
利用Holstein-Primakoff变换, 采用半经典近

似的方法将Dicke模型量子哈密顿量转换为相应的
经典哈密顿量 [23],

H(q1, p1, q2, p2)

=
ω

2
(p21 + q21 − 2j) +

ω0

2
(p22 + q22)

+

√
4j − (p21 + q21)

4j
(R+p1p2 +R−q1q2), (7)

其中, R± = R±R′.
由上述经典动力学方程可得到经典相空间的

庞加莱截面图, 如图 1所示. 图中显示上下两部分
各有一个规则区域, 这些区域具有周期性轨道的稳
定运动, 区域的中心一般为不动点; 规则区域外为
混沌区域, 运动是不稳定的.

-5
-5

0

q

p
 0

5

5

图 1 经典相空间的庞加莱截面图 (参数分别为ω = ω0 =

1, E = 8.5, j =
9

2
, q2 = 0, p2 > 0, R = 0.5, R′ = 0.2)

3 量子Fisher信息和自旋压缩理论

考虑一个量子态 ρ(θ), 其中 θ为参数, 如果通
过一个测量来估计参数 θ, 则参数 θ的偏差∆θ由一
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个基本下界来限制,即∆θ可用量子Cramér-Rao不
等式表示为 [24,25]

∆θ > ∆θQCR ≡ 1√
FQ(θ)

. (8)

如果 (8)式中的FQ(θ)比较大, 则估计偏差就比较
小. FQ(θ)即为量子Fisher信息, 定义如下:

FQ(θ) = tr[ρ(θ)L2
θ], (9)

这里L(θ)为对称对数求导算符, 可用下式表示:
∂

∂θ
ρ(θ) =

1

2
[Lθρ(θ) + ρ(θ)Lθ], (10)

利用 (10)式将 (9)式改写成如下形式:

FQ(θ) =
∑
i

(
∂

∂θ
pi

)2

pi

+ 2
∑
i ̸=j

(pi − pj)
2

pi + pj

∣∣∣∣⟨ϕj∣∣∣∣ ∂∂θϕi
⟩∣∣∣∣2, (11)

其中, |ϕi⟩和pi是ρ的本征矢和本征值.
如果在N个自旋 1/2粒子构成的系统中, 绕

任意方向n转动一个角度 θ, 这个过程可以表示为
ρ(θ) = exp(−iθJn)ρin exp(iθJn), 其中Jn = J · n.
此时, 量子Fisher信息表示为FQ[ρin, Jn]. 当取
ρ(θ)和ρin为相同值时, 量子Fisher信息可写为

FQ[ρin, Jn] =
∑
i,j

(pi − pj)
2

pi + pj
|⟨ψj |Jn|ψi⟩|2. (12)

对于一个纯态 ρin = |ψ⟩⟨ψ|, 量子Fisher信息简
化为

FQ[ρin, Jn] = 4(∆Jn)
2. (13)

其中, (∆Jn)2 = ⟨J2
n
⟩ − ⟨Jn⟩2. 在文献 [17]中给出

一个利用量子Fisher信息判断系统纠缠的充分条
件, 即

χ2 ≡ N

FQ[ρin, Jn]
< 1. (14)

如果考虑Wineland等给出的自旋压缩系数
定义 [26]

ξ2 =
N(∆Jn⊥)

2

|⟨J · n⟩|2
, (15)

则当量子态满足 ξ2 < 1时系统是纠缠和压缩的. 由
不确定关系式

(∆Jn1)
2(∆Jn2)

2 > 1

4
⟨Jn3⟩2, (16)

很容易得到下面的关系式

χ2 =
N

4(∆Jn1)
2
6 N(∆Jn2

)2

⟨Jn3⟩2
= ξ2. (17)

因此, 可得到一个比自旋压缩系数更强的新的纠缠
判据χ2 < 1.

4 量子Fisher信息和自旋压缩动力学
演化特性

下面, 首先利用量子Fisher信息研究系统的动
力学演化特性. 为方便与自旋压缩系数 ξ2描述的

系统动力学演化特性相比较, 这里主要数值计算
χ2随时间的变化规律. 在系统经典相空间的庞加
莱截面图 1中取自旋相干态 (q1 = 0, p1 = 2.2)和
(q1 = 0, p1 = 0)为初态, 分别对应规则区域与混沌
区域中心两种典型情形. 图 2给出了两个不同初态

χ2随时间的演化曲线.
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图 2 (网刊彩色) 量子 Fisher信息 χ2动力学演化曲线

(虚线代表系统初态处于规则区域中心, 对应图 1中 q1 =

0, p1 = 2.2; 实线代表初态处于混沌区域中心, 对应图 1中

q1 = 0, p1 = 0)

为方便考察系统的动力学演化特性, 根据纠缠
判据 (14)式定义一个纠缠存在时间 tχ2 , 即系统在
演化过程中χ2 < 1的时间总和. 由图 2可知, 在短
时瞬态情况下 (t < 10), 无论初态处于规则区域还
是混沌区域, χ2均存在小于 1的情形, 说明系统在
演化过程中都有纠缠发生, 而且可以清楚地发现,
当初态处于规则区域中心时, 纠缠存在时间 tχ2比

初态处于混沌区域中心时要大; 但在长时稳态时
(t > 10), 如果初态处于混沌区域中心, χ2一直是

小于 1的, 纠缠存在时间 tχ2较大, 而当初态选择处
于规则区域中心时, χ2则总是大于 1的, 说明系统
没有纠缠发生. 取长时间演化 t = 300, 数值计算结
果验证了上述结论. 以上分析说明, 在光与物质相
互作用系统中, 系统演化初期混沌是抑制纠缠发生
的, 而当系统处于长时稳定状态后, 混沌则促进纠
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图 3 自旋压缩系数 ξ2动力学演化曲线 (虚线代表系统初
态处于规则区域中心, 对应图 1中 q1 = 0, p1 = 2.2; 实线
代表初态处于混沌区域中心, 对应图 1中 q1 = 0, p1 = 0)

缠的发生. 图 3给出了不同初态的自旋压缩系数 ξ2

随时间的演化曲线. 对比图 2与图 3可以发现, 自
旋压缩系数 ξ2只能给出系统短时瞬态 (t < 5)的动
力学演化特性. 当初态位于规则区域中心时比初态
位于混沌区域中心时自旋压缩发生的时间较长, 即

对应的纠缠发生较大, 这与量子Fisher信息χ2在

系统演化初期给出的结论是一致的, 但 ξ2却不能给

出系统处于长时稳定状态的动力学演化特性, 显然
量子Fisher信息χ2比自旋压缩系数 ξ2更适合刻画

光与物质相互作用系统中的量子混沌现象, 从而验
证了 (17)式结论的正确性.

5 密度矩阵和纯度动力学演化特性

为进一步说明量子Fisher信息与混沌之间的
关系以及Fisher信息对量子态的旋转敏感性, 下面
考察自旋态的动力学演化性质. 选择基矢 |j,m⟩,则
自旋系统的约化密度矩阵可以表示为如下形式:

|ρ(t)⟩ =
N∑
mn

ρmn(t)|j,m⟩⟨j, n|. (18)

图 4和图 5分别给出短时瞬态情形下, 初态处
于规则区域和混沌区域中心时取 t = 1, 4.5, 7.5, 10

四个代表性演化时间的 |ρmn(t)|动力学演化曲线.
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图 4 (网刊彩色) 自旋系统密度矩阵 |ρmn(t)|动力学演化曲线 (对应图 1中初态处于规则区域中心 q1 = 0, p1 = 2.2)
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图 5 (网刊彩色) 自旋系统密度矩阵 |ρmn(t)|动力学演化曲线 (对应图 1中初态处于混沌区域中心 q1 = 0, p1 = 0)

由图 4可以看出, 初态处于规则区域中心时,
约化密度矩阵的矩阵元随时间演化一直局限在有

限局域内, 系统的相干性保持较好, 说明一直有纠
缠发生; 而由图 5可以看出, 当初态处于混沌区域
中心时, 演化过程中态的相干性明显被破坏. 特别
是在 t = 4.5和 t = 10时, 约化密度矩阵演化为对
角矩阵, 发生退相干现象, 系统纠缠性质消失. 说
明此时对量子态进行一个转动, 旋转角非常敏感,
χ2值相应变的较大, 这与图 2中 t = 4.5和 t = 10

时演化曲线是完全符合的. 而在 t = 1和 t = 7.5

时, χ2值是小于 1的, 量子态表现为相干性, 图 5中

约化密度矩阵的对角矩阵元消失, 系统是纠缠的,
这也与图 2中相应时刻的演化曲线相符合. 数值
计算系统长时稳态情形的约化密度矩阵 |ρmn(t)|动
力学演化曲线, 得到一致的结果. 图 6给出了纯度

P = tr(ρ2)的动力学演化曲线, 结果表明, 初态处
于规则区域中心时, 纯度演化曲线周期性地衰减到
一个极小值; 而初态处于混沌区域中心时, 纯度演
化曲线则快速衰减为一极小值后经小幅震荡达到

稳定值. 显然, 任意时刻初态处于规则区域中心时
的纯度都比初态处于混沌区域中心时要小, 这也很

好地验证了上述结论.
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图 6 纯度P 动力学演化曲线 (虚线代表系统初态处于规
则区域中心, 对应图 1中 q1 = 0, p1 = 2.2; 实线代表初态
处于混沌区域中心, 对应图 1中 q1 = 0, p1 = 0)

6 结 论

本文研究了Dicke模型描述的N个二能级原

子与单模光场相互作用系统中量子Fisher信息的
动力学特性, 结果发现量子Fisher信息比自旋压缩
系数更有利于刻画量子混沌. 在短时瞬态情况, 无
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论初态选择在规则区域还是混沌区域, 系统量子态
都是纠缠的; 但在长时稳态情况, 当初态处于混沌
区域时促进纠缠发生, 而初态处于规则区域时纠
缠消失. 进一步研究自旋系统密度矩阵的动力学
演化特性, 发现当系统由规则过渡为混沌时, 密度
矩阵的矩阵元由非对角变为对角, 出现退相干现
象. 上述结果进一步阐述了我们前期工作 [27]的物

理本质, 说明混沌动力学对量子态SU(2)旋转的敏

感性, 量子Fisher信息描述的是量子态演化过程中
本征矢性质, 因而更有利于标识混沌. 最近, 有关
量子受击陀螺模型中利用相空间线性熵的动力学

性质刻画量子混沌的实验已被报道 [28], 希望本文
工作对利用量子Fisher信息的动力学特性实现系
统混沌控制的实验研究有所裨益.

感谢浙江大学物理系王晓光教授的讨论.
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Abstract
Fisher information is an important concept in estimation theory, which has recently been found closely related with

the criteria of the entanglement in quantum information. Under the condition of non-rotating wave approximation, the
classical phase space of the Dicke model displays chaotic dynamic properties. This paper studies the quantum Fisher
information and the dynamic properties of spin squeezing in the interaction system of light and matter described in the
Dicke model. Results reveal that, in the short-time instant state, wherever the initial state is, in a regular region or
a chaotic region, the system displays entanglement; but in the long-time stable state, when the initial state is in the
regular region, the system entanglement disappears, however, when the initial state is in the chaotic region, the system
is always entangled. Compared with the spin-squeezing dynamic properties of the system, Fisher information is found
to be able to effectively characterize quantum chaos. On further examination on the dynamic evolvement properties of
the density matrix and purity of the system when in the regular and chaotic regions, we find that chaos gives rise to
decoherence of the system, showing that quantum information become more sensitive to chaos.
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