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忆阻元件与RLC以及二极管串并联

电路的特性研究∗

王天舒 张瑞德 关哲 巴柯 俎云霄†

(北京邮电大学电子工程学院, 北京 100876)
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对第四类基本电路元件: 忆阻元件与RLC以及二极管串并联电路特性进行了研究, 分别建立了两种电
路的数学模型, 并进行了仿真研究, 分析了电路中的电容、电感、电阻等参数对电路特性的影响, 得出了相关的
结论.
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1 引 言

自从 2008年惠普实验室给出实际存在的忆
阻器模型以来 [1], 对于忆阻元件的研究日益增长,
越来越多的学者对于忆阻元件的非线性进行研

究 [2−7]. 忆阻元件具有记忆的特性已经使其展现
出广泛的应用前景 [8−11]. 最近国内外研究的热点
有, 田晓波等 [12]对横截面参数对于钛氧化物忆阻

器的导电特性的影响进行了研究. 贾林楠等 [13]对

界面效应在改善忆阻行为方面的作用进行了讨论,
提出了优化忆阻性能的界面纳米点嵌入结构. 包伯
成等 [14]尝试了对忆阻电路进行降维建模, 并对其
特性进行了分析. 国内对于忆阻器的研究已大幅加
重。然而，国外的研究已可进入应用, 如闪存. 国内
相比国外仍有距离.

为了寻找忆阻元件更多可能的应用前景, 同时
也为了探究在含有忆阻元件和R, L, C元件的电路
中, R, L, C 元件参数对电路的影响, 本文针对有
边界条件的忆阻元件在不同电路中的特性展开研

究. 研究中所得到的结论将以直观的图形的形式展
现, 对于忆阻器特性的研究将有益于未来设计忆阻
器相关电路应用的研究.

2 忆阻元件与RLC及二极管串并联

电路的数学模型

2.1 忆阻元件的数学模型

忆阻元件微分形式的数学模型如下 [4]:

uM(t) =

[
Ron

w(t)

D
+Roff

(
1− w(t)

D

)]
iM(t), (1)

dw(t)
dt = µv

Ron
D

iM(t), (2)

其中, D表示忆阻元件的长度, uM表示忆阻元件

两端电压, iM表示通过忆阻元件的电流, Ron表示

忆阻元件全部掺杂时的电阻值, Roff表示忆阻元件

全部不掺杂时的电阻值, w表示忆阻元件的掺杂宽
度, µv表示离子在均匀场中一种情况的常数, t表
示时间.

本文中应用文献 [3]中的公式以及本文对其变
形的等式描述忆阻元件:

iM(t) = − D

2µvRonA
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× 1√√√√√∫ t

0

uM(t)dt

A
+

B2

4A2
− C

A

uM(t),

(3)

uM(t) =

[
1

2
· µvRon(Ron −Roff)

D2

×
∫

iM(t)dt+Roff

]
· iM(t), (4)

(3)式和 (4)式中的参数为

A =
1

2µv
− Roff

2Ronµv
, B =

DRoff
Ronµv

,

C =
Roff

2Ronµv
w2(0)− 1

2µv
w2(0)

− DRoff
Ronµv

w(0).

2.2 忆阻元件与RLC串联电路的数学

模型

电路如图 1所示, 施加激励如下式所示:

i(t) = IM sin(2πft), (5)

其中, IM表示电流峰值, f表示电流的频率.

i↼t↽
M R L C

uM↼t↽ uR↼t↽
uL↼t↽

uC↼t↽
⇁ ⇁ ⇁⇁

֓ ֓֓
֓

图 1 忆阻元件与RLC的串联电路

RLC串联电路中各元件的电压电流关系式为

uR(t) = iR(t) ·R,

uL(t) = L
diL(t)

dt ,

uC(t) = uC(t0) +
1

C

∫ t

t0

iC(ξ)dξ, t > t0,

其中, uR, uL, uC分别为电阻R, 电感L和电容C

两端的电压.
根据KVL可得

u(t) = uM(t) + uC(t) + uL(t) + uR(t). (6)

利用RLC各元件的电流电压关系以及 (4)式,
可以得到忆阻元件与RLC并联电路的u-i关系
式为

u(t) =

[
1

2
· µvRon(Ron −Roff)

D2
·
∫

iM(t)dt+Roff

]

× iM(t) +
1

C

∫ t

t0

iC(ξ)dξ + L
diL(t)

dt
+ iR(t) ·R. (7)

2.3 忆阻元件与RLC并联电路的数学

模型

电路如图 2所示, 施加激励如下式所示:

u(t) = UM sin(2πft), (8)

其中, UM表示电压峰值.

i(t)
M

R

L

C

u(t)

iC(t)

iR(t)

iM(t)

iL(t)

+ -

图 2 忆阻元件与RLC的并联电路

RLC并联电路中各元件的电压电流关系式为

iR(t) =
uR(t)

R
,

iL(t) = iL(t0) +
1

L

∫ t

t0

uL(ξ)dξ, t > t0,

iC(t) = C
duC(t)

dt ,

其中, iC , iL, iR分别表示流经电容, 电感和电阻的
电流.

根据KCL可得

i(t) = iM(t) + iC(t) + iL(t) + iR(t).

利用RLC各元件的电流电压关系以及 (3)式,
可以得到忆阻元件与RLC并联电路的u-i关系为

i(t) = − D

2µvRonA
· 1√√√√√∫ t

0

u(t)dt

A
+

B2

4A
− C

A

uM(t)

+
uR(t)

R
+

1

L

∫ t

0

uL(t)dt+C
duC(t)

dt . (9)
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2.4 忆阻元件与二极管串联电路的数学

模型

电路如图 3所示, 施加的激励如 (5)式所示.

i↼t↽ M

uM(t) uD(t)
⇁ ֓ ⇁ ֓

图 3 忆阻元件与二极管串联的电路

二极管的电压电流关系式如下:

uD(t) = VT ln
(
i(t)

IS
+ 1

)
,

其中, uD表示二极管两端电压, Is表示二极管的反

向饱和电流, VT 表示温度的电压常量. 当T为 300
K时, VT为26 mV.

根据KVL,

u(t) = uM(t) + uD(t).

利用二极管关系式及 (4)式, 可以得到忆阻元
件与二极管串联电路的u-i关系为

u(t) =

[
1

2
· µvRon(Ron −Roff)

D
·
∫

i(t)dt+Roff

]
× i(t) + VT · ln

(
i(t)

IS
+ 1

)
. (10)

2.5 忆阻元件与二极管并联电路的数学

模型

电路图 4所示, 施加的激励如 (6)式所示.

i↼t↽
u↼t↽

M
iM(t)

iD(t)

⇁ ֓

图 4 忆阻元件与二极管并联的电路

二极管的电压电流关系式如下:

iD(t) = IS( e
u(t)
VT − 1),

其中, iD表示流经二极管的电流.
根据KCL,

i(t) = iM(t) + iD(t).

利用二极管关系式及 (3)式, 可以得到忆阻元
件与二极管并联电路的u-i关系为

i(t) = − D

2µvRonA
· 1∫ t

0

u(t)dt

A
+

B2

4A
− C

A

· u(t)

+ IS( e
u(t)
VT − 1). (11)

3 仿真及分析

3.1 忆阻元件与RLC串联电路

本部分就电容、电阻、电感元件参数的大小变

化对忆阻元件与RLC串联电路 i-u关系的影响分
别进行仿真与分析, 说明产生该特性的原理.

3.1.1 电容的影响

改变电容值, 测量电路中的电压和电流变化情
况, 结果如图 5所示.
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-
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0.000000001 F
0.00000001 F

0.00000005 F
1 F

图 5 (网刊彩色) 电容值 i-u关系的影响

从图 5中可发现, 在电容值逐渐从大变小的过
程中, i-u的图形逐渐从斜 8字形变为一个椭圆. 这
是由于在电容值降低的过程中, 电路的总电抗逐
渐增加, 所以电容对整个电路的影响逐渐增强. 当
电容小到一定值时, 可以忽略其他因素对电路的
影响, 从而得到一个近似于纯电容电路的 i-u特性
曲线.

3.1.2 电感的影响

改变电感值, 测量电路中的电压和电流变化情
况, 结果如图 6所示.

从图 6中可发现, 在电感值逐渐从小变大的过
程中, i-u的图形逐渐从斜 8字形变为一个椭圆. 这
是由于在电感值增大的过程中, 电路的总电抗逐
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渐增加, 所以电感对整个电路的影响逐渐增强. 当
电感大到一定值时, 可以忽略其他因素对电路的
影响, 从而得到一个近似于纯电感电路的 i-u特性
曲线.

-2 -1 0 1 2
-5

0

5

u/V

i
/
1
0

-
5
 A

 

 

0.0001 H

0.01 H

0.1 H

1 H

图 6 (网刊彩色) 电感值对 i-u关系的影响

3.1.3 电阻的影响

改变电阻值, 测量电路中的电压和电流变化情
况, 结果如图 7所示.
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图 7 (网刊彩色) 电阻值对 i-u关系的影响

从图 7中可发现, 在电阻值逐渐从小变大的过
程中, i-u的图形逐渐从斜 8字形变为一条直线. 这
是由于在电阻值增大的过程中, 电路的电阻分量逐
渐增加, 所以电阻对整个电路的影响逐渐增强. 当
电阻大到一定值时, 可以忽略其他因素对电路的
影响, 从而得到一个近似于纯电阻电路的 i-u特性
曲线.

3.2 忆阻元件与RLC并联电路

本部分就电容、电阻、电感元件参数的大小变

化对忆阻元件与RLC并联电路 i-u关系的影响分
别进行仿真与分析, 说明产生该特性的原理.

3.2.1 电容的影响

改变电容值, 测量电路中的电压和电流变化情
况, 结果如图 8所示.
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图 8 (网刊彩色) 电容值对 i-u关系的影响

从图 8中可发现, 在电容值逐渐从小变大的过
程中, i-u的图形逐渐从斜 8字形变为一个椭圆. 这
是由于在电容值增加的过程中, 电路的总电抗逐
渐增加, 所以电容对整个电路的影响逐渐增强. 当
电容大到一定值时, 可以忽略其他因素对电路的
影响, 从而得到一个近似于纯电容电路的 i-u特性
曲线.

3.2.2 电感的影响

改变电感值, 测量电路中的电压和电流变化情
况, 结果如图 9所示.
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图 9 (网刊彩色) 电感值对 i-u关系的影响

从图 9中可发现, 在电感值逐渐从大变小的过
程中, i-u的图形逐渐从斜 8字形变为一个椭圆. 这
是由于在电感值减小的过程中, 电路的总电抗逐
渐增加, 所以电感对整个电路的影响逐渐增强. 当
电感小到一定值时, 可以忽略其他因素对电路的
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影响, 从而得到一个近似于纯电感电路的 i-u特性
曲线.

3.2.3 电阻的影响

改变电阻值, 测量电路中的电压和电流变化情
况, 结果如图 10所示.

从图 10中可发现, 在电阻值逐渐从大变小的
过程中, i-u的图形逐渐从斜 8 字形变为一条直线.
这是由于在电阻值减小的过程中, 电路阻抗的电阻
分量逐渐增加, 所以电阻对整个电路的影响逐渐增
强. 当电阻小到一定值时, 可以忽略其他因素对电
路的影响, 从而得到一个近似于纯电阻电路的 i-u
特性曲线.
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图 10 (网刊彩色) 电阻值对 i-u关系的影响

3.3 忆阻元件与二极管串联电路

改变电流源电流值的大小, 测量电路中的电压
和电流变化情况, 结果如图 11和图 12所示.
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图 11 (网刊彩色) 电流值对 i-u关系的影响

从以上两图可以看出, 在小电流下 (0.00005 A
左右), 二极管并没有击穿. 由于二极管具有非线性
电阻特性, 其阻值也会随着电流的变化而变化, 并

且当电流增大时, 二极管电阻呈指数下降, 所以当
二极管电阻下降至一定程度时, 由 (9)式可知, 它对
电路的影响可以忽略不计, 于是, 电路呈现出类似
忆阻元件的 i-u图形. 然而, 当电流源电流幅值更
小时 (0.000005 A左右), 电流无法增加到能使二极
管下降至一定程度, 所以二极管对于电路的影响依
旧很大, 于是呈现如图 12中所示的现象.
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图 12 (网刊彩色) 电流值对 i-u关系的影响
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图 13 (网刊彩色) 频率对 i-u关系的影响
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图 14 (网刊彩色) 频率对 i-u关系的影响

图 13和图 14分别为两种激励值 (图 13激励为

0.00005 A, 图 14激励为 0.000005 A)、不同频率情
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况下电路所展现的 i-u特性曲线. 频率不同会影响
电路中的忆阻元件特性, 频率越低, 忆阻元件的电
阻变化范围越大, 而对二极管的特性没有影响. 所
以忆阻元件和二极管进行串并联时, 频率越低, 忆
阻元件对电路的影响越明显.

3.4 忆阻元件与二极管并联电路

改变电压源电压值的大小, 测量电路中的电压
和电流变化情况, 结果如图 15和图 16所示.
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图 15 (网刊彩色) 电压值对 i-u关系的影响
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图 16 (网刊彩色) 电压值对 i-u关系的影响

从以上两图可以看出, 在小电压下, 二极管并
没有击穿. 由于二极管具有非线性电阻特性, 其
阻值也会随着电压的变化而变化, 并且当电压增
大时, 二极管电阻呈指数下降. 在图 15中, 电压源
电压幅值小 (0.004 V左右), 所以电压变化幅度小,
电压无法增大至足够使得二极管电阻大幅度下降.
又因为在并联电路下, 大电阻对电路的影响可以
忽略不计, 所以电路呈现忆阻元件的 i-u图形, 如
图 15所示. 当电压源电压幅值大时 (0.28 V左右),
电压变化幅度大, 电压可以增加至能使二极管下降
到很小的值. 同样, 因为是在并联电路下, 小电阻

对电路的影响大, 所以二极管对电路的影响变大,
于是呈现如图 16所示的现象, 即近似于二极管与
电压源单独串联时的 i-u关系图. 另外, 可以观察
到在图 16的两边有类似冲激的图像, 这是由于当
电压较大时, 忆阻元件的掺杂宽度大于边界长度而
呈现阻值很小的线性电阻特性.
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图 17 (网刊彩色) 频率对 i-u关系的影响

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

 

 

50 Hz

500 Hz

5000 Hz

u/V

i
/
1
0

-
3
 A

图 18 (网刊彩色) 频率对 i-u关系的影响

以上两图为两种激励值 (图 17激励为0.004 V,
图 18激励为 0.27 V)、不同频率情况下电路所展现
的 i-u特性曲线. 产生变化的原因与3.3中所阐述的
原因相同.

4 结论及潜在应用

通过忆阻元件与RLC串并联电路, 以及与二
极管串并联电路的分析和仿真,可以得出以下结论:

对于有边界条件的忆阻元件与电阻、电容和电

感串并联的电路, 整个电路仍然呈现非线性, 但是
非线性的特性会随着电路的R, L, C参数的变化而
变化.

对于二极管和忆阻元件进行串并联的电路, 由
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于两个元件都是非线性的, 而他们在不同电源幅值
下对整个电路的影响大小不同. 所以在二极管和忆
阻元件串并联的电路中, 不同幅值的电源会有完全
不同的伏安特性.

通过以上的研究分析可知: 可以在电路中增加
R, L, C等元件, 从而得到所需要的非线性曲线, 另
一方面, 可以利用二极管与忆阻元件构成电路, 从
而得到分段不同的伏安特性曲线, 这些特性将让含
有忆阻元件的电路具有更广泛的应用空间. 比如,
二极管与忆阻元件并联的电路在正弦激励下的 i-u
图像有两个脉冲, 如果把脉冲做成开关器件, 就可
以在一个周期内实现自动开关, 第一个脉冲开, 第
二个脉冲关.
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Abstract
The study focuses on studying the basic properties of memristors in RLC circuit and diode circuit. Mathematical

models are built up separately for memristors in the two types of circuits. In order to understand the influence of the
model’s parameters on the circuits’ properties, simulations are made for the two mathematical models. The model’s
parameters include properties such as the capacitance, resistance and inductance. In the final part of the paper, we give
and make conclusions based on the simulation results.
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