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有限时间Lyapunov指数的高精度计算新方法∗
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针对目前有限时间Lyapunov指数 (FTLE)计算方法准确度不高和无法获得边界值的问题, 基于对偶数
理论提出了一种新的高精度计算方法. 首先描述了基于有限空间差分方法计算FTLE 的缺点和问题; 其次介
绍了基于对偶数理论的高精度导数计算方法及其显著优点, 并将动力系统的柯西 -格林形变张量计算问题转
化为对偶数空间中非线性微分方程数值求解问题; 最后对单摆和非线性Duffing振子两个典型物理动力系统
进行了数值实验. 结果表明: 基于对偶数理论的新方法能有效、方便和高精度地计算出有限时间Lyapunov指
数场, 并成功识别出所包含的拉格朗日相关结构.
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1 引 言

Lyapunov指数是定量描述混沌现象的一个重
要物理量, 揭示了非线性动力系统在相空间中相邻
轨道之间收敛或发散的平均指数值 [1−3]. 如果一个
系统的最大Lyapunov 指数大于零, 则相空间中初
始距离无限小的两条轨迹将随时间不断分离, 两者
的间距将呈指数增长, 即呈现混沌现象 [1−3]. 针对
常用Lyapunov指数的缺点, Chen等 [4]以及Ding
和Li[5]提出了非线性局部Lyapunov 指数 (NLLE),
它反映了非线性误差的平均增长率, 可用来估计系
统的可预报期限. 为了度量系统状态对初始值的
敏感性, Lorenz[6]首次提出了有限时间Lyapunov
指数 (FTLE)的概念, 并应用到简单大气模型的研
究中, FTLE是经典Lyapunov指数的一种变形. 在
Haller[7,8]提出将拉格朗日相关结构 (LCS)定义为
有限时间Lyapunov指数场的脊线后, 许多学者将
FTLE引入到非线性动力系统和流体动力学研究
中, 利用流场计算流体质点的FTLE 场来识别流

体结构, 并应用到众多科学领域中 [9−24]. Shadden
等 [17−19]证明了正向和逆向时间FTLE最大值脊
线可以用于确定射流启动涡环的边界, 而且能清
楚地刻画流体被卷吸到涡环的过程. 潘翀等 [20]利

用时间连续二维粒子成像测速 (PIV)技术测量充
分发展的湍流边界层, 通过FTLE方法对测量的平
面速度场分析后揭示出湍流边界层中的典型LCS
是广义马蹄涡结构. 杨岸龙等 [21]利用PIV技术测
量了圆盘启动涡环流场的速度和涡量分布, 在计
算出涡环流场的FTLE和LCS后, 分析了涡环形成
过程中流体的输运和非定常边界. 雷鹏飞等 [22]从

Lagrangian角度数值分析了圆柱瞬时起动过程中
的非定常瞬态流动现象, 通过所提取的LCS研究了
流动分离和旋涡演化过程中的物质输运作用. 近年
来, Gawlik等 [23]将FTLE引入到天文动力学的研
究中, 估计出一些非线性动力系统的LCS. 祁瑞和
徐世杰 [24]利用FTLE定义的LCS, 研究了椭圆限
制性三体问题中的时间周期不变流形的性质. Ali
和Shah[25]将FTLE应用到监控视频和图像群体运
动的分割中, 把群体目标作为流动粒子群后计算出
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FTLE场, 然后利用识别的LCS把人群运动流场分
割成不同区域和检测其动态特性变化.

总之, 基于FTLE的LCS识别方法已经广泛
应用于大气环流 [10,11]、生物运动 [12]、环境污染扩

散 [13,16]、湍流 [14,15,20]、洋流运动 [16,19]、非线性动力

系统分析 [17,22,23]和图像分割 [24]等方面的科学研

究和工程应用中. 但是, 较好地利用该方法的一个
前提条件是能高精度地计算出FTLE场.目前计算
FTLE的常用数值方法是有限空间差分法, 而差分
方法只是空间微分的一种近似. 因为存在截断误
差, 所以在数值模拟数据或实验测量分辨率不高的
情况下计算精度较低. 为了使空间差分方法达到
一定的精度, 必须要求数值模拟网格距足够小或
测量点足够密. 一方面在利用观测数据计算FTLE
时, 受实际条件的限制不可能获得高密度的观测数
据, 例如, 大气和海洋运动矢量观测在有些区域是
稀少的, 而且分布非常不规则. 因为观测数据是散
乱分布的, 所以不适合利用有限空间差分方法计算
FTLE, 甚至在观测点附近如果不存在其他观测
数据就无法计算出FTLE. 另一方面, 因为在计算
FTLE的过程中对每个格点都需要在时间域上数
值求解一个常微分方程, 所以随着数值模拟网格分
辨率增加, 二维/三维FTLE场的计算代价将呈几
何级数增长. 最后, 空间差分方法所固有的一个缺
点是无法计算区域边界上的FTLE值 [10]. 针对上
述有限空间差分方法计算FTLE中的问题, 本文提
出了一种基于对偶数理论 [26,27]的FTLE高精度数
值计算新方法, 主要思想是将空间导数的计算过程
转化为对偶数空间中常微分方程数值求解过程, 然
后形成柯西 -格林形变张量, 从而准确地计算出F-
TLE数值. 通过对单摆和强迫Duffing振子两个非
线性动力系统的数值模拟实验, 结果表明新方法能
有效、方便和高精度地计算有限时间Lyapunov指
数场, 并成功识别出所包含的拉格朗日相关结构.

2 问题描述

非线性动力系统或流体粒子运动学方程的一

般表示形式为

ẋ(t) = V (x(t), t),

x|t=t0 = x0, (1)

其中 t表示时间, x代表系统质心或流体粒子的空
间位置, V (x, t) 是定义在有限空间区域上与时间

相关的速度矢量场. 方程 (1)描述的动力系统的解
可以视作一个流形映射ϕT

t0(x), 表示粒子轨迹从时
刻 t0的初始位置x0一直运动到 t0 + T时刻的位置

ϕT
t0(x)

[7,8]. Lyapunov指数表示初始无穷接近的粒
子在无限大时间上的分离性. 因为在实际问题中
时间域不可能无限, 所以引入有限时间Lyapunov
指数σT

t0(x)来表示相邻粒子之间的混合度或分离

性. 如果将FTLE运用到流体计算中, 它表征的是
在 t0到 t0 + T时间段里x处的流体质点和周围流

体质点运动轨迹之间的平均分离程度. 有限时间
Lyapunov指数计算公式 [7,8]定义如下:

σT
t0(x) =

1

|T |
ln

√
λmax(∆), (2)

式中λmax(∆)表示对称矩阵∆的最大特征值. 而
柯西 -格林形变张量∆的定义如下 [7,8]:

∆ =

( dϕT
t0(x)

dx

)∗

×
dϕT

t0(x)

dx , (3)

式中
dϕT

t0(x)

dx 是流形映射的空间梯度张量, ( )∗表

示矩阵转置. 若FTLE的值σT
t0 6 0, 则表示相邻

点最终靠拢为一点, 对应于不动点和周期运动;
若σT

t0 > 0, 则表示相邻点最终将分离, 对应于轨
迹的局部不稳定性, 如果同时还存在整体的稳定
因素, 则在此作用下轨迹反复折叠形成混沌吸引
子 [7,8]. 另外, 在 (2) 式中末端时间T既可为正数也

可为负数. 如果T > 0, 记为 “正向时间Lyapunov
指数场”, σT

t0的数值越大, 表明流体质点分离或
排斥程度越大; 反之, 如果T < 0, 记为 “逆向时
间Lyapunov指数场”, σT

t0 的数值越大, 表明流体
质点汇聚或吸引程度越大 [24]. 如果设置一定的
阈值, 就可以提取出由FTLE场中极值构成的脊
线, 一般把带有脊线Lyapunov特征的流场结构称
为LCS[7,8,20−23]. 正向时间LCS对应于有限时间
稳定流形, 逆向时间LCS对应于有限时间不稳定
流形 [22−24].

在目前的理论研究和实际应用计算中几乎都

使用有限空间差分方法对 (3)式中的梯度公式进
行离散 [8−25]. 为了讨论问题的方便, 这里暂时只
考虑二维空间运动的情形. 如果 t0 时刻坐标为

xi,j(t0) = (xi,j(t0), yi,j(t0)) 的流体粒子, 经过T时

间后运动到位置xi,j(T ) = (xi,j(T ), yi,j(T )), 则该
流体粒子运动轨迹的空间导数矩阵采用差分方法

离散后可近似表示为 [7,8,20−23]
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dϕT
t0(x)

dx

∣∣∣∣
xi,j

=


xi+1,j(T )− xi−1,j(T )

xi+1,j(t0)− xi−1,j(t0)

xi,j+1(T )− xi,j−1(T )

yi,j+1(t0)− yi,j−1(t0)

yi+1,j(T )− yi−1,j(T )

xi+1,j(t0)− xi−1,j(t0)

yi,j+1(T )− yi,j−1(T )

yi,j+1(t0)− yi,j−1(t0)

 , (4)

其中 (i, j)分别表示二维空间离散网格点编号, 每
个终端位置矢量xi,j(T ) 的确定都需要采用一定的

差分格式逐点求解常微分方程 (1). 相应地, (2)式
和 (3)式经过离散以后可以写为

σT
t0(xi,j) =

1

|T |
ln

√
λmax(∆i,j), (5)

∆i,j =

( dϕT
t0(x)

dx

∣∣∣∣
xi,j

)∗

×
dϕT

t0(x)

dx

∣∣∣∣
xi,j

. (6)

利用 (5)式和 (6)式对 t0时刻排列整齐的流体

粒子逐个分别计算FTLE值, 就获得了FTLE
场 [7,8,20−23]. 分析上面FTLE的计算过程易知存
在两个主要误差源: 首先数值求解常微分方程 (1)
时会引入误差, 随着数值积分时间长度T的增加而

增长; 其次利用有限空间差分方法计算轨迹空间导
数时会引入截断误差. 前者很难避免, 且当积分时
间T较短时引入的误差较小; 后者在空间差分步长

较大时误差显著, 因此空间梯度张量
dϕT

t0(x)

dx 的计

算方法对FTLE值准确度影响较大. 基于有限差分
的FTLE计算方法虽然直观且容易执行, 适合数值
模拟生成的规则格点数据; 但不适合从散乱分布的
大气风矢量和海洋流运动等实际观测数据中导出

FTLE. 另外还存在如下缺点: 数据分辨率低时准
确度不高、无法获得有限区域边界上的FTLE值 [10]

等. 本文提出用基于对偶数理论的新方法取代常用
的有限空间差分法, 以准确计算空间梯度张量, 目
标是克服上述缺点后实现FTLE场的精确计算.

3 基于对偶数理论的FTLE计算

3.1 对偶数的定义

首先介绍一下对偶数的定义和基本性质. 对偶
数最早由Clifford[26]提出, 并由Study[27]进一步拓

展. 其定义如下:

â = a+ εa′, (7)

其中a和a′均为实数, 分别称为基本部分和对偶部
分. 对偶标记 ε不表示任何具体数值, 而且具有性
质 ε ̸= 0和 εn = 0 (n > 1, 即 ε 对所有大于 1的

幂运算都为零)[28,29]. 为了表示方便, (7)式可改写
成二元对形式 â = ⟨a, a′⟩. 两个对偶数相等的条
件是实部与对偶部分别相等; 零对偶数要求实部
与对偶部都为 0. 对偶数的模定义为 |â| = a, 其既
可以为正数, 也可以为负数; 对偶数 â的共扼数为

â∗ = a− εa′, 因此有 ââ∗ = a2. 如果将a和a′都扩

展为向量, 则相应地可以将对偶数 â扩展为对偶向

量. 虽然对偶数概念及其理论的提出已有一百多年
历史, 但直到20世纪80年代, 对偶数才被应用于机
器人运动学、捷联式惯性导航和空间结构等多个领

域的运动学和动力学问题中 [30,31]. 近年来, 对偶数
为高效和精确计算复杂问题的导数信息开辟了一

条新途径 [32,33].

3.2 对偶数运算法则

利用对偶数的性质, 可以将实数域中的代数运
算法则扩展到对偶数空间中. 首先考虑任意两个对
偶数 ⟨x, x′⟩和 ⟨y, y′⟩的加减法和乘法, 显然有

(x+ x′ε)± (y + y′ε)

= (x± y) + (x′ ± y′)ε, (8)

(x+ x′ε)× (y + y′ε)

= xy + xy′ε+ yx′ε+ x′y′ε2

= xy + (xy′ + yx′)ε. (9)

在 (9)式中x′y′ε2项被略去不是因为x′和 y′太小,
而是因为 ε的二次幂运算为零 [33], 所以 (9)式是严
格相等的, 不存在截断误差. 同理, 下面所有关于
对偶数的运算法则都是严格正确的, 不存在任何近
似和假设.接着考虑对偶数的多项式运算, 首先给
出实数域空间中的多项式表达式

P (x) = p0 + p1x+ p2x
2 + · · ·+ pnx

n, (10)

其中多项式系数 p0, p1, p2, · · · , pn均为实数值. 将
对偶数 ⟨x, x′⟩代替实数x代入 (10)式后, 利用对偶
数加法和乘法法则 (8)和 (9)式, 则容易证明:

P (x+ x′ε)

= p0 + p1(x+ x′ε) + p2(x+ x′ε)2
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+ · · ·+ pn(x+ x′ε)n

= p0 + p1x+ p2x
2 + · · ·+ pnx

n + p1x
′ε

+ 2p2xx
′ε+ · · ·+ npnx

n−1x′ε

= P (x) + P (1)(x)x′ε

= ⟨P (x), P (1)(x)x′⟩, (11)

其中P (1)表示实数多项式P (x)关于实变量x的一

阶导数; 而x′是种子数, 可以取任意值. 显然如果
取x′ = 1, 则对偶部分就是多项式函数P (x)一阶

导数 dP (x)/dx的精确值. 进一步, 利用多项式运
算法则 (11)式可以很容易地将对偶数运算扩展到
常用解析函数和复合函数上, 从而获得基本代数运
算和常用标准函数在对偶数空间中的新运算法则,
不完全地罗列如下 [33]:
⟨x, x′⟩/⟨y, y′⟩ = ⟨x/y, (x′y − xy′)/y2⟩ (y ̸= 0),
sin⟨x, x′⟩ = ⟨sin(x), x′ cos(x)⟩ ,
cos⟨x, x′⟩ = ⟨cos(x),−x′ sin(x)⟩,
asin ⟨x, x′⟩ = ⟨asin(x), x′/

√
1− x2⟩ (x ̸= ±1),

acos⟨x, x′⟩ = ⟨acos(x),−x′/
√
1− x2⟩ (x ̸= ±1),

sinh⟨x, x′⟩ = ⟨sinh(x), x′ cosh(x)⟩,
cosh⟨x, x′⟩ = ⟨cosh(x), x′ sinh(x)⟩,
|⟨x, x′⟩| = ⟨|x|, x′signx⟩ (x ̸= 0),
⟨x, x′⟩k = ⟨xk, kxk−1x′⟩ (x ̸= 0),
exp⟨x, x′⟩ = ⟨exp(x), x′ exp(x)⟩,
log⟨x, x′⟩ = ⟨log(x), x′/x⟩ (x > 0).
并且对于一般的双变量基本函数 f有:

f(⟨x, x′⟩, ⟨y, y′⟩)

= ⟨f(x, y), fx(x, y)x′ + fy(x, y)y
′⟩, (12)

(12)式中 fx和 fy是函数 f分别关于自变量x和 y

的导数. (12)式可以进一步扩展到自变量为对偶数
向量 x̂ = x+ εx′的情形:

f(x+ εx′) = ⟨f(x),∇f(x) · x′⟩, (13)

(13)式中x, x′ ∈ Rn都是n维矢量. 当上述对偶
数基本算术运算和函数作用于混合自变量时, 例如
对偶数 ⟨x, x′⟩ 和实数 c, 首先需要将实数 c改写成

对偶数 ⟨c, 0⟩, 然后依据上面的对偶数运算法则进
行计算. 具有任意复杂度的函数 f(x)在x0点上的

导数可以通过使用上面的对偶数算法在 ⟨x0, 1⟩处
直接计算 f(⟨x0, 1⟩)而获得, 结果是 ⟨f(x0), f

′(x0)⟩;
同理自变量为向量x ∈ Rn的函数 f(x)在x0点处

方向x′ ∈ Rn上的方向导数可以在对偶数空间

中直接计算函数 f(⟨x0, x
′⟩)的值而获得, 结果是

⟨f(x0),∇f(x0) · x′⟩.
综上所述, 基于对偶数理论, 实数空间中的复

杂导数计算问题可以转化为对偶数空间中的函数

直接计算过程. 在实数空间中利用有限差分方法计
算函数关于多元自变量的导数值时, 需要对函数中
每个输入量分别进行扰动, 然后利用扰动和未扰动
函数值代入差分公式计算导数值. 如果扰动步长太
大时, 则存在较大的截断误差; 而扰动步长太小时,
又会引入减消误差. 而在对偶数空间中, 直接计算
函数值的同时可以获得函数关于自变量的导数值,
因为避免了差分运算, 所以不会引入截断误差和减
消误差, 在计算机上实现时可以达到机器精度 [33].

3.3 FTLE的新数值算法

常微分方程 (1)的解可以用流形映射x(t0 +

T ) = ϕT
t0(x0) 表示, 对于每个不同初始点x0 =

(x0, y0)可以惟一地确定时间终端位置向量x(t0 +

T ) = (xT , yT )的值. 流形映射ϕT
t0(x0)在本质上

与函数 f(x)是完全相同的, 惟一特殊之处在于
x(t0 + T )与x0之间是通过常微分方程组 (1)相联
系. 显然, 如果是在对偶数空间中数值求解常微分
方程 (1), 则由上面的叙述可知: 在获得x0点处的

流形映射函数ϕT
t0(x)值的同时, 还能够高精度地计

算出x0 点处空间梯度张量
dϕT

t0(x)

dx 的值; 然后将

空间梯度张量
dϕT

t0(x)

dx 值代入 (5)和 (6)式,就可以

计算出x0 点的有限时间Lyapunov指数值. 本文
将这种新方法称为基于对偶数理论的FTLE计算
方法. 针对所分析空间区域中每个离散格点的坐
标xi,j(t0), 采用上述新方法可以逐点计算出FTLE
值, 最终形成FTLE场. 新方法和有限差分方法在
计算上存在明显差别. 有限差分方法在计算FTLE
场时, 首先以分析区域每个离散格点坐标为初始
值, 依次数值求解常微分方程 (1), 得到所有格点
上的时间终端位置后, 再利用差分公式 (4)计算出
FTLE场. 而新方法是在对偶数空间中对离散网格
逐点求解常微分方程 (1)后, 组合成空间梯度张量
计算FTLE值, 对所有网格点循环后形成FTLE场.
从并行计算上分析, 差分方法依赖于附近网格点的
坐标值; 而新方法计算每个网格点FTLE的过程是
完全独立的, 不依赖于周围网格点, 因此具有较大
的自然并行性. 从计算误差上分析, 新方法主要是
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在数值求解常微分方程 (1)时会引入误差; 而有限
空间差分方法在此误差源之外, 在利用差分公式
(4)计算时还会产生截断误差. 因此新方法具有显
著的优越性.

基于对偶数理论的FTLE场计算流程具体如
图 1所示, 详细说明如下.

第一步: 对所分析的二维或三维空间区

域进行离散, 获得一定分辨率的网格点坐标集
xi,j = (xi,j , yi,j), i = 1, 2, · · · , N ; j = 1, 2, · · · ,M .

第二步: 采用一定的差分格式 (如: 四阶龙
格 -库塔算法)实现数值求解微分方程 (1)的程序,
然后利用对偶数空间中的代数运算和标准函数计

算法则对数值计算程序进行修改, 使其适合于对偶
数空间中的运算.

第三步: 从第一个网格点开始, 依次将网格
点实数坐标改写成对偶数形式 (⟨xi,j , 1⟩, ⟨yi,j1⟩),
并作为常微分方程 (1) 的初始条件, 然后利用第
二步中实现的程序在对偶数空间对微分方程进行

数值积分, 同时获得格点上的时间终端位置向量

ϕT
t0(x)和空间梯度张量

dϕT
t0(x)

dx .

第四步: 将所计算的空间梯度张量值代入

(5)式计算出格点上的柯西 -格林形变张量 ∆i,j值,
再利用 (6)式计算出FTLE值.

第五步: 按照网格点下标顺序重复上面的第

三步和第四步, 遍历所有网格点后形成FTLE场,
并终止程序.

4 数值试验结果与分析

4.1 基于对偶数理论的导数计算

为了说明基于对偶数理论计算导数信息新

方法的优势, 首先以一个强非线性微分方程在不
同时刻的状态量对初始值敏感度分析 (sensitivi-
ty analysis)为例进行数值试验. 强非线性微分方
程 [28,34−37]表示如下:

u̇ = tu2,

u|t=0 = u0. (14)

(14)式表示的是在无其他因素影响情况下系统状
态在时间段 t ∈ (0, T ]内变化的数学模型, u̇表示状
态量的变化速度, u0表示初始条件, 末端时间设置
为T = 1.5. 为了计算状态量u(t)对于初始状态u0

的敏感度, 即 s(t) = du(t)/du0, 拟采用两种方法

进行对比试验: 一种是有限差分方法, 另外一种是
基于对偶数理论的敏感度计算方法.

-

图 1 基于对偶数理论的FTLE场计算流程

数值模拟试验中初始值设置为u0 = 0.5, 采用
四阶龙格 -库塔算法数值求解非线性微分方程 (14),
积分步长设置为 τ = 0.005, 积分步数为 300. 有限
差分方法计算敏感度的过程是分别以初值u0和扰

动初值u0 + h积分求解 (14)式得到数值解ui和u′
i,

i = 1, 2, 3, · · · , N , 然后计算不同时刻的敏感度值
si = (u′

i − ui)/h. 基于对偶数理论的敏感度计算
过程是利用对偶数运算法则修改非线性微分方程

(14)在实数空间的四阶龙格 -库塔算法程序, 然后
以对偶数 ⟨u0, 1⟩为初值在对偶数空间中积分到末
端时间T , 同时获得不同时刻的状态变量值ui及其

对初始值的敏感度值 sdi , i = 1, 2, 3, · · · , N . 为了
比较和验证两种方法的准确性, 利用何吉欢提出的
变分迭代方法 (VIM)[28,29,36,37]求得 (14)式的近似
解序列, 然后取迭代次数趋于无穷大时近似解序列
的极限作为解析解. (15)式给出了在时间定义域
t ∈ (0, T ]内状态量及其敏感度的解析解表达式:

u(t) = 2u0/(2− u0t
2),

s(t) = 4/(2− u0t
2)2. (15)

将 (15)中第一式代入 (14)式后可验证解析解的正
确性, 从而说明变分迭代方法 [29,36−40]是一种非常
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有效的非线性微分方程求解方法.
首先利用初值u0和以不同扰动量h = 0.10,

0.05和 0.02形成的扰动初值分别积分非线性微分

方程 (14), 然后利用差分方法求得三组敏感度值,
分别如图 2中点虚线、实线和虚线所示. 而在图 2中

所显示的对偶数新方法值和VIM方法解析解则分
别表示的是利用基于对偶数理论方法和解析表达

式 (15)计算的敏感度值. 从图 2中易知, 基于对偶
数理论的方法能够非常精确地计算出非线性微分

方程 (14)中状态敏感度随时间的变化, 与解析值是
完全重叠的. 而差分方法所计算的敏感度值只在数
值积分初期才与敏感度真实值具有一致性, 随着初
始扰动值的增大和积分时间的延长, 计算的敏感度
值越来越偏离敏感度解析值. 原因是差分方法会引
入截断误差, 而且初值扰动量h越大, 所计算的敏
感度值中截断误差也就越大. 另外, 为了计算一组
敏感度信息, 差分方法需要分别以不同初值对非线
性微分方程 (14)进行两次数值积分; 而对偶数方法
只需要在对偶数空间对 (14)式积分一次, 就能同时
计算出不同时刻的状态量和敏感度值.

0 0.5 1.0 1.5

1

2

3

4

5

6

7

t

(h=0.10)
(h=0.05)
(h=0.02)

VIM

图 2 利用不同方法计算的强非线性微分方程 (14)状态
量敏感度值

0 0.5 1.0 1.5

0

0.4

0.8

1.2

1.6

2.0

t

(h=0.10)

(h=0.05)

(h=0.02)

图 3 利用不同方法计算的强非线性微分方程 (14)敏感
度误差值

为了进一步说明基于对偶数理论新方法的优

越性, 分别计算了不同扰动值差分方法、新方法所
计算的敏感度值与真实敏感度值之间的差值, 如
图 3显示. 在图 3中点虚线表示差分方法扰动量取

h = 0.10时的敏感度误差值, 它的误差值最大, 而
且随时间增长最快; 实线和虚线分别表示扰动量
取h = 0.05和 0.02时的敏感度误差值. 两者对比
可知, 随着初始扰动量的减小, 由差分方法所计算
的敏感度误差具有减小趋势, 但是仍然随时间较快
增长; 点线表示的是基于对偶数理论新方法所计算
的敏感度误差值, 虽然误差随积分时间延长也具有
细微的增长趋势, 但在所研究的时间段内误差曲线
基本上是平坦的, 且远远小于差分方法所计算的敏
感度误差值. 新方法的惟一误差源是四阶龙格 -库
塔算法数值求解非线性微分方程 (14)时所引入的
误差.

4.2 单摆LCS的识别

为了验证基于对偶数理论的有限时间Lya-
punov指数计算新方法的有效性, 首先以典型的单
摆系统 [23]为例进行考查. 单摆运动由常微分方程
组描述如下:

ẋ = y,

ẏ = − sin(x),

(x, y)|t=t0 = (x0, y0). (16)

在经典的动力系统理论中, 已经得到了系统 (16)的
相图, (±π, 0)是两个鞍点, 而 (0, 0)是中心 [23]. 首
先在定义域D = {(x, y) ∈ (−4 6 x 6 4,−4 6 y 6
4)} 内设置网格距h = 0.01, 则可以划分得到一个
规模为 801 × 801的高分辨率离散网格点集合, 每
个网格点坐标对都可作为微分方程数值积分的一

组初始值 (x0, y0). 在数值模拟试验中, 终端时间设
置为T = 10, 采用四阶龙格 -库塔算法对不同初值
点 (x0, y0)分别在实数和对偶数空间中求解单摆运

动微分方程 (16), 积分步长设置为 τ = 0.05, 积分
步数为 200. 然后分别利用有限差分方法和基于对
偶数理论的新方法计算出单摆系统在每个格点上

的有限时间Lyapunov指数, 并以等值图的形式绘
出FTLE场, 分别如图 4 (a)和 (b)所示. 比较图 (a)
和 (b)中的结果可知: 两种方法都可以计算出真实
的FTLE场, 并从其中清晰地识别出脊线结构, 即
LCS, 它们是趋近于两个鞍点的稳定流形. LCS是
单摆相空间中的运动分界面, 将所有轨道划分为周
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期解和旋转解. 从图 4可知, 差分方法和基于对偶
数理论的新方法在网格分辨率很高时都能较准确

地计算出FTLE值和识别出拉格朗日相关结构, 但
比较两图旁边的色标值可知: 由于能准确计算轨迹
空间导数张量, 因此新方法计算的FTLE场比差分
方法具有更精确的最大值, 而这正是LCS所在的位
置; 差分方法在计算FTLE时存在截断误差, 所计
算的FTLE最大值要明显小于新方法, 另外还无法
计算边界上的FTLE场. 如同 3.1部分中的敏感度
计算, 当差分方法的网格距取为无穷小时, 所计算
的FTLE值将逼近基于对偶数理论新方法计算的
FTLE值. 但是, 当网格距取无限小时, 一方面网格
数和计算量都会急剧增加, 另一方面可能会引起减
消误差.
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图 4 高分辨率网格情况下两种方法所计算的单摆系统

FTLE场和LCS (a) 差分方法; (b) 基于对偶数的新方法

图 5是当网格距增大为h = 0.04、网格规模下

降为 201 × 201和终端时间设置为T = 10时, 分
别利用有限差分方法和基于对偶数理论新方法所

计算的单摆系统FTLE场. 从图 5 (a)可知, 差分方
法在较低分辨率网格情况下所计算的FTLE场与
图 4的结果已经存在很大的差别. 图 5 (a)中在脊线
两侧处存在许多虚假结构, LCS的宽度明显变粗,
中心区域的FTLE零值区形状明显发生了变化, 而
且无法计算区域边界FTLE值的问题更加明显. 另

外, 从图 5 (a)的色标值可知, 随着分辨率降低所计
算的最大FTLE值具有减小和偏离真值的趋势. 而
图 5 (b)和图 4 (b)仍然具有较大的一致性, 主要形
状没有任何变化, 最大FTLE值没有减小. 这是因
为基于对偶数理论的新方法在计算FTLE值时不
依赖于周围网格点, 虽然网格变稀疏, 但在每一个
网格点位置上所计算的FTLE值仍然是准确的. 而
利用差分方法计算有限时间Lyapunov指数时, 由
于存在截断误差, 随着网格距变大和分辨率降低,
有限时间Lyapunov指数值的误差将明显增大, 从
而使FTLE场中主要结构形状发生较大改变.
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图 5 低分辨率网格情况下两种方法所计算的单摆系统

FTLE场和LCS (a) 差分方法; (b) 基于对偶数的新方法

4.3 Duffing振子系统LCS的识别

单摆运动方程 (16)中的速度矢量是与时间无
关的, 即LCS表示的是时间周期不变流形. 为了进
一步验证基于对偶数微分的有限时间Lyapunov指
数计算新方法的有效性, 下面以强迫Duffing振子
系统 [17]为例进行考察. 受强迫的Duffing振子系统
运动由常微分方程组描述如下 [17]:

ẋ = y,

ẏ = x− x3 + ε(γ sin(ωt)− δy),

(x, y)|t=t0 = (x0, y0). (17)
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在 (17)式中速度矢量函数是依赖于时间的. 数值模
拟试验中二维空间区域设置为

D = {(x, y) ∈ (−2 6 x 6 2,−1.2 6 y 6 1.2)},

网格距为h = 0.0025, 则可以划分确定一个规模
为 1601 × 961的高分辨率离散网格点集合, 终端
时间设置为T = 10. 强迫项的各个物理参数设置
如下: ε = 0.6, ω = 0.6, γ = 0.17和 δ = 0.2, 积
分步长 τ = 0.05, 积分步数为 200, 同样采用四阶
龙格 -库塔算法对不同的初值点 (x0, y0)分别在实

数和对偶数空间中求解常微分方程组 (17). 然后
分别利用有限差分方法和基于对偶数理论的新方

法计算出Duffing振子系统在每个格点上的有限时
间Lyapunov指数, 并以等值图的形式绘出FTLE
场, 分别如图 6 (a)和 (b)所示. 比较图 6 (a)和 (b)
中的结果可知: 两种方法所计算的FTLE场在空
间分布上是非常类似的, 但色标所标识的最大值
存在较大差别. 主要原因是: 有限空间差分方法
计算某个格点上的FTLE值时需要利用周围多个
格点的初始时间和终端时间的位置坐标, 计算结
果只是一种平均FTLE值; 而基于对偶数的新方法
能够精确计算轨迹空间导数, 相当于有限差分网
格距趋于无限小的情形, 故在图 6 (b)中FTLE最
大值要大于 (a)中的FTLE最大值. 这从一个方面
说明了新方法能更准确地计算FTLE值. 另外, 从
图 4还可知, 两种方法都能清晰地识别出脊线结
构, 即LCS, 由于强迫Duffing振子系统不是保守
系统, 因此等值图中的脊线不是封闭曲线. 从上
面的分析容易得出结论: 差分方法和基于对偶数
理论的新方法在网格分辨率很高的情况下都能较

准确地计算出FTLE场, 并识别出拉格朗日相关结
构. 但通过两图旁边的色标互相比较可知: 由于
能准确计算轨迹空间导数张量, 因此基于对偶数
理论的新方法计算的FTLE场比差分方法具有许
多更大值, 而这正是LCS所在的位置; 差分方法在
计算FTLE时存在截断误差, 在FTLE极值的计算
上要明显小于新方法, 另外还无法计算边界上的
FTLE场.

图 7是网格距增大为h = 0.02、格点规模下

降为 201 × 121和终端时间设置为T = 10时分别

利用有限差分方法和基于对偶数理论的新方法

所计算出的强迫Duffing振子系统的FTLE场. 从
图 7 (a)可知, 差分方法在低分辨率网格情况下所

计算的FTLE场与图 6的结果已经具有较大差别.
在图 7 (a)中脊线呈模糊状, LCS的宽度明显变粗,
而且FTLE场中的许多形状明显发生了变化. 另
外, 无法计算区域边界上FTLE值的问题变得更
加明显, 同时随着分辨率降低, FTLE 最大值进
一步减小. 而图 7 (b)和图 6 (b)仍然具有较大的一
致性, 最大FTLE 值没有减小, 比较图 7 (a)和 (b)
可知: 利用差分方法计算的FTLE最大值和最小
值都具有较大变化, 其中最大值只有新方法计算
的FTLE最大值的一半, 说明已经存在较大的误
差. 从上面分析可知, 在网格数规模降低为原来
的 1/64后, 利用差分方法所计算的有限时间Lya-
punov指数值误差明显增大, FTLE场的形状结构
发生了巨大改变; 而基于对偶数理论的新方法由
于能够独立计算每个格点的有限时间Lyapunov
指数值, 即使在网格分辨率降低的情况下, 仍然
可以准确地计算每个格点上的FTLE值. 从而说
明, 在相同的低分辨率情况下, 相对于传统差分
方法, 基于对偶数理论的新方法具有不受截断误
差影响、能计算区域边界上的FTLE值等优点, 所
获得的FTLE场显著优于常用差分方法所计算的
FTLE场.
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图 6 高分辨率网格情况下两种方法所计算的强迫Duff-
ing振子系统FTLE场和 LCS (a) 差分方法; (b) 基于
对偶数的新方法
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图 7 低分辨率网格情况下两种方法所计算的强迫Duff-
ing振子系统FTLE场和 LCS (a) 差分方法; (b) 基于
对偶数的新方法

5 结 论

本文提出了一种基于对偶数理论 [26,27,30−33]

计算有限时间Lyapunov指数的新方法. 主要思想
是将FTLE定义公式中的轨迹空间导数张量计算
问题转化为对偶数空间中非线性微分方程数值求

解问题, 形成柯西 -格林形变张量后能高精度地计
算出FTLE值. 新方法由于能够避免有限空间差分
计算, 所以不会引入截断误差, 从而克服了FTLE
差分方法计算准确度不高和无法获得边界值的问

题. 首先设计了基于对偶数理论计算有限时间Lya-
punov指数的新算法; 其次通过一个强非线性微分
方程不同时刻状态量对初始值敏感度分析为例, 说
明了基于对偶数理论的新方法在计算导数信息方

面相对于差分方法具有显著优势; 然后针对典型单
摆运动系统和强迫Duffing振子系统进行了数值模
拟试验. 结论如下: 1) 对于高分辨率离散网格, 差
分方法和新方法都能较好地计算出FTLE场和识
别所包含的拉格朗日相关结构, 但在FTLE 最大值
的计算上新方法具有更高准确度; 只有当网格距趋
于无限小时, 差分方法计算结果才在理论上逼近基
于对偶数新方法的结果; 差分方法无法计算边界

上的FTLE值, 新方法能克服此问题; 2) 在网格分
辨率大幅降低后, 差分方法计算的FTLE值变小,
FTLE场的形状和结构有巨大变化, 且边界空白区
问题变严重; 而新方法由于能独立和准确地计算每
个格点上的有限时间Lyapunov指数值, FTLE场
的形状结构和最大值、最小值的变化相对较小; 3)
因为不需要周围格点的信息, 所以新方法在计算上
具有更大的自然并行性; 由于能独立计算单点上的
FTLE值, 因此适合于从非规则分布的自然界流体
运动矢量 (例如: 大气风场和海表流场)观测数据导
出FTLE场, 这也是下一步需要研究的内容. 新方
法可广泛应用于湍流边界层、地球物理流体、流体

力学、环境污染扩散、生物运动和图像分割等领域

的FTLE场计算和拉格朗日结构识别的研究中.
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Abstract
Aiming at the shortcomings of current method of calculating finite-time Lyapunov exponent (FTLE), such as low

accuracy, inability to obtain boundary values, etc., a method of highly accurately computing FTLE is proposed based on
dual number theory. Firstly, the weakness and disadvantages of the finite difference method used widely for computing
FTLE are described. Secondly, the dual number theory is introduced to evaluate the derivatives accurately and efficiently,
and its distinct virtues are also presented. The computation of Cauchy-Green deformation tensors for a dynamical system
is transformed into a numerical integration problem of solving the nonlinear ordinary differential equation in dual number
space by the new method. Finally, the proposed method is applied to typical pendulum system and nonlinear Duffing
oscillator separately. The results of simulation experiments indicate that the new method is effective, convenient and
accurate for computing the field of FTLE, from which Lagrangian coherent structures can be identified successfully.
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structure
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