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负性介电各向异性向列相液晶中空间

光孤子的理论研究∗
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(华南师范大学, 广东省微纳光子功能材料与器件重点实验室, 广州 510006)

( 2014年 3月 11日收到; 2014年 5月 4日收到修改稿 )

对非局域非线性介质向列相液晶中介电各向异性为负时的情况进行了研究. 理论研究表明, 负性介电各
向异性的向列相液晶具有负的非线性系数. 文中给出了其空间非局域响应特征宽度和非线性系数的表达式,
并求出了其非局域响应函数; 其次, 用数值计算的方法给出了其空间孤子的传输结果. 最后, 研究了光束功率
和偏置电压的改变对负性介电各向异性向列相液晶中光束传输的影响, 发现偏置电压的改变会导致光束在负
性介电各向异性液晶中形成孤子所需的临界功率发生改变.
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1 引 言

在特定条件下, 某些介质的非线性响应表现出
非局域的特征, 即介质中空间某点的非线性折射率
不仅与该点的光强有关, 而且还与该点附近的光
强有关. 非局域非线性介质 (比如铅玻璃和液晶)
中的空间光孤子是近年来研究的热点, 此外还有
时空孤子 [1]、宇称 -时间对称介质中的孤子 [2−4]和

格子孤子 [5]等. 光折变晶体模型 [6]、向列相液晶模

型 [7−13]、铅玻璃模型 [12−16] 等都是当前被深入研

究的非局域非线性特性的物理系统. 非局域特性
可以抑制调制不稳定性, 避免二维孤子和涡旋孤子
的塌陷或不稳定, 非局域特性还会对孤子相互作用
产生影响, 导致具有π相位差的双亮孤子之间相互

吸引 [10,17]、双暗孤子之间相互吸引 [18]. 目前在非
局域非线性介质中, 已经有很多种孤子解从实验
上和理论上得到了证实, 例如多极孤子、涡旋孤
子 [19,20]、拉盖尔 -高斯和厄尔米特 -高斯孤子
等 [21,22].

向列相液晶是非局域程度可控的非线性介质,
人们对其做了大量的研究 [23−29]. 向列相液晶其非
线性的物理机制是光场导致的分子重定向. 非局域
性来自于液晶分子之间的相互作用. 在向列相液晶
中仅仅需要毫瓦量级的入射功率就可以实现光孤

子的形成. 在向列相液晶中还可以实现全光开关和
逻辑门. 现在已经发现通过改变向列相液晶上的偏
置电压可以改变液晶分子指向矢的倾角, 从而改变
介质非局域程度的大小.

以上研究中的向列相液晶其介电各向异性都

为正, 有必要对负性介电各向异性液晶进行研究.
液晶的介电各向异性为负时, 其液晶分子对外加电
场的响应与介电各向异性为正时不同. 液晶分子的
在外加电场的极化下, 其指向矢会朝与电场垂直的
方向偏转. 本文给出了可以用于描述光束在负介电
各向异性液晶中传输性质的非线性薛定谔方程和

液晶分子重取向方程, 并在此基础上详细推导了该
类型液晶中对应的非局域特征长度和非线性系数

的表达式. 利用傅里叶级数的方法得到了负性介电
各向异性液晶中的非线性响应函数. 本文运用牛顿
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迭代和边界值问题的多重网格法求解相关方程, 并
通过分步傅里叶法进行了该液晶中高斯光束传输

的数值模拟, 研究了光束功率和液晶盒外加偏置电
压对在液晶中传输的光束的影响. 发现偏置电压的
改变会导致光束在负性介电各向异性液晶中形成

孤子所需的临界功率的改变.

2 理论模型

查阅文献可以知道, 到目前为止, 人们研究向
列相液晶中的光孤子时, 所采用的液晶为正性介
电各向异性液晶, 其构型为平面织构 (planar tex-
ture), 如图 1 (a)所示. 在正性液晶中, 因其介电
各向异性为正, 液晶分子在外加电场的极化下, 其
指向矢会朝向电场方向偏转. 本文讨论垂直织构
(homotopic texture)下负性介电各向异性液晶中
的光孤子, 其构型如图 1 (b)所示. 在负性液晶中,
因其介电各向异性为负, 液晶分子在外加电场的极
化下, 其指向矢会朝与电场垂直方向偏转.

一束在X方向线性极化沿Z方向传输的光束

在向列相液晶中的传输可以用以下非局域非线性

薛定谔方程和液晶分子重取向方程来描述:

2ik∂A
∂Z

+∇2
⊥A+ k20ε

o
a sin(θ + θ̂)

× sin(θ − θ̂)A = 0, (1)

2K

(
∂2θ

∂Z2
+∇2

⊥θ

)
+ ε0

(
− |εrf

a |E2
rf + εop

a

|A|2

2

)
× sin(2θ) = 0, (2)

其中A为缓变包络; εop
a = n2

∥−n2
⊥是液晶的高频光

场介电各向异性; εrf
a = ε∥ − ε⊥ 是液晶的低频电场

介电各向异性, 在本文中 εrf
a < 0; k = k0n e(θ0) 为

光束在液晶中的波数, k0为光束在真空中的波数,
n e(θ0)是 e光在 θ0处的折射率, 近似为

n e(θ0) ≈ n2
⊥ + εop

a sin2 θ, (3)

θ̂(x)为预倾角, 即没有光场时仅由偏置电压引起
的液晶分子指向矢倾角. 液晶盒的厚度为L, 由
于在边界处锚定液晶分子, 所以其边界条件为
θ̂(−L/2) = θ̂(L/2) = π/2. 中心位置的液晶分子预
倾角为 θ0 = θ̂(0), θ是液晶分子指向矢重新取向的
倾角, K是液晶分子的平均弹性系数, ε0为真空中
的介电常数, Erf 为外加的低频电场. 在没有光入
射时, 预倾角分布在X方向上是对称的, 其对称中
心为X = 0, 即液晶盒的中心, 且预倾角只与X有

关. 由如下方程描述:

2K
∂2θ̂

∂X2
− ε0|εrf

a |E2
rf sin(2θ̂) = 0. (4)

运用牛顿迭代法求解方程 (4), 采用KY19-008
型负介电各向异性液晶的参数: n∥ = 1.726,
n⊥ = 1.496, K ≈ 10−11N , εop

a = 0.230, εrf
a = −5.3.

图 2 (a)给出了预倾角随电压的变化关系, 可以看
出, 预倾角关于液晶盒中心呈对称分布. 图 2 (b)所
示为液晶盒中心处的预倾角随着电压的变化规律,
可以看出, 在电压大于阈值电压后, 液晶分子才开
始偏转.

方程 (2)中∂2
zθ项与∇2

⊥θ相比可以忽略, 所以
方程 (2)可以近似为

2K∇2
⊥θ + ε0

(
− |εrf

a |E2
rf + εop

a

|A|2

2

)
sin(2θ)

= 0. (5)

我们知道, 非线性介质中总的折射率n = n0 +∆n,

由于非线性折射率∆n 总是远远小于线性折

射率n0, 所以n2 ≈ n2
0 + 2n0∆n,再根据n2 ≈

n2
e(θ), n2

0 = n2
e(θ0), 可以得到非线性折射率的

表达式为

∆n =
εop
a

2n0
(sin2 θ − sin2 θ0)

=
εop
a

2n0
sin(θ + θ0) sin(θ − θ0). (6)

(a) (b)
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图 1 (a)正性介电各向异性液晶的平面织构示意图; (b)负性介电各向异性液晶的垂直织构示意图
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图 2 (a)负性液晶在偏置电压为 3.01 V时其预倾角的剖面图; (b) 负性液晶中心预倾角随偏置电压的变化曲线

因为傍轴光束引起的液晶分子的角度变化是

非常微小的, 因此我们假设 θ(x, y) = θ̂(x) +

θ̂(x)

θ0
Ψ(x, y), 其中Ψ ≪ 1, 是光场引起的倾角微

扰. 将 θ(x, y)的表达式代入方程 (1)可以得到

2ik∂A
∂Z

+∇2
⊥A+ k20ε

op
a sin(2θ̂) θ̂

θ0
ΨA = 0; (7)

将 θ(x, y)的表达式代入方程 (5)可以得到
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∂X2
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∂X2
+
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a
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2
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(
2θ̂ + 2

θ̂

θ0
Ψ

)
= 0; (8)

结合方程 (3)可以得到

ε0|εrf
a |E2

rf sin(2θ̂) + Ψ

θ0
ε0|εrf

a |E2
rf sin(2θ̂)

+
4K
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a

|A|2

2

)
sin

(
2θ̂ + 2

θ̂

θ0
Ψ

)
= 0. (9)

对 sin
(
2θ̂ + 2

θ̂

θ0
Ψ
)
进行泰勒展开取一阶近似得

sin(2θ̂) + 2 cos(2θ̂) θ̂
θ0

Ψ , 则方程 (9)可以化为

ε0|εrf
a |E2

rf sin(2θ̂) + Ψ

θ0
ε0|εrf

a |E2
rf sin(2θ̂)

+
4K

θ0

∂θ̂
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∂Ψ

∂X
+

2Kθ̂

θ0
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⊥Ψ

− ε0|εrf
a |E2
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[
sin(2θ̂) + 2 cos(2θ̂) θ̂

θ0
Ψ

]

+ ε0ε
op
a

|A|2

2

[
sin(2θ̂) + 2 cos(2θ̂) θ̂

θ0
Ψ

]
= 0. (10)

这里可以忽略 ε0ε
op
a |A|2 cos(2θ̂) θ̂

θ0
Ψ 项, 因为

|εrf
a |E2

rf ≫ εop
a

|A|2

2
, 化简得到

4K

θ0

∂θ̂

∂X

∂Ψ

∂X
+

2Kθ̂

θ0
∇2

⊥Ψ + ε0ε
op
a

|A|2

2
sin(2θ̂)

+ ε0|εrf
a |E2

rf sin(2θ̂)Ψ
(

1

θ0
− 2θ̂

θ0
cot 2θ̂

)
= 0. (11)

因为光束的宽度远远小于液晶盒的厚度, 并且光束
入射位置在液晶盒中心, 则 θ̂(x) ≈ θ0 . 可以忽略
∂θ̂/∂X. 所以方程 (7)和方程 (11)可写为

2ik∂A
∂Z

+∇2
⊥A+ k20ε

op
a sin(2θ0)ΨA = 0, (12)

2K∇2
⊥Ψ + ε0|εrf

a |E2
rf sin(2θ0)

×
[
1

θ0
− 2 cot(2θ0)

]
Ψ +

ε0ε
op
a

2
sin(2θ0)|A|2

= 0. (13)

定义向列相液晶的空间非局域响应特征宽度为

wm =
1

Erf

×
{

2θ0K

ϵ0|εrf
a | sin(2θ0)[1− 2θ0 cot(2θ0)]

} 1
2

, (14)

则方程 (13)可以写为

∇2
⊥Ψ +

1

w2
m

Ψ +
ε0ε

op
a

4K
sin(2θ0)|A|2 = 0. (15)

这里我们就得到了可以用于描述负介电各向

异性液晶中光束传输性质的相互耦合的非局域非

线性薛定谔方程 (12)和重取向方程 (15). 图 3给出

了负性介电各向异性向列相液晶的空间非局域响

应特征宽度wm 随电压变化的曲线及其随中心预
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倾角 θ0的变化曲线. 我们只给出了大于阈值电压
的情况.

我们知道, 当激光照射液晶时, 不仅能使光照
射区域的液晶发生偏转, 而且能使远处没有光照射
区域的液晶分子也发生偏转. 这是由液晶分子之间
的作用所致, 使得激光诱导液晶分子重取向区域远
大于光束分布的范围,这就是向列相液晶非局域特
性的由来.

令K = 0, 相当于液晶分子之间的弹性力为零.
在这种情况下, 光场只能在其所照射区域引起液
晶分子的转向, 这就是局域的情况. 从而可以通过
(13)式得到

Ψ = − εop
a θ0|A|2

2|εrf
a |E2

rf[1− 2θ0 cot(2θ0)]
, (16)

将其代入方程 (12)可以得到

2ik∂A
∂Z

+∇2
⊥A

− k20(ε
op
a )2θ0 sin(2θ0)

2|εrf
a |E2

rf[1− 2θ0 cot(2θ0)]
|A|2A = 0. (17)

我们将其与一般的非线性薛定谔方程

2ik∂A
∂Z

+∇2
⊥A+ 2k20n0∆nA = 0 (18)

对比, 可以得到非线性折射率∆n的表达式:

∆n = − (εop
a )2θ0 sin(2θ0)

4n0|εrf
a |E2

rf[1− 2θ0 cot(2θ0)]
|A|2. (19)

又由∆n = n2|A|2得到非线性系数:

n2 = − (εop
a )2θ0 sin(2θ0)

4n0|εrf
a |E2

rf[1− 2θ0 cot(2θ0)]
. (20)

图 4给出了负性介电各向异性向列相液晶 (KY19-
008)非线性系数n2随电压以及 θ0变化的曲线.

下面引入无量纲化参数,

x = X/wm, y = Y /wm,

z = Z/(kw2
m), u = A/A0, ϕ = Φ/Φ0,

A0 = [8K/k20w
4
mε0(ε

op
a )2 sin2(2θ0)]

1/2,

其中, Φ0 = 2/[k20w
2
mεop

a sin(2θ0)]. 由此可得下述的
无量纲方程:

i ∂u
∂z

+
1

2
∇2

⊥u+ ϕu = 0, (21)

∇2
⊥ϕ+ ϕ = −|u|2, (22)
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图 3 (a)负性介电各向异性液晶中非局域响应特征宽度随偏置电压的变化曲线; (b)负性介电各向异性液晶中非
局域响应特征宽度随中心预倾角的变化曲线
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图 4 (a)负性介电各向异性液晶非线性系数随偏置电压的变化; (b)负性介电各向异性液晶非线性系数随中心预倾角的变化
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这里∇2
⊥ = ∂2

x + ∂2
y , 我们考虑光束在一个X方

向受限 (0 < x < l)的区域传输, 满足边界条件
ϕ|(x=0,l) = 0, 方程 (22)有一个卷积形式的特解:

ϕ(x, y) =

∫ l

0

∫ +∞

−∞
R(x, y;x′, y′)|u(x′, y′)|2

× dx′dy′, (23)

其中R(x, y)为负性介电各向异性液晶的非局域响

应函数,

R(x, y) =

∞∑
m=1

am(y) sin mπx

l
, (24)

其中m为整数, 当m < l/π时有

am = −
√
ζm
l

sin mπx′

l
sin

∣∣∣∣y − y′√
ζm

∣∣∣∣, (25)

当m > l/π时有

am =

√
|ζm|
l

sin mπx′

l
exp

[
−
∣∣∣∣ y − y′√

|ζm|

∣∣∣∣], (26)

这里 ζm = 1/
[
1−

(mπ

l

)2]
, am的表达式说明了当

归一化后的平板厚度 l > π时, 高斯光束引起的倾
角的改变在液晶盒横截面 (X-Z平面)上的分布是
振荡的, 从而在有光场存在时产生振荡的折射率
分布.

本文研究的负性介电各向异性液晶中液晶分

子是垂直于液晶盒表面排列的. 通过改变偏置电压
的大小可以改变液晶分子预倾角的大小, 但在负性
介电各向异性液晶中依然同以前研究的正介电各

向异性液晶中一样存在一个阈值电场Efr
[18] :

Efr = π

√
K/ε0|εrf

a |
L

, (27)

阈值电场Efr与外加低频电场Erf存在一定的关

系, 当Erf < Efr时, 液晶分子的预倾角为π/2, 当
Erf > Efr时, 则有下面的经验公式成立:

θ0 ≈ π

2

(
Efr
Erf

)
, (28)

所以只有在液晶盒外加偏置电压大于一定数值时,
液晶分子才会发生偏转. 将 (27)式代入到 (28)式
中可以得到

Erf = π

√
K/ε0|εrf

a |
L

(
2θ0
π

)− 1
3

, (29)

再将 (29)式代入 (14)式中, 可以得到非局域响应特
征宽度Wm的关于 θ0的表达式:

Wm = π− 4
3 (2θ0)

5
6 sin− 1

2 (2θ0)

× [1− 2θ0 cot(2θ0)]−
1
2L. (30)

由此可以得到无量纲化后的平板厚度 l的表达式:

l =
L

Wm

= π
4
3 (2θ0)

− 5
6 sin 1

2 (2θ0)[1− 2θ0 cot(2θ0)]
1
2 , (31)

l的大小只与 θ0有关. 图 5给出了无量纲化厚度 l关

于 θ0变化的曲线.

l

0 0.2 0.4
0

1

2

3

θ/p unit

图 5 负性介电各向异性液晶无量纲化厚度随中心预倾

角的变化

从图 5可以观察到 l的最大值略微高出π值,
但因为 θ0的表达式 (28)是近似的经验公式, 并非
是精确的, 所以实际上我们进行数值模拟时不管如
何调整 θ0的大小, 都得不到振荡的倾角分布.

3 传输性质研究

图 6为数值模拟负性介电各向异性向列相液

晶中光束传输时的情况, 程序中使用边界值问题
的多重网格法求解液晶分子重取向方程, 然后用
分步傅里叶法对光束进行传输. 当液晶盒厚度为
80 µm, 外加偏置电压为 1.71176 V时, 其中心预倾
角为π/4. 图 6中光束的初始束宽为 4 µm, 均传输
10个瑞利距离. 从图 6 (a)可以看到, 当光束的功
率为0.209 mW时, 形成了稳定传输的光束, 此时衍
射效应和非线性效应达到了平衡, 产生了空间光孤
子, 0.209 mW即为形成孤子传输所需的临界功率
Pc. 图 6 (b)中光束的束宽随纵向传输坐标Z做周

期性的压缩和展宽, 此时的光束功率为 0.400 mW,
大于形成孤子传输的临界功率 0.209 mW, 介质中
的非线性效应大于光束的衍射效应, 光束束宽做初
始压缩的周期性变化, 形成呼吸子. 图 6 (c)中的光
束在随Z轴的传输中逐渐发散开来, 说明此时的功
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率非常小, 在介质中产生的非线性效应远远小于光
束的衍射效应, 可以认为是自然衍射. 通过以上的
对比发现, 虽然我们在负性介电各向异性液晶中得
到了负的非线性系数, 但光束在负性介电各向异性
液晶中的传输仍与之前研究中的类似, 在数值模拟
中得到的是亮孤子.

图 7是功率为 0.310 mW, 初始束宽为 4 µm的
高斯光束在厚度 80 µm的液晶盒外加不同的偏置
电压下的数值模拟传输图像, 图中光束传输 10个
瑞利距离. 图 7 (a)为光束在偏置电压 1.53509 V
下的传输情况, 此时的液晶中心预倾角为 0.35π,
形成了束宽不变、稳定传输的光孤子. 当外加
偏置电压增大为 1.71176 V时 (图 7 (b)), 液晶盒
的中心预倾角变为π/4, 形成了类似于图 6 (b)的
束宽先压缩后展宽的呼吸子, 此时的光束功率
0.310 mW大于形成孤子所需的临界功率. 当偏
置电压减小为 1.48684 V时 (图 7 (c)), 可以看到光

束先展宽后压缩, 是光束功率小于临界功率时形
成呼吸子的现象, 此时的液晶盒中心预倾角 θ0为

0.4π, 功率为 0.310 mW的光束在液晶中产生的非
线性效应比图 7 (a), (b)都小. 通过改变偏置电
压调节预倾角的数值模拟发现, 在中心预倾角为
π/4时, 形成孤子所需的临界功率最小. 我们对
这一现象进行了研究. 从方程 (3) n0的表达式

n0 ≈ (n2
⊥ + εop

a sin2 θ0)
1/2可以知道

n0(θ0 +∆θ) ≈ n0(θ0) + ∆n, (32)

非线性折射率∆n为由光强导致的折射率的改变,

∆n = ∆θ
dn0

dθ0
. (33)

通过 (3)式可以求出

dn0

dθ0
=

εop
a cos θ0 sin θ0√
n2
⊥ + εop

a sin2 θ0

, (34)
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图 6 (a), (b), (c)分别是功率为 0.209, 0.400 和 0.050 mW的高斯光束在液晶盒中形成孤子、呼吸子和自然衍射时情
况, 图中液晶盒厚度均为 80 µm, 外加偏置电压均为 1.71176 V, 高斯光束的束宽均为 4 µm, 传输 10个瑞利距离
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图 7 (a)高斯光束在 1.53509 V的偏置电压下形成的稳定传输的光孤子; (b), (c)高斯光束在液晶盒外加偏置电
压为 1.71176 V, 1.48684 V时形成的呼吸子; 图中液晶盒厚度均为 80 µm, 高斯光束的束宽均为 4 µm, 功率均为
0.310 mW, 传输 10个瑞利距离
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dn0/dθ0在 θ0 = π/4时达到最大值, 即光场引起的
角度改变∆θ一定时, 在 θ0 = π/4时产生的非线性

折射率最大, 所以此时形成孤子所需的临界功率
最小.

4 结 论

向列相液晶是一种重要的非局域程度可控的

非局域非线性介质. 本文研究了向列相液晶中介电
各向异性为负的情况, 构造了液晶分子相对于液晶
盒两侧平板垂直锚定的理论模型. 根据向列相液晶
中的非局域非线性薛定谔方程和液晶分子重取向

方程推导出了介电各向异性为负时的空间非局域

响应特征宽度和非线性系数的解析表达式, 并通过
傅里叶级数法求出了其对应的非局域响应函数. 我
们在负性介电各向异性向列相液晶的数值模拟中

得到了亮孤子. 最后讨论了不同的外加偏置电压对
液晶盒中形成孤子所需临界功率的影响, 指出了在
液晶盒中心分子预倾角为π/4时, 形成孤子所需的
临界功率最小.
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Abstract
In this paper, the nonlocal nonlinear medium, nematic liquid crystals (NLCs) with negative dielectric anisotropy, are

studied. Theoretical research shows that NLCs with negative dielectric anisotropic have a negative nonlinear coefficient.
The analytical expressions for characteristic length of the nonlocal response function and for nonlinear coefficient are
given. Secondly, the solutions for spatial optical solitons in NLCs with negative dielectric anisotropic are obtained by
numerical computation. Finally, the influences of beam power and bias voltage on the propagation of the beam in NLCs
with negative dielectric anisotropic are investigated. The result shows that the critical power of the nonlocal spatial
solitons in NLCs with negative dielectric anisotropic varies with bias voltage.
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