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微结构固体中的孤立波及其存在条件∗

那仁满都拉†

(内蒙古民族大学物理与电子信息学院, 通辽 028043)

( 2014年 4月 1日收到; 2014年 5月 11日收到修改稿 )

根据Mindlin理论, 考虑宏观尺度非线性效应、二次和三次微尺度非线性效应以及微尺度频散效应, 建立
了描述一维微结构固体中纵波传播的一种新模型. 用动力系统定性分析理论, 分析了微结构固体中孤立波的
存在条件及其几何特征, 证明了当介质参数和孤立波传播速度满足适当条件时, 在二次微尺度非线性效应的
影响下微结构固体中可以形成一种非对称孤立波, 在三次微尺度非线性效应的影响下微结构固体中可以形成
一种对称孤立波. 最后, 用数值方法进一步验证了上述结论.
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1 引 言

随着科学技术的发展人们越来越关注微晶、合

金、岩石、陶瓷以及功能梯度材料等微结构固体材

料中波传播问题的研究. 这是因为当今科学技术中
所使用的一些高频波的波长与这些材料的微结构

尺寸有相同的量级, 所以微结构尺寸效应对波场产
生了不可忽视的影响. 这迫使人们研究这些材料的
微结构尺寸效应. 由于经典的连续介质理论不能
对这些材料的力学行为给出准确的描述, 近年来人
们提出了若干描述微结构固体变形与运动的理论

和模型 [1−5], 并开始研究了微观结构固体中波传播
问题 [6−10]. 微结构固体中孤立波形成与传播问题
的研究对固体材料的无损检测与评价具有重要意

义. 因为孤立波在微结构固体中传播时, 其形状、
幅度以及传播速度中携带着反映固体材料内部结

构特征的重要信息, 这可能提供对固体材料进行检
测与评价的一种重要手段. 在文献 [11]中已明确提
出并严格证明了利用微结构固体中形成的孤立波

所携带的信息可以确定固体材料的微结构参数. 文
献 [12—14]中分析了Ablowitz Ladik系统、非线性

薛定谔方程和耦合KdV方程的孤立子解及其存在
与稳定性问题. 文献 [15]对分数阶Lorenz类系统的
复杂动力学行为进行研究并证明了解的存在性与

惟一性.
微结构固体材料由于它们普遍存在的孔隙、位

错、颗粒、裂纹及裂缝等微结构上的不均匀性, 当我
们的观测尺度接近材料的微结构尺寸时, 它们可表
现出与经典的均匀材料很大不同的行为特征, 如
微尺度非线性效应、频散效应和耗散效应等. 文献
[16]中的实验研究也证实了微尺度效应的存在. 因
此, 研究微结构固体材料中波传播问题时, 必须考
虑不同尺度上的各种效应. 文献 [6]中基于Mindlin
理论 [1], 建立了考虑宏观尺度非线性效应、二次微
尺度非线性效应和微尺度频散效应的一种模型, 并
利用此模型证明了微结构固体中可以存在一种非

对称孤立波且给出了孤立波的存在条件.
本文在文献 [6]的基础上, 将建立考虑二次和

三次微尺度非线性效应的一种新模型. 用动力系统
定性分析方法和数值方法, 分析在二次或三次微尺
度非线性效应的影响下微结构固体中可能形成的

孤立波及其存在条件.
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2 模型的建立

描述微结构固体中纵波传播的一维运动方

程为 [6,7]

ρutt = σx, Iψtt = ηx − τ, (1)

这里u表示宏观位移, σ表示宏观应力, ψ表示微形
变, η表示相应的微应力, τ表示微元体间的相互作
用力, ρ和 I是宏观密度和微惯性. 对于一些特殊的
固体材料, 考虑它的宏观尺度非线性效应之外, 还
考虑二次和三次微尺度非线性效应以及微尺度频

散效应, 而忽略耗散效应, 则自由能的最简单形式
可写为

w =
1

2
au2x +

1

2
Bψ2 +

1

2
Cψ2

x +Dψux

+
1

6
Nu3x +

1

6
Mψ3

x +
1

12
Qψ4

x, (2)

这里a, B, C, D, M , N和Q都是常量. 当Q = 0

时, (2)式就是文献 [6, 7, 11]中使用的自由能函数;
当M = 0时, (2)式表示一种各向同性且中心对称
(因为根据Mindlin理论, 各向同性且中心对称的固
体材料自由能的表达式中不能出现奇阶张量项)的
特殊固体材料的自由能的最简单形式. 利用应力计
算公式

σ =
∂w

∂ux
, η =

∂w

∂ψx
, τ =

∂w

∂ψ
, (3)

计算出应力, 并代入方程 (1)可得

ρutt =auxx +Nuxuxx +Dψx,

Iψtt =Cψxx +Mψxψxx +Qψ2
xψxx

−Bψ −Dux. (4)

引入无量纲变量X = x/L, T = tc0/L (c20 = a/ρ),
U = u/U0及几何参数 δ = l2/L2和 ε = U0/L(这里
U0和L是初始激励波的波幅和波长, 而 l是材料微

结构尺寸参数), 则把方程 (4)化成如下无量纲方程:

UTT =UXX +
D

ρεc20
ψX +

Nε

ρc20
UXUXX , (5)

ψ =− Dε

B
UX +

δ

B

(
C

l2
ψXX − aI

ρl2
ψTT

)
+ δ3/2

M

Bl3
ψXψXX + δ2

Q

Bl4
ψ2
XψXX . (6)

把ψ展开为 δ1/2的幂级数得

ψ =ψ0 + δ1/2ψ1 + δψ2

+ δ3/2ψ3 + δ2ψ4 + · · · (7)

比较 (6)和 (7)式得

ψ0 = −Dε
B
UX , ψ1 = 0,

ψ2 =
1

B

(
C

l2
ψXX − aI

ρl2
ψTT

)
,

ψ3 =
M

Bl3
ψXψXX , ψ4 =

Q

Bl4
ψ2
XψXX .

根据从属原理 (slaving principle) [6,8], 把近似关系
ψ = −Dε

B
UX代入ψ2, ψ3, ψ4的表达式中可得

ψ2 =
Dε

B2

(
aI

ρl2
UXTT − C

l2
UXXX

)
,

ψ3 =
MD2ε2

B3l3
UXXUXXX ,

ψ4 = −D
3Qε3

B4l4
U2
XXUXXX .

此时, 由 (7)式得

ψ =− Dε

B
UX + δ

Dε

B2

(
aI

ρl2
UXTT − C

l2
UXXX

)
+ δ3/2

MD2ε2

B3l3
UXXUXXX

− δ2
QD3ε3

B4l4
U2
XXUXXX . (8)

把 (8)式, 代入方程 (5)得

UTT − bUXX − µ

2
(U2

X)X − δ(βUTT − γUXX)XX

+ δ3/2
λ

2
(U2

XX)XX − δ2
χ

3
(U3

XX)XX = 0, (9)

这里 b = 1 −D2/aB, µ = Nε/a, β = D2I/l2ρB2,
γ = D2C/l2aB2, λ = −D3Mε/l3aB3, χ =

−D4Qε2/l4aB4,且0 < b < 1, δ > 0, β > 0, γ > 0.
方程 (9)是本文得到的考虑二次和三次微尺度非线
性效应的一种新模型. 当λ = χ = 0时, 方程 (9)变
成不考虑微尺度非线性效应的波方程; 当χ = 0时,
方程 (9)就变成文献 [6]中得到的非线性波方程. 借
助应变 v = UX , 把方程 (9)改写为 (这里已把大写
的X和T直接改写为小写的x和 t)

vtt − bvxx − µ

2
(v2)xx − δ(βvtt − γvxx)xx

+ δ3/2
λ

2
(v2x)xxx − δ2

χ

3
(v3x)xxx = 0. (10)

方 程 (10)中, µ

2
(v2)xx是 宏 观 尺 度 非 线 性

项,δ(βvtt − γvxx)xx是微尺度频散项, δ3/2λ
2
(v2x)xxx

是二次微尺度非线性项, δ2χ
3
(v3x)xxx是三次微尺度

非线性项.
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3 微结构固体中的孤立波及其存在
条件

为了便于分析, 首先对方程 (10)作如下变换:

v =
2b

µ
u′, x′ =

1√
δβ
x, t′ =

√
b

δβ
t, (11)

代入方程 (10)计算可得 (下式中已把u′, x′, t′改写

为u, x, t)

utt − uxx − (u2)xx − uttxx + α1uxxxx

+ α2(u
2
x)xxx − α3(u

3
x)xxx = 0, (12)

这里α1 =
γ

bβ
> 0, α2 =

λ

µ
β− 3

2 , α3 =
4χb

3µ2
β−2. 由

于方程 (12)是一种不可积的非线性波方程, 所以
很难得到该方程的显示精确解. 为此, 本文用定
性分析方法和数值方法来分析微结构固体中的孤

立波及其存在条件. 为了以后的分析比较, 这里
先给出α2 = α3 = 0时, 波方程 (12)的孤立波解.
此解为 [17]

u =
3

2
(V 2 − 1)sech2[K(x− V t)], (13)

这里K =
1

2

√
V 2 − 1

V 2 − α1
, V 是任意波速. 这是不考

虑微尺度非线性效应时, 由于宏观尺度非线性效应
和微尺度频散效应的平衡而形成的一种对称钟型

孤立波.

3.1 二次微尺度非线性效应影响下形成的

孤立波及其存在条件

当α3 = 0(即 (2)式中Q = 0)时, 方程 (12)
变成

utt − uxx − (u2)xx − uttxx

+ α1uxxxx + α2(u
2
x)xxx = 0. (14)

方程 (14)就是文献 [6]得到的非线性波方程, 此方
程体现了二次微尺度非线性效应. 对方程 (14)进行
行波约化 ξ = x− V t, u = u(ξ)可得

V 2uξξ − uξξ − (u2)ξξ − V 2uξξξξ + α1uξξξξ

+ α2(u
2
ξ)ξξξ = 0, (15)

积分两次, 并利用钟型孤立波满足的边条件
|ξ| → ∞时, u, uξ, uξξ → 0可得

(V 2 − 1)u− u2 − (V 2 − α1)uξξ

+ 2α2uξuξξ = 0. (16)

按照惯例, 令u = x, xξ = y, 则把方程 (16)改写为
如下平面系统:

xξ = y,

yξ =
(V 2 − 1)x− x2

(V 2 − α1)− 2α2y
, (17)

在系统 (17)中存在一条奇直线

y =
V 2 − α1

2α2
, (18)

这条奇直线对系统的相图分析带来困难. 为了消去
这条奇直线, 作如下变换:

dξ = [(V 2 − α1)− 2α2y]dτ, (19)

在此变换下, 系统 (17)变成平面Hamilton系统
dx
dτ = (V 2 − α1)y − 2α2y

2,

dy
dτ = (V 2 − 1)x− x2. (20)

系统 (20)有如下首次积分:

H(x, y) =
1

2
(V 2 − α1)y

2 − 2

3
α2y

3 − 1

2
(V 2 − 1)x2

+
1

3
x3 = h. (21)

在拓扑意义下, 除了奇直线 (18)外, 系统 (17)和
(20)有相同的相图. 因此, 通过分析系统 (20)的
相图, 可得知系统 (17)的相图分布. 易知系统 (20)

有如下四个平衡点: (0, 0),
(
V 2 − 1,

V 2 − α1

2α2

)
,(

0,
V 2 − α1

2α2

)
, (V 2 − 1, 0). 下面分正常频散和反

常频散两种情况进行分析.
情况1 在正常频散 (α1 < 1) [6]情况下, 当

V 2 < α1时, (0, 0)和

(
V 2 − 1,

V 2 − α1

2α2

)
是鞍点,(

0,
V 2 − α1

2α2

)
和 (V 2 − 1, 0)是中心; 当V 2 > 1时,

(0, 0)和

(
V 2−1,

V 2 − α1

2α2

)
是鞍点,

(
0,
V 2 − α1

2α2

)
和 (V 2 − 1, 0)是中心; 当α1 < V 2 < 1 时, (0, 0)

和

(
V 2 − 1,

V 2 − α1

2α2

)
是中心,

(
0,
V 2 − α1

2α2

)
和

(V 2 − 1, 0)是鞍点. 用四阶龙格 -库塔方法绘制
的相图, 如图 1至图 3所示. 分别分析可得如下三
种结论:

1)由相图 1可看出, 当α1 < 1, V 2 < α1时, 在
相平面上只存在一个不被奇直线分割的同宿轨道.
这就是从鞍点 (0, 0)出发围绕中心点 (V 2 − 1, 0)又

回到该鞍点的同宿轨道, 它位于 y轴左侧, 且对于x
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轴是非对称的. 这同宿轨道可无限接近于另一个在
奇直线上的鞍点

(
V 2 − 1,

V 2 − α1

2α2

)
, 但不能通过

此鞍点. 假设在极限情况下通过此鞍点, 并把鞍点
坐标代入同宿轨道方程 (21)(当h = 0时)可得

1

2
(V 2 − α1)

(
V 2 − α1

2α2

)2

− 2

3
α2

(
V 2 − α1

2α2

)3

− 1

2
(V 2 − 1)(V 2 − 1)2

+
1

3
(V 2 − 1)3 = 0, (22)

计算得

α2 = ±1

2

(
V 2 − α1

V 2 − 1

)3/2

. (23)

这表明, 这一同宿轨道存在时需要满足条件

−1

2

(
V 2 − α1

V 2 − 1

)3/2

< α2 <
1

2

(
V 2 − α1

V 2 − 1

)3/2

.

由动力系统的同宿轨道与偏微分方程的孤立波解

之间的关系可知, 此同宿轨道对应于非线性波方程
(14), 满足边条件 |ξ| → ∞时, u, uξ, uξξ → 0的钟

型孤立波解. 因此, 可得到下面的结论1.
结论1 当

α1 < 1, V 2 < α1,

− 1

2

(
V 2 − α1

V 2 − 1

)3/2

< α2 <
1

2

(
V 2 − α1

V 2 − 1

)3/2

时, 在微结构固体中可存在一种满足边条件
|ξ| → ∞时, u, uξ, uξξ → 0的非对称反钟型孤立

波. 这种非对称孤立波是由于二次微观尺度非线性
效应的存在, 破坏原有的宏观尺度非线性效应和微
尺度频散效应的平衡, 并重新建立平衡后形成的一
种新孤立波. 在图 4中给出的数值计算结果进一步

证实了这一结论. 从图 4上可清楚地看到, 在二次
微尺度非线性效应的影响下所形成的孤立波是一

种反钟型孤立波, 且具有明显的非对称特征. 这一
结论与文献 [6]给出的结论一致.

2)由相图 2可看出, 当α1 < 1, V 2 > 1时, 在
相平面上只存在一个不被奇直线分割的同宿轨道.
这就是从鞍点 (0, 0)出发围绕中心点 (V 2 − 1, 0)又

回到该鞍点的同宿轨道,它位于y轴右侧,对于x轴

也是非对称的. 用同样的方法计算可知, 这一同宿
轨道存在时也需要满足条件

−1

2

(
V 2 − α1

V 2 − 1

)3/2

< α2 <
1

2

(
V 2 − α1

V 2 − 1

)3/2

.

因此, 根据动力系统的同宿轨道与偏微分方程的孤
立波解之间的关系可得结论2.

-2

1

-1

x

֓

0-1

图 1 α1 = 0.8, α2 = 0.2, V =
√
0.4时, 系统 (20)的相图

-1
10

1y

2

x

-1

图 2 α1 = 0.8, α2 = 0.6, V =
√
2 时, 系统 (20)的相图

结论2 当 α1 < 1, V 2 > 1,

−1

2

(
V 2 − α1

V 2 − 1

)3/2

< α2 <
1

2

(
V 2 − α1

V 2 − 1

)3/2

时, 在微结构固体中可存在一种满足边条件
|ξ| → ∞时, u, uξ, uξξ → 0的非对称钟型孤立波.
在图 5中给出的数值计算结果也表明, 此时在微结
构固体中形成的孤立波是一种非对称钟型孤立波.

3)由相图 3可看出, 当α1 < 1, α1 < V 2 < 1

时, 在相平面内不存在从鞍点 (0, 0)出发又回到该

鞍点的同宿轨道, 故我们得到如下结论3.
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-0.5-1

-1

2

0.50

1

x

图 3 α1 = 0.4, α2 = 0.2, V =
√
0.8时, 系统 (20)的相图

0

-0.1

-10 -5 5 10

-0.2

-0.3

-0.4

-0.5

u

ξ

-0.6

-0.7

-0.8

-0.9

图 4 α1 = 0.8, α2 = 0.2, V =
√
0.4时, 形成的非对称

孤立波 (实线)与孤立波解 (13)(点线)的比较

-10

-1.5

-1.0

-0.5

u

-5 0

ξ

5 10

图 5 α1 = 0.8, α2 = 0.6, V =
√
2时, 形成的非对称孤

立波 (实线)与孤立波解 (13)(点线)的比较

结论3 当α1 < 1, α1 < V 2 < 1时, 在微
结构固体中不可能存在满足边条件 |ξ| → ∞时,
u, uξ, uξξ → 0的钟型孤立波.

情况2 在反常频散 (α1 > 1) [6]情况下, 当

V 2 > α1时, (0, 0)和

(
V 2 − 1,

V 2 − α1

2α2

)
是鞍点,(

0,
V 2 − α1

2α2

)
和 (V 2 − 1, 0)是中心; 当V 2 < 1时,

(0, 0)和

(
V 2−1,

V 2 − α1

2α2

)
是鞍点,

(
0,
V 2 − α1

2α2

)
和 (V 2 − 1, 0)是中心; 当 1 < V 2 < α1时, (0, 0)

和

(
V 2 − 1,

V 2 − α1

2α2

)
是中心,

(
0,
V 2 − α1

2α2

)
和

(V 2 − 1, 0)是鞍点. 在反常频散情况下的分析完
全类似于正常频散情况的分析, 故这里已忽略.

3.2 三次微尺度非线性效应影响下形成的

孤立波及其存在条件

当α2 = 0 (即 (2)式中M = 0)时, 方程 (12)
变成

utt − uxx − (u2)xx − uttxx

+ α1uxxxx − α3(u
3
x)xxx = 0, (24)

此方程体现了三次微尺度非线性效应. 作行波约化
ξ = x− V t, u = u(ξ)可得

V 2uξξ − uξξ − (u2)ξξ − V 2uξξξξ

+ α1uξξξξ − α3(u
3
ξ)ξξξ = 0, (25)

积分两次, 并利用边条件 |ξ| → ∞时, u, uξ, uξξ →
0可得

(V 2 − 1)u− u2 − (V 2 − α1)uξξ

− 3α3u
2
ξuξξ = 0. (26)

令u = x, xξ = y, 则把方程 (26)改写为如下平面
系统:

xξ = y,

yξ =
(V 2 − 1)x− x2

(V 2 − α1) + 3α3y2
. (27)

系统 (27)存在两条奇直线

y1 =

√
α1 − V 2

3α3
, y2 = −

√
α1 − V 2

3α3
. (28)

为了消去这两条奇直线, 作如下变换:

dξ = (V 2 − α1 + 3α3y
2)dτ, (29)

在此变换下, 系统 (27)变成平面Hamilton系统
dx
dτ = (V 2 − α1)y + 3α3y

3,

dy
dτ = (V 2 − 1)x− x2. (30)
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系统 (30)有如下首次积分:

H(x, y) =
1

2
(V 2 − α1)y

2 +
3

4
α3y

4 − 1

2
(V 2 − 1)x2

+
1

3
x3 = h. (31)

在拓扑意义下, 除了两条奇直线 (28)之外, 系
统 (27)和 (30)有相同的相图. 因此, 通过分
析系统 (30)的相图, 可获知系统 (27)的相图
分布. 系统 (30)有如下六个平衡点: (0, 0),(
V 2 − 1,

√
α1 − V 2

3α3

)
,
(
V 2 − 1,−

√
α1 − V 2

3α3

)
,(

0,

√
α1 − V 2

3α3

)
,
(
0,−

√
α1 − V 2

3α3

)
, (V 2 − 1, 0).

下面也分正常频散和反常频散两种情况进行分析.

-2 -1

-1

1

2

y

x

-2

0

图 6 α1 = 0.8, α3 = 0.1, V =
√
0.6时, 系统 (30)的相图

情况1 在正常频散 (α1 < 1)情况下, 当V 2 <

α1, α3 > 0时, (0, 0),
(
V 2 − 1,

√
α1 − V 2

3α3

)
和(

V 2 − 1,−

√
α1 − V 2

3α3

)
是鞍点,

(
0,

√
α1 − V 2

3α3

)
,(

0,−

√
α1 − V 2

3α3

)
和 (V 2 − 1, 0)是中心; 当V 2 >

1, α3 < 0时, (0, 0),
(
V 2 − 1,

√
α1 − V 2

3α3

)
和(

V 2 − 1,−

√
α1 − V 2

3α3

)
是鞍点,

(
0,

√
α1 − V 2

3α3

)
,(

0,−

√
α1 − V 2

3α3

)
和 (V 2 − 1, 0)是中心; 当α1 <

V 2 < 1, α3 < 0时, (0, 0),
(
V 2− 1,

√
α1 − V 2

3α3

)
和(

V 2 − 1,−

√
α1 − V 2

3α3

)
是中心,

(
0,

√
α1 − V 2

3α3

)
,(

0,−

√
α1 − V 2

3α3

)
和 (V 2−1, 0)是鞍点. 用数值方

法绘制的相图, 如图 6至图 8所示. 分别分析可得
如下三种结论:

-1
0

1 2

x

1

2

y

-1

-2

图 7 α1 = 0.8, α3 = −0.5, V =
√
2时, 系统 (30)的相图

-0.5 0-1

-0.5

10.5

x

0.5

1.0

y

-1.0

图 8 α1 = 0.6, α3 = −0.2, V =
√
0.8时, 系统 (30)的

相图

1)由相图 6可看出, 当α1 < 1, V 2 < α1,
α3 > 0时, 在相平面上只存在一个不被两条奇直线
分割的同宿轨道. 这就是从鞍点 (0, 0)出发围绕中

心点 (V 2−1, 0)又回到该鞍点的同宿轨道,它位于y
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轴左侧, 两条奇直线之间, 且对x轴是对称的. 这一
同宿轨道可无限接近于另两个在奇直线上的鞍点(
V 2 − 1,

√
α1 − V 2

3α3

)
和

(
V 2 − 1,−

√
α1 − V 2

3α3

)
,

但不能通过这两个鞍点. 假设在极限情况下可
通过这两个鞍点, 把鞍点坐标代入同宿轨道方程
(31)(当h = 0时)可得

1

2
(V 2 − α1)

(
α1 − V 2

3α3

)
+

3

4
α3

(
α1 − V 2

3α3

)2

− 1

2
(V 2 − 1)(V 2 − 1)2 +

1

3
(V 2 − 1)3 = 0, (32)

计算得

α3 =
1

2

(α1 − V 2)2

(1− V 2)3
. (33)

这表明, 这一同宿轨道存在时应满足条件0 < α3 <
1

2

(α1 − V 2)2

(1− V 2)3
. 因此, 由动力系统的定性分析理论

可得下面的结论4.
结论4 当α1 < 1, V 2 < α1, 0 < α3 <

1

2

(α1 − V 2)2

(1− V 2)3
时, 在微结构固体中可存在满足边

条件 |ξ| → ∞时, u, uξ, uξξ → 0的一种对称的反钟

型孤立波. 这说明, 在三次微尺度非线性效应的影
响下, 孤立波不出现非对称特征, 只是孤立波的宽
度发生了改变. 在图 9中给出的数值计算结果进一

步证实了这一结论. 由此可见, 文献 [6]给出的微
结构固体中只存在非对称孤立波的这一结论是不

完善的, 只有二次微尺度非线性效应的情况下才
正确.

2)由相图 7可看出, 当α1 < 1, V 2 > 1, α3 < 0

时, 在相平面上只存在一个不被两条奇直线分割的
从鞍点 (0, 0)出发围绕中心点 (V 2 − 1, 0)又回到该

鞍点的同宿轨道. 它位于 y轴右侧, 两条奇直线之
间, 且对x轴是对称的. 此同宿轨道的存在条件为
1

2

(α1 − V 2)2

(1− V 2)3
< α3 < 0. 这样, 可得到下面的结论

5.
结论5 当α1 < 1, V 2 > 1, 1

2

(α1 − V 2)2

(1− V 2)3
<

α3 < 0时, 在微结构固体中可存在满足边条件
|ξ| → ∞时, u, uξ, uξξ → 0的一种对称钟型孤立波.
从图 10中给出的数值计算结果也能看到一种对称

的钟型孤立波, 这进一步证实了上述结论.
3)由相图 8可看出, 当α1 < 1, α1 < V 2 < 1,

α3 < 0时, 在相平面内不存在从鞍点 (0, 0)出发又

回到该鞍点的同宿轨道, 故可得到下面的结论6.
结论6 当α1 < 1, α1 < V 2 < 1, α3 < 0时,

在微结构固体中不可能存在满足边条件 |ξ| → ∞

时, u, uξ, uξξ → 0的钟型孤立波.

-10 -5 5

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

u

ξ

-0.5

-0.6

0 10

图 9 α1 = 0.8, α3 = 0.3, V =
√
0.6时, 形成的对称孤

立波 (实线)与孤立波解 (13)(点线)的比较

1.5

1.0

-10 -5 5 100

ξ

u

0.5

图 10 α1 = 0.8, α3 = −0.5, V =
√
2时, 形成的对称孤

立波 (实线)与孤立波解 (13)(点线)的比较

情况3 在反常频散 (α1 > 1)情况下, 当V 2 >

α1, α3 < 0时, (0, 0),
(
V 2 − 1,

√
α1 − V 2

3α3

)
和(

V 2 − 1,−

√
α1 − V 2

3α3

)
是鞍点,

(
0,

√
α1 − V 2

3α3

)
,(

0,−

√
α1 − V 2

3α3

)
和 (V 2 − 1, 0)是中心; 当V 2 <

1, α3 > 0时, (0, 0),
(
V 2 − 1,

√
α1 − V 2

3α3

)
和(

V 2 − 1,−

√
α1 − V 2

3α3

)
是鞍点,

(
0,

√
α1 − V 2

3α3

)
,(

0,−

√
α1 − V 2

3α3

)
和 (V 2 − 1, 0)是 中 心; 当

1 < V 2 < α1, α3 > 0时, (0, 0),
(
V 2 −
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1,

√
α1 − V 2

3α3

)
和

(
V 2 − 1,−

√
α1 − V 2

3α3

)
是中心,(

0,

√
α1 − V 2

3α3

)
,
(
0,−

√
α1 − V 2

3α3

)
和 (V 2 − 1, 0)

是鞍点. 在反常频散情况下的分析完全类似于正常
频散情况的分析, 故这里忽略.

4 结 论

本文考虑宏观尺度非线性效应、二次和三次微

尺度非线性效应以及微尺度频散效应, 建立了一维
微结构固体中纵波传播的新模型. 采用动力系统定
性分析方法和数值方法, 详细分析了在二次和三次
微尺度非线性效应的影响下, 微结构固体中孤立波
的存在条件及其几何特征, 进而证明了当介质参数
和孤立波传播速度满足适当条件时, 在二次微尺度
非线性效应的影响下微结构固体中可以形成一种

非对称钟型孤立波, 在三次微尺度非线性效应的影
响下微结构固体中可以形成一种对称钟型孤立波.
本文结果补充完善了文献 [6]的结果, 证明了在适
当条件下, 微观结构固体中既可以形成非对称钟型
孤立波, 也可以形成对称钟型孤立波. 微观结构固
体中对称与非对称孤立波等多种孤立波的存在, 对
固体材料性能的无损检测与评价提供了更多的信

息, 为设计一种有效的检测方法提供了更多有价值
的理论依据.
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Abstract
By taking into account the macroscale nonlinear effect, quadratic and cubic microscale nonlinear effects, and

microscale dispersion effect, a new model capable to describe the longitudinal wave propagation in one-dimensional
microstructured solid is established based on the Mindlin theory. Using the qualitative analysis theory in the planar
dynamical systems, we have analyzed the existence conditions and geometrical characteristics of solitary waves, and
proved that the faces under the influence of quadratic microscale nonlinear effect, can form an asymmetric solitary wave
in the microstructured solid; and under the influence of cubic microscale nonlinear effect, they can form a symmetric
solitary wave in the microstructured solid, when the medium parameters and the propagation speeds of solitary waves
satisfy certain appropriate conditions. Finally, the above results are further verified using a numerical method.
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