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在非惯性系中处于热库中的两个腔的纠缠动力学∗

梁艳 吴奇成 计新†

(延边大学理学院物理系, 延吉 133002)
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研究了非惯性系中处于热库中的两个腔的纠缠动力学. 不仅考虑了加速参数对纠缠的影响, 还考虑了
Unruh单粒子态左右成分之间的不同比率对纠缠的影响. 结果表明: 加速参数一定时, 随着腔间纠缠的减少,
热库间的纠缠将会增加; 此外, 当初始状态为最大纠缠, 并且, |qR| = 1时, 粒子和反粒子模之间会产生纠缠的
再分配; 发现当 |qR| = |qL| = 1/

√
2, 在无限加速参数下发生纠缠猝死现象; 当 qR < 1/

√
2 时, 纠缠在有限加

速参数下就会发生纠缠猝死现象.
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1 引 言

纠缠在量子信息理论中扮演着重要角色, 作为
一种重要资源, 它被广泛应用于量子通信 [1,2]、量

子隐形传送 [3,4]、量子密码术 [5] 和量子计算 [6] 等

各种量子计算任务中. 然而, 在量子信息处理过
程中, 系统将不可避免地与环境发生相互作用, 从
而产生量子消相干现象, 这极大地阻碍了量子信
息处理实用化的进程. 因此, 很多学者都致力于
研究量子系统的消相干问题. 迄今为止, 惯性系
中的纠缠演化特性已经得到了广泛的研究 [7−13].
Yu和Eberly[7,8]发现, 由于自发辐射的存在, 两量
子位纠缠会在有限时间内突然消失, 即发生纠缠
猝死现象, 并且, 这一现象已经在实验室中被观察
到 [9,10]. Dodd 等 [11]研究了开放系统中两粒子之

间的解纠缠和消相干现象. Jamróz 等 [12]研究了

与真空腔发生相互作用的两个原子的纠缠特性.
Lopez 等 [13]研究了与热库相互作用的两个腔的纠

缠特性. 我们知道, 对于任何完整的理论模型来
说, 相对论都是一个不可或缺的组成部分, 因此,
对非惯性系下纠缠特性的研究已经得到了越来越

多的关注 [14−23]. Alsing 和 Milburn[14]研究了非惯

性系下的量子隐形传送, 发现量子纠缠度降低了.
Fuentes-Schulle 和 Mann[15]证明了两个观察者通

过探测两个自由玻色模中的一个就决定了两模之

间的纠缠, 并且观察了测量的相关性. 他们发现,
在非惯性系下, 当观察者做相对加速运动时, 初始
处于最大纠缠的量子态的纠缠度降低了, 这说明
在非惯性框架下纠缠是依赖于观察者的. Alsing
等 [16]分析了自由狄拉克场两模间的纠缠, 发现纠
缠度降低了, 并且, 在无限加速情况下纠缠渐近地
达到一个非零最小值. Wang和Jing[17]研究了振幅

阻尼通道下非惯性系的量子消相干, 发现在有限加
速下就已经出现了纠缠死亡现象, 加速越大, 纠缠
死亡出现得越早. Zhang 等 [18]研究了振幅阻尼通

道下不同初始态的纠缠演化特性, 发现不同初始态
的纠缠沿着不同的曲线演化. 最近, Bruschi 等 [19]

分析了在非惯性系中研究纠缠常用的单模近似的

有效性, 揭示了正则分析中所用的纠缠态可以看成
是一个 Minkowski 模和一个 Unruh 模的纠缠态,
并且, 任何一个 Unruh 单粒子态都包含不同的左
右成分. 基于这一结果, Wang 和 Ji[22]研究了非惯

性系的量子消相干, 结果发现不论是在振幅阻尼通
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道, 还是相位阻尼通道, 随着加速参数的增长较早
地出现了纠缠死亡现象, 并且发现随着 qR 的增大

初始纠缠减小. 本文分析非惯性系下处于热库中的
两个腔的纠缠动力学, 不仅考虑加速参数对纠缠的
影响, 还要考虑 Unruh 单粒子态左右成分之间的
不同比率对纠缠的影响.

2 纠缠演化

假设 Alice 和 Rob 各自拥有一个单模腔和热
库系统, 并且, 单模腔与多模热库之间的相互作用
由如下的哈密顿描述 [13]:

Ĥ = ~wa†â+ ~
N∑

k=1

wk b̂
†b̂

+ ~
N∑

k=1

gk(âb̂
† + b̂â†). (1)

考虑腔模包含一个单光子, 相应的热库处于真空状
态, 即 |ϕ0⟩ = |1⟩c ⊗ |0⟩r, 其中, |0⟩r =

∏N
k=1 |0k⟩r.

当 N 趋近于无穷时, 在 (1)式所示的哈密顿作用
下, 态 |ϕ0⟩ 演化为

|ϕt⟩cr = ξ(t)|1⟩c|0⟩r + χ(t)|0⟩c|1⟩r, (2)

其中 |1⟩r =
1

χ(t)

∑N
k=1 λk(t)|1k⟩r (|1k⟩ 表示热

库中第 k个模有一个光子), 振幅 χ(t) 收敛于

χ(t) = [1− exp (−κt)]1/2, 振幅 ξ(t) 收敛于 ξ(t) =

exp
(
− κt

2

)
, κ 是振幅衰减系数. 在这里, 腔和热

库可以看成是一个有效的两比特系统.
下面,我们用纠缠度量方法 Negativity (N)来

研究腔系统和热库系统的纠缠演化特性. Negativ-
ity 定义为部分转置密度矩阵的负本征值的和. 如
果 λi 是任意部分转置二量子位密度矩阵ρAB 的本

征值, 则 Negativity 为

NAB =
1

2

∑
i

(|λi| − λi) = −
∑
λi<0

λi, (3)

Negativity 的最大值 (对应最大纠缠)依赖于纠
缠态的维数, 对于二维系统, Negativity 的最大
值 Nmax

AB = 1/2. 假设腔和热库初始处于

|Φ0⟩ = (α|0⟩c1 |0⟩c2 + β|1⟩c1 |1⟩c2)|0⟩r1 |0⟩r2 (4)

态. 由 (2)式可知, 整个系统经历时间 t后将演化为

|Φt⟩ =α|0⟩c1 |0⟩r1 |0⟩c2 |0⟩r2
+ β|ϕt⟩c1r1 |ϕt⟩c2r2 . (5)

假设 Alice 在 Minkowski 时空中做匀速直线
运动, Rob 在 Rindler 时空中做匀加速双曲线运
动 (相应的 Rob 所拥有的腔模和热库模都用 Un-
ruh 模表示 [19]), 如图 1所示.

Rob

I

x

ct

II

AntiaRob

η=const

χ=const

Alice

图 1 Rindler 时空图 [17] χ = const 对应于双曲线,
η = const 对应于通过原点的直线; 匀加速观察者 Rob
(AntiRob) 沿着区域 I(区域 II)的一只双曲线运动

在狄拉克场中, 从 Rob 的角度来看, Unruh 真
空态处于两模压缩态 [16,19]:

|0⟩U = cos r|0⟩I|0⟩II + sin r|1⟩I|1⟩II, (6)

这里, cos r = [exp(−2πωc/a)+1]−1/2, a是 Rob的
加速度, ω 是狄拉克粒子的频率, c 是真空中的光
速, |n⟩I 和 |n⟩II 分别表示区域 I 和 II (如图 1所

示)的 Rindler 模.
由于 Unruh 单粒子态包含不同的左右成

分 [19],因此,狄拉克场中惟一的激发态可以表示成:

|1⟩U = qL|0⟩I|1⟩II + qR|1⟩I|0⟩II, (7)

这里, qR 和 qL 是复数, 满足 |qR|2 + |qL|2 = 1. 为
了方便, 我们只考虑 qR 和 qL 是实数的情形. 按
照 Alice的 Minkowski模和 Rob的 Rindler模, 由
方程 (6) 和 (7) 可知, 系统的态将演化为六量子位
系统. 通过约化对应的 II 区域的模, 可以获得 Al-
ice 和 Rob 的密度矩阵, ρI

AR = TrII(|Φt⟩⟨Φt|). 再
约化与热库对应的比特, 则两个腔的约化密度矩阵
可写为

ρI
c1c2 = (β2χ2ξ2q2L + β2χ4 cos2 r

+ α2 cos2 r)|00⟩⟨00|+ αβξ2qR cos r|00⟩⟨11|

+ (β2χ2ξ2q2R + β2χ4 sin2 r

+ α2 sin2 r)|01⟩⟨01|+ αβξ2qL sin r|01⟩⟨10|

+ αβξ2qL sin r|10⟩⟨01|
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+ β2ξ2(χ2 cos2 r + ξ2)|10⟩⟨10|

+ αβξ2qR cos r|11⟩⟨00|

+ β2ξ2(χ2 sin2 r + ξ2)|11⟩⟨11|. (8)

通过计算可以得到这两个腔的部分转置密度矩阵

及其负特征值. 这个部分转置矩阵是块对角的, 并

且只有如下的对角阵

 β2χ2ξ2q2R + β2χ4 sin2 r + sin2 rα2 αβξ2qR cos r

αβξ2qR cos r β2ξ2(χ2 cos2 r + ξ2)

 (9)

对 Negativity 有贡献, 在此, 使用的基矢是 |01⟩ =
|0⟩c1 |1⟩I

c2 , |10⟩ = |1⟩c1 |0⟩I
c2 .

另一方面, 通过约化与腔对应的比特, 则热库的约
化密度矩阵可以写为

ρI
r1r2 = (β2χ2ξ2q2L + β2ξ4 cos2 r + α2 cos2 r)|00⟩

× ⟨00|+ αβχ2qR cos r|00⟩⟨11|

+ (β2χ2ξ2q2R + β2ξ4 sin2 r

+ α2 sin2 r)|01⟩⟨01|+ αβξ2qL sin r|01⟩⟨10|

+ αβχ2qL sin r|10⟩⟨01|

+ β2χ2(ξ2 cos2 r + χ2)|10⟩⟨10|

+ αβχ2qR cos r|11⟩⟨00|

+ β2χ2(ξ2 sin2 r + χ2)|11⟩⟨11|. (10)

考虑最简单的情况 (qR = 1), 此时, 腔系统和热库
系统的 Negativity 分别为

Nc1c2 =
1

4

{
− β2χ2(3ξ2 + χ2

+ (ξ2 − χ2) cos 2r)− 2α2 sin2 r

+ [−8β2ξ2 cos2 r(2α2(χ2 sin2 r − ξ2)

+ 2β2χ4(ξ2 + χ2 sin2 r))

+ β2χ2(3ξ2 + χ2 + (ξ2 − χ2) cos 2r

+ 2α2 sin2 r)2]1/2
}
, (11)

Nr1r2 =
1

4

{
− β2ξ2(3χ2 + ξ2 + (χ2 − ξ2) cos 2r)

− 2α2 sin2 r + [−8β2χ2 cos2 r

× (2β2ξ4(ξ2 sin2 r + 2α2(χ2 + ξ2 sin2 r))

+ β2ξ2(3χ2 + ξ2 + (χ2 − ξ2) cos 2r

+ 2α2 sin2 r)2]1/2
}
. (12)

当各参数分别满足
α2

β2
=

χ4(ξ2 + χ2 cos2 r)
ξ2 + χ2 sin2 r

,

和
α2

β2
=

ξ4(χ2 + ξ2 cos2 r)
χ2 + ξ2 sin2 r

时, 腔之间和热库之

间纠缠为零, 即 Nc1c2 = 0, Nr1r2 = 0. 图 2 显示

了当 r = 0.2时腔之间和热库之间的 Negativity演
化情况, 发现随着 κt 的增长, 对于所有的 α, 腔之

间的纠缠都会消失, 而随着 κt 的增加, 热库间纠缠
逐渐建立, 这说明腔之间的纠缠渐渐的转移到了热
库系统中.

为进一步了解纠缠是如何在系统中分享的,
我们研究了系统中任意两体间的纠缠. 首先考虑
约化掉 Rindler II 区后任意两体系统, 即 c1 ⊗ c2,
r1 ⊗ r2, c1 ⊗ r1, c1 ⊗ r2 和 c2 ⊗ r2 的纠缠特性.
如图 3 所示, 随着κt 的增加, 腔之间的纠缠逐渐
衰减, 而热库间的纠缠逐渐增大. 当κt = 0 时, 总
纠缠为 NI = 0.480256. 此外, 通过约化 I 区, 可以
获得 Alice-AntiRob 密度矩阵 ρII

AR, 通过上述相似
的方法我们同样可以研究此时任意两体 (c1 ⊗ c̄2,
r1 ⊗ r̄2, c1 ⊗ r̄1, c1 ⊗ r̄2, c2 ⊗ r̄2) 之间的纠缠特性,
如图 4 所示.
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κt
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0.4

2

4

6

图 2 当 qR = 1, r = 0.2时, 腔系统 c1 ⊗ c2的 Neg-
ativity (红色) 和热库系统 r1 ⊗ r2 的 Negativity (蓝
色) 随 κt 和 α 的演化图

从图 4 中可以发现, 任意两体之间的纠缠都
很低, 当 κt = 0 时, 总纠缠值为 NII = 0.019735,
并且对于所有κt, NI +NII = Nmax

AB = 1/2.
下面研究 Unruh 单粒子态左右部分间的不同

比率对纠缠的影响. 首先, 考虑 Unruh 单粒子态左
右部分间的不同比率对两腔间纠缠的影响, 主要是
考虑 c1⊗ c2 和 c1⊗ c̄2 的纠缠随加速参数 r 的演化

情况. 图 5 描述了 κt = 0, α = 1/
√
2时 Unruh单

粒子态左右部分间的不同比率对两腔纠缠的影响.
从图中可以发现,当 |qR| = 1时, c1⊗c2间的纠缠会

随着加速参数的增加而减小, 而 c1 ⊗ c2间的纠缠
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图 3 当 qR = 1, r = 0.2, α = 1/
√
2时, 约化掉 II区

后任意两体间的 Negativity 随 κt 的演化 c1c2(黑线),
r1r2(虚红线), c1r1(绿线), c1r2(虚蓝线), c2r2(虚紫线)

会随着加速参数的增加而增加, 说明纠缠转移到
了反粒子模中. 而随着 qR 的减小, 纠缠度降低,
当 |qR| = 1/

√
2 时, 在无限加速下, 出现纠缠猝

死现象, 随着 |qR| 的继续减小, 在有限加速情况下
就出现纠缠猝死现象, 并且, c1 ⊗ c2 间的纠缠会随

着 |qR| 的减小而逐渐消失. 同时, 我们还研究了
当 κt = 10, α = 1/

√
2 时 Unruh 单粒子态左右部

分间的不同比率对两个热库间纠缠的影响, 得到了
与两腔纠缠类似的结果.

κt
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图 4 当 qR = 1, r = 0.2, α = 1/
√
2时, 约化掉 I 区

后任意两体间的 Negativity 随 κt 的演化 c1 ⊗ c̄2(黑
线), r1 ⊗ r̄2 (虚红线), c1 ⊗ r̄1(绿线), c1 ⊗ r̄2(虚蓝色线),
c2 ⊗ r̄2 (虚紫线)
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qR=1/  2

图 5 当α = 1/
√
2, κt = 0时, 约化掉 II 区后腔系统 c1 ⊗ c2 的 Negativity(蓝线)和约化掉 I 区后腔系统 c1 ⊗ c2

的 Negativity (红线) 在不同Unruh 单粒子态左右成分比率下随加速参数 r 的演化 (a) qR = 1; (b) qR = 3/4;
(c) qR = 1/

√
2; (d) qR = 1/2

3 结 论

本文分析了在非惯性系下与热库相互作用的

两个腔的纠缠动力学. 发现随着 κt的增长, 对于任
意初始纠缠, 腔之间的纠缠都会消失; 随着 κt 的增

加, 腔之间纠缠逐渐转移到了热库系统中. 本文还
研究了 Unruh 单粒子态左右成分间的不同比率对
两腔间纠缠的影响, 发现当初始纠缠为最大纠缠,
并且 |qR| = 1 时, c1⊗ c2 间的纠缠会随着加速参数

的增加而减小,而 c1⊗c2 间的纠缠会随着加速参数
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的增加而增加, 说明纠缠转移到了反粒子模中. 而
随着 qR 的减小, 纠缠度降低, 当 |qR| = 1/

√
2 时,

在无限加速下, 出现纠缠猝死现象, 随着 |qR| 的继
续减小, 在有限加速情况下就出现纠缠猝死现象,
并且, c1 ⊗ c2 间的纠缠会随着 |qR| 的减小而逐渐
消失. Unruh单粒子态左右部分间的不同比率对两
个热库间纠缠的影响与两腔纠缠情况类似.
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Abstract
We investigate the entanglement dynamics of two cavities interacting respectively with reservoir in non-inertial

frames. We consider not only the influence of acceleration, but also the influence of different rates between right and
left components of the Unruh single-particle state on entanglement. The result shows that the reservoir-entanglement
will increase with the decrease of the cavity-entanglement when the acceleration parameter is fixed. In addition, there
appears the redistribution of entanglement between particle mode and antiparticle mode, when the initial state is in
a maximal by entangled state with |qR| = 1. We also find that the sudden death of entanglement happens in infinite
acceleration limit when |qR| = |qL| = 1/

√
2, whereas the death of entanglement happens at finite acceleration when

qR < 1/
√
2.
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