
物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 2 (2014) 020504

忆阻电路降维建模与特性分析∗
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通过对蔡氏忆阻电路的数学建模分析, 提出了忆阻电路动力学建模的降维问题. 以包含两个磁控忆阻器
的忆阻电路为例, 进行了忆阻电路降维建模, 由此建立了一个三维系统模型. 基于该模型, 分析了忆阻电路的
平衡点和稳定性, 研究了电路参数变化时忆阻电路的动力学特性. 进一步, 对包含两个磁控忆阻器的忆阻电
路常规模型的分析结果和其降维模型的分析结果进行了比较. 结果表明: 忆阻电路降维模型的维数只与电容
器的数量和电感器的数量有关, 而与忆阻器的数量无关; 当电路参数变化时忆阻电路存在分岔模式共存等非
线性现象; 降维建模降低了系统建模复杂度, 有利于系统的动力学特性分析, 但消除了忆阻器内部状态变量的
初始条件对忆阻电路动力学特性的影响.
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1 引 言

一个实际的物理系统, 例如开关电源 [1−3]、复

杂网络 [4,5]等, 往往需要经过抽象、简化并剥离本
质属性后进行数学近似描述和建模, 才能对它进行
系统特性的分析. 对于不同的物理系统, 一般需采
用不同的近似方法从而尽可能地使得建立的系统

数学模型越简单越好. 但对于复杂的物理系统, 所
建立的系统数学模型往往较为复杂, 其系统维数一
般较高, 很难对系统数学模型进行有效的定量分
析. 为了进行定量分析, 通常对物理系统做降维处
理 [2,3], 建立较低维的数学模型, 并进一步做无量
纲、归一化处理 [3], 给出解析解, 使得理论分析结果
对物理系统的工程应用提供有效的指导. 然而, 降
维建模只适用于一些特定场合, 例如开关电源一般
工作在闭环状态, 其反馈输出电压在基准电压附近
的纹波较小, 因此可以用一个恒定电压代替输出电

压 (输出电容电压)[2,3], 这样就消除了输出电容电
压变量, 实现对开关电源系统模型的降维处理. 如
果需要分析开关电源的开环特性时, 就无法进行系
统模型的降维处理.

忆阻器是具有记忆特性的非线性电阻器, 是第
四种无源二端电路元件 [6]. 忆阻器的电阻值随通
过它的电流而改变, 而且当断电时其还能保持之前
的电阻值, 这使得忆阻器成为天然的非挥发性存储
器. 忆阻器的出现将使得集成电路元件变得更小,
计算机可以即开即关, 而且拥有可以模拟复杂的
人脑神经功能的超级能力 [7]. 因此, 忆阻器的记忆
特性将会对计算机科学 [7]、生物工程学 [8]、神经网

络 [9]、电子工程 [10]、通信工程 [11]等领域产生极其

深远的影响. 同时, 忆阻元件的存在使基础元件由
电阻、电容和电感增加到了四个, 忆阻器为电路设
计及忆阻电路应用提供了全新的发展空间 [12−19].

忆阻器是一个物理上新实现的基础元件, 该元
件是否应视为动态元件, 目前学术界尚未定论. 但
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在进行忆阻电路尤其是忆阻混沌电路的数学建模

时, 已有的研究 [13−19]都把忆阻器视作一个动态元

件, 系统模型因忆阻器的引入而增加了相应的维
数. 文献 [20]提出忆阻电路的数学建模存在以下两
种建模方法: 第一种是考虑忆阻器作为一个动态
元件, 以电容电压、电感电流和忆阻磁通 (或忆阻电
荷)作为状态变量得到状态方程; 第二种是仅把忆
阻器当作一个非线性电阻元件, 以电容磁通和电感
电荷作为状态变量得到状态方程. 两种建模方法所
得到的数学模型是不同的. 但文献 [20]仅仅是简单
地列出了采用第二种建模方法所得到的动力学模

型, 没有对该模型进行任何分析和说明, 更没有与
采用第一种建模方法所得到的模型在动力学特性

方面进行相应的比较.
已有的研究 [13−19]表明, 基于忆阻器的混沌电

路有一个平衡点集, 其动力学特性除了与电路参数
有关外, 还依赖于忆阻器的初始状态, 这与一般混
沌系统的动力学特性不同. 这些研究成果是在忆阻
器为动态元件的基础上, 进行忆阻电路的动力学建
模后获得的. 如果仅把忆阻器当作一个非线性电阻
元件进行忆阻电路的动力学降维建模, 忆阻电路的
动力学特性又为何种情况? 基于对蔡氏忆阻电路
的数学建模分析, 本文提出了忆阻电路动力学建模
的降维问题, 以包含两个磁控忆阻器的忆阻电路为
例, 进行了忆阻电路的动力学降维建模, 基于此降
维模型开展了忆阻电路的动力学特性分析研究, 并
对两种建模方法的分析结果进行了比较.

2 忆阻电路建模问题

以蔡氏忆阻电路为例说明忆阻电路的动力学

建模及其降维动力学建模, 由此提出忆阻电路的降
维建模问题.

2.1 蔡氏忆阻电路

一个含忆阻器的蔡氏电路如图 1所示 [15,16].
该电路是通过一个无源二端口磁控忆阻器和一个

负电导代替蔡氏混沌电路中的蔡氏二极管实现的.
考虑到磁控忆阻器可由一个光滑的三次单调

上升的非线性函数 [21]描述, 即

q(φ) = aφ+ bφ3, (1)

式中, q表示电荷, φ表示磁通, a > 0, b > 0. 相应

地, 磁控忆阻器的忆导W (φ)为

W (φ) =
dq(φ)

dφ = a+ 3bφ2. (2)

R
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图 1 蔡氏忆阻混沌电路

2.2 蔡氏忆阻电路常规建模

考虑到磁控忆阻器为一个动态元件, 其状态变
量为磁通φ. 其他三个动态元件电容C1、电容C2和

电感L分别对应的状态变量为电压 v1、电压 v2和电

流 i3. 对于图 1 所示的电路, 运用基尔霍夫电流定
律 (KCL)、基尔霍夫电压定律 (KVL)以及元件伏安
关系 (VCR), 可得到定义四个状态变量 v1, v2, i3和
φ之间关系的四个联立的一阶微分方程 [15] , 即

dv1
dt =

1

RC1
[v2 − v1 +GRv1 −RW (φ)v1],

dv2
dt =

1

RC2
[v1 − v2 +Ri3],

di3
dt = − 1

L
v2, (3)

dφ
dt = v1.

设x = v1, y = v2, z = i3, w = φ, α = 1/C1,
β = 1/L, ξ = G, C2 = 1和R = 1, 状态方程 (3)式
可以重写为

ẋ = α(y − x+ ξx−W (w)x),

ẏ = x− y + z,

ż = −βy, (4)

ẇ = x,

这表明蔡氏忆阻电路是一个四维系统.
系 统 (4)有 一 个 平 衡 点 集 合E =

{(x, y, z, w)|x = y = z = 0, w = c}, 即w坐

标上的点集均是平衡点, 其中 c 是一个实常数. 分
析可知, 对于w坐标上不同位置的平衡点, 系统 (4)
有着不同的动力学特性. 因此, 系统 (4)的动力学
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特性除了随电路参数变化外, 还极端地依赖于磁控
忆阻器的初始条件, 具有一些与众不同的非线性动
力学行为 [15].

2.3 蔡氏忆阻电路降维建模

基于KCL和KVL, 可列出图 1电路的两个节

点电流方程分别为

v2 − v1
R

− iC1 +Gv1 − i = 0, (5)

i3 − iC2 −
v2 − v1

R
= 0, (6)

式中 iC1 , iC2和 i分别表示流过电容C1、电容C2和

忆阻M的电流.
在 (5)和 (6)式两边同时对时间进行积分, 以磁

通和电荷为电路变量可写出如下方程:
φ2 − φ1

R
− qC1 +Gφ1 − q(φ) = 0, (7)

q3 − qC2 −
φ2 − φ1

R
= 0, (8)

式中 q(φ) = aφ+ bφ3 = aφ1 + bφ3
1. (7)和 (8)式表

明在电路节点上图1电路满足电荷守恒定律.
图 1电路中, 电容和电感的元件特性关系式有

C1v1 = qC1 = C1
dφ1

dt ,

C2v2 = qC2 = C2
dφ2

dt ,

Li3 = L
dq3
dt = −φ2.

将其代入 (7)和 (8)式并整理后可得, 以磁通φ1、磁

通φ2 和电荷 q3 为状态变量的微分方程为

dφ1

dt =
1

C1

[(
G− a− 1

R

)
φ1 − bφ3

1 +
φ2

R

]
,

dφ2

dt =
1

C2

(
φ1 − φ2

R
+ q3

)
,

dq3
dt = −φ2

L
. (9)

令x = φ1, y = φ2, z = q3, α = 1/C1,
β = 1/L, ξ = G, C2 = 1和R = 1, (9)式的状
态方程可以重写为

ẋ = α(y − x)− αf(x),

ẏ = x− y + z, (10)

ż = −βy,

式中 f(x) = (a− ξ)x+ bx3.
与系统 (4)进行比较, 显然系统 (10)在维数上

降了一维, 变成了一个三维系统. 不难看出, 系统

(10)的方程形式与光滑蔡氏电路方程形式 [22]完全

一致. 因此, 系统 (10) 具有与光滑蔡氏混沌电路完
全相同的动力学特性. 然而, 在基于系统 (10)模型
进行蔡氏忆阻电路动力学分析时, 无法展示出由磁
控忆阻器内部状态变量的初始条件所引起的各种

非线性现象 [15].

3 忆阻电路降维建模

以包含两个无源二端口光滑磁控忆阻器的忆

阻电路为例, 进行忆阻电路的降维动力学建模和动
力学特性分析.

3.1 包含两个磁控忆阻器的忆阻电路

包含两个磁控忆阻器的忆阻电路如图 2所

示 [19], 该电路是从蔡氏混沌电路演变而来. 用
一个磁控忆阻和一个负电导构成的有源忆阻电路

来代替原电路中的蔡氏二极管, 再在LC谐振部分

与RC非线性滤波部分之间的耦合电路上插入一

个磁控忆阻器. 两个磁控忆阻器具有相同的电路特
性, 其数学表达式为

q(φ) = φ+ φ3, (11)

忆导W (φ)为

W (φ) = 1 + 3φ2. (12)

C2 C1

v2

M2

M1
v4 v1

i5

i2

i1

v3
vL

֓G

֓

֓

֓

֓

iC1 iC2

R

L

r

⇁

֓

⇁ ⇁

⇁

⇁

图 2 包含两个磁控忆阻器的忆阻电路

若考虑磁控忆阻器为动态元件, 则图 2电路由

五个动态元件组成, 分别是两个磁控忆阻、两个电
容和一个电感, 它们所对应的五个状态变量分别是
φ1, φ2, v3, v4 和 i5. 这里φ1和φ2分别是两个磁控

忆阻器的内部状态变量.
由KCL, KVL和元件VCR可得到图 2电路的

状态方程为五个联立的一阶微分方程 [19], 即
dφ1

dt = v3,
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dφ2

dt =
v4 − v3
RW2 + 1

,

dv3
dt =

1

C1

[
(G−W1)v3 −

W2

RW2 + 1
(v3 − v4)

]
,

dv4
dt =

1

C2

[
W2

RW2 + 1
(v3 − v4) + i5

]
,

di5
dt = − 1

L
v4 −

r

L
i5, (13)

式中, W1 = 1 + 3φ2
1, W2 = 1 + 3φ2

2. 设x = φ1,
y = φ2, z = v3, u = v4, v = i5, a = 1/C1, b = 1/L,
c = r/L, d = G, e = R, C2 = 1, (13)式的状态方
程可以重写为 [19]

ẋ =z,

ẏ =(u− z)h(y),

ż =az(d− 1− 3x2)

− a(z − u)(1 + 3y2)h(y),

u̇ =(z − u)(1 + 3y2)h(y) + v,

v̇ =− bu− cv, (14)

式中h(y) =
1

1 + e+ 3ey2
.

若考虑磁控忆阻器为动态元件, 则包含两个磁
控忆阻器的忆阻电路是一个五维系统, 其动力学特
性由系统 (14)描述. 基于系统 (14), 可以对包含两
个磁控忆阻器的忆阻电路进行理论分析, 但推演过
程较为复杂.

3.2 动力学降维建模

定义包含两个磁控忆阻器的忆阻电路中各元

件电压的方向和电流的方向为关联参考方向, 如
图 2所示. 由KCL和KVL可得, 图 2电路的节点方

程和回路方程分别为

i2 − iC1 +Gv3 − i1 = 0, (15)

i5 − iC2 − i2 = 0, (16)

v4 −Ri2 − v2 − v3 = 0, (17)

vL + ri5 + v4 = 0, (18)

式中, i1, i2, iC1 , iC2和 i5分别表示流过忆阻M1、

忆阻M2、电容C1、电容C2和电感L的电流; v1, v2,
v3, v4 和 vL分别表示忆阻M1、忆阻M2、电容C1、

电容C2和电感L两端的电压.
在 (15)—(18)式两边同时对时间进行积分, 以

磁通和电荷为电路变量可写出如下方程:

q2 − qC1 +Gφ3 − q1 = 0, (19)

q5 − qC2
− q2 = 0, (20)

φ4 −Rq2 − φ2 − φ3 = 0, (21)

φL + rq5 + φ4 = 0. (22)

(19)—(22)式遵循了节点电荷守恒定律和回路能量
守恒定律. 图 2电路中, 忆阻、电容和电感的元件特
性关系有

q1 = φ1 + φ3
1 = φ3 + φ3

3,

q2 = φ2 + φ3
2,

C1v3 = qC1 = C1
dφ3

dt ,

C2v4 = qC2 = C2
dφ4

dt ,

Li5 = L
dq5
dt = φL.

将上述各元件特性关系式代入 (19)—(22)式中并
加以整理, 以φ1, φ2 和 q5为状态变量可得到图 2电

路的状态方程为

dφ1

dt =
1

C1
[(G− 1)φ1 − φ3

1 + φ2 + φ3
2],

dφ2

dt =
C2(1−G)φ1 + C2φ

3
1 − (C1 + C2)(φ2 + φ3

2) + C1q5
C1C2(1 +R+ 3Rφ2

2)
,

dq5
dt = − 1

L
[φ1 + (1 +R)φ2 +Rφ3

2 + rq5]. (23)

需要说明的是, 此处也可以以两个电容磁通和
一个电感电荷为状态变量列写图 2电路的状态方

程, 但表达式较为复杂, 且不能与文献 [19]的结果
直接进行比较.

设x = φ1, y = φ2, z = q5, a = 1/C1, b = 1/L,
c = r/L, d = G, e = R, C2 = 1, (23)式的状态方
程可以重写为

ẋ = a[(d− 1)x− x3 + y + y3],
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ẏ =
a(1− d)x+ ax3 − (1 + a)(y + y3) + z

1 + e+ 3ey2
,

ż = −b[x+ (1 + e)y + ey3]− cz. (24)

将系统 (24)与 (14)进行比较可知: 由系统 (24)
所表示的包含两个磁控忆阻器的忆阻电路在系统

维数上降了两维, 从五维系统变成了一个三维系
统; 同样的忆阻电路, 但在系统动力学建模上有着
很大的不同, 降维动力学建模在很大程度上降低了
系统数学模型的复杂性.

3.3 降维模型的混沌吸引子

根据文献 [19], 选择与之相同的电路参数
a = 8, b = 10, c = 0, d = 2和 e = 0.1. 对于

初始条件 (0.001, 0, 0), 系统 (24)生成了一个双涡
卷混沌吸引子, 其运行轨线在相平面上的投影如
图 3所示. 图 3 (a)所示的相轨图与文献 [19]中对
应的相轨图是完全一致的. 利用 Jacobi方法计算
得到Lyapunov指数L1 = 0.0643, L2 = −0.0191,
L3 = −1.9926. 因此, 从忆阻电路的相轨图和Lya-
punov指数可知, 包含两个磁控忆阻器的忆阻电路
是混沌振荡的.

4 降维模型的动力学特性

基于系统 (24)表示的降维模型, 分析了电路参
数变化时包含两个磁控忆阻器的忆阻电路的动力

学特性.

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

(a) (b)

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

-0.3 -0.2 -0.1 0
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y z

x

0.1 0.2 0.3
-0.4

-0.2

0
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图 3 混沌吸引子的投影 (a) x-y 平面相轨; (b) y-z 平面相轨

4.1 平衡点与稳定性

选择电路参数

a = 8, b = 10, c = 0, d = 2, e = 0.1.

令 ẋ = ẏ = ż = 0, 可知系统 (24)存在三个平衡点,
分别为

S0 = (0, 0, 0), S1 = (0.2330,−0.2109,−0.2203),

S2 = (−0.2330, 0.2109, 0.2203).

由此可知, S1和S2是关于原点对称的一对平衡点.
系统 (24)在平衡点S∗ = (x̄, ȳ, z̄)处的 Jacobi

矩阵JS∗为

JS∗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
8− 24x̄2 8 + 24ȳ2 0

(−8 + 24x̄2)k (k1 + k2)k
2 k

−10 −11− 3ȳ2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (25)

式中, k = 1/(1.1+0.3ȳ2), k1 = −9.9−27ȳ2−2.7ȳ4,
k2 = 0.6ȳ(8x̄− 8x̄3 − z). 特征根方程为

det(1λ− JS∗) = 0. (26)

因此, 系统 (24)在原点平衡点S0处的特征根为

λ1 = 1.4381, λ2,3 = −0.81 ± j2.0978. 这表明
系统 (24)的原点平衡点S0是一个不稳定的鞍点,
即指数 1平衡点. 系统 (24)在两个非零平衡点
S1和S2处有着相同的特征根, 即λ1 = −3.0078,
λ2,3 = 0.2711± j2.1769. 这表明系统 (24)的两个非
零平衡点S1和S2 是不稳定的鞍焦, 即指数 2 平衡
点. 系统 (24)在这两个非零平衡点S1和S2 处可形

成混沌吸引子的涡卷. 由此也说明系统 (24)所生成
的图 3所示的混沌吸引子为双涡卷混沌吸引子.

4.2 分岔分析

利用分岔图、Lyapunov指数谱和相轨图等动
力学分析手段, 可对系统 (24)进行动力学特性
分析.

固定电路参数a = 8, c = 0, d = 2和 e = 0.1,
系统 (24)随参数 b变化的分岔图如图 4 所示, 其中
图 4 (c)为图 4 (a)和 (b)在 [9.2, 12]区间内分岔模式
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共存的局部分岔图, x0为变量x的初始值. 在 [9.03,
11.3]区间内, 系统 (24)是混沌的. 从分岔图可观
察到系统通向混沌的道路, 随着 b的逐步减小, 从
不稳定的周期轨道, 历经倍周期分岔后进入到混
沌轨道, 最后由于混沌危机引发运行轨道状态突
变, 形成了周期轨道. 显然, 在混沌区域中系统运
行轨迹存在若干个周期窗. 从分岔图也可观察到,
对于不同的初始条件, 系统 (24)存在两种不同的
分岔模式 [23,24]. 这两种共存的分岔模式是由于系
统 (24)存在两个不同的非零平衡点引起的.

当 c = 0, b发生变化时, 系统 (24)的三个平
衡点位置固定不变, 但在三个平衡点处的特征
根发生了变化. 当 b = 12时, 系统 (24)在原点平

衡点S0处的特征根变化为λ1 = 1.3075, λ2,3 =

−0.7447 ± j2.4739, 在非零平衡点S1和S2处的特

征根变化为λ1 = −2.8160, λ2,3 = 0.1752± j2.4774.
由此可知, 参数 b增大后, 原点平衡点S0处的排斥

力减弱不明显, 但两个非零平衡点S1和S2处的吸

引力减弱较明显, 从而形成了分岔模式共存现象.
参数 b在 [10.69, 13]区间内变化时, 两个不同

的非零平衡点对称地位于x轴的正负值区间, 它们
都是吸引的, 在各自邻域形成一个吸引域, 但彼此
之间存在着一个较大的间隙. 从位于不同区域内的
初始条件出发的系统运行轨线, 随着时间的演化很
快地落入各自的吸引域中, 其轨迹点在x轴上的投

影分别形成了分岔图的上吸引区域或下吸引区域.
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图 4 系统 (24)的分岔图和 Lyapunov指数谱 (a) 分岔图, x0 > 0; (b) 分岔图, x0 < 0; (c) 局部分岔图;
(d) Lyapunov 指数谱

系统 (24)随参数 b变化的Lyapunov指数谱如
图 4 (d)所示. 为了清晰, 图 4 (d)中第三根Lya-
punov指数曲线L3只画出了其中的一部分. 从
图 4可以看出, 分岔图所表示的动力学行为的演变
趋势与Lyapunov 指数谱所表示的动力学行为的演
变趋势是一致的. 从图 4 (d)可观察到, 处于混沌状
态时, 系统具有一个正值Lyapunov指数、一个零值
Lyapunov指数和一个负值Lyapunov指数.

图 5给出了系统 (24)随参数 b减少时一些典型

的周期轨道和混沌轨道. 图 5 (a)和 (b) 分别描述了

共存的周期极限环和单涡卷混沌吸引子, 初始条件
中x0 > 0时周期极限环和单涡卷混沌吸引子位于
x轴的上区域, 而x0 < 0时周期极限环和单涡卷混
沌吸引子则位于x轴的下区域. 图 5 (c)和 (d)分别
给出了另一个混沌和周期轨道, 这时分岔模式共存
现象消失.

5 两种模型的特性比较

常规模型系统 (14)是基于忆阻器为动态元件
的前提下以电容电压、电感电流和忆阻磁通为状态

020504-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 2 (2014) 020504

变量得到的一个五维混沌系统, 而降维模型系统
(24)是以忆阻磁通和电感电荷为状态变量得到的
一个三维混沌系统. 因此, 在系统建模的复杂度方
面, 系统 (24)要比系统 (14)简化很多. 这两种模型
所表示的系统在动力学特性方面存在差别, 下面从
平衡点、稳定性和随电路参数变化的动力学特性三

方面对两者进行比较.

5.1 平衡点及稳定性比较

系统 (14)的平衡点为一个集合 [19]

E = {(x, y, z, u, v)|z = u = v = 0,

x = c1, y = c2}, (27)

即位于x-y平面上的每一个点均是平衡点. 这

里 c1和 c2是实常数. 在平衡点处系统 (14)除了有
三个非零特征根外, 还有两个零特征根. 零特征根
为系统稳定与不稳定的临界值, 从而导致系统 (14)
的稳定性分析变得较为复杂.

(27)式所表示的平衡点集处系统稳定性除了
取决于电路参数外, 还依赖于表示两个忆阻器内部
状态变量初始条件的参数 c1和 c2. 因此, 从x-y平
面上某一点出发的运行轨线可能趋于一个稳定的

汇, 也可能趋于一个不稳定的极限环 (混沌轨道)或
者可能无穷发散.

然而, 系统 (24)的平衡点为有限数量, 仅有三
个,其稳定性仅仅取决于电路参数. 因此,在平衡点
和稳定性方面, 系统 (24)明显要比系统 (14)更易于
分析和解析表达, 从而便于优化配置系统平衡点.
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图 5 当 b取不同参数时, 系统 (24)所表示忆阻电路的相轨图 (a) b = 11.5; (b) b = 11; (c) b = 9.2; (d) b = 9

5.2 动力学特性比较

选择与图 4相同的电路参数, 系统 (14)随参数
b变化的分岔图 (变量 v的初始值 v0 < 0)和相应的
Lyapunov指数谱如图 6 (a)和 (b)所示. 为了清晰,
图 6 (b)中第五根Lyapunov指数曲线L5只画出了

其中的一部分. 比较图 6 (a)和图 4 (b)的分岔图以
及比较图 6 (b)和图 4 (d)的Lyapunov 指数谱可见,
在相同的电路参数下系统 (14)与系统 (24)有着基
本一致的动力学行为, 只是图 6 (b)的Lyapunov 指

数谱多了两根指数均为零的曲线 (图中标注为L2

和L3). 由此说明, 忆阻电路的常规建模和降维建
模对电路元件参数有着基本一致的动力学特性.

此外, 系统 (14)对于忆阻器内部状态变量初始
条件极其敏感, 且其初始条件有传递性, 因此对于
不同的初始条件, 系统 (14)的动力学行为有着完全
不同的特性. 而系统 (24)则对忆阻器内部状态变量
初始条件的依赖性不是很强, 即 (24)式所表示的降
维模型消除了忆阻器内部状态变量初始条件对忆

阻电路动力学特性的影响, 无法体现出忆阻器内部
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所独特的记忆特性. 这是由于在对忆阻电路动力学
降维建模时, 采用了以物理量磁通φ和电荷 q为状

态变量而不是以物理量电压 v和电流 i为状态变量

所致. 物理量φ, q在数学上分别是 v, i的时间积分,
本身就能展现出一种记忆特征 [25]. 例如在忆阻器
中, 当电源关闭时, 电压 v和电流 i即时为零, 但忆
阻器不丢失φ和 q的值 [6]. 实际上, φ或 q可视作为

一种理想的忆阻器 “状态”[26], 能记住过去发生的
事情. 因此, 忆阻的记忆特性是直接体现在降维模
型所采用的物理量上, 而不是体现在降维模型的动
力学方程中.
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图 6 系统 (14)的分岔图和Lyapunov指数谱 (a) 分岔
图 (v0 < 0); (b) Lyapunov指数谱

6 结 论

若忆阻器作为动态元件, 则电路的阶数因忆阻
的引入而增加; 若忆阻不作为动态元件, 则电路的
阶数不因忆阻的引入而改变. 由此导致忆阻电路的
动力学建模存在以下两种建模方法: 一种是以电容
电压、电感电流和忆阻磁通 (或忆阻电荷)作为状态
变量的常规建模; 另一种则是以电容磁通和电感电
荷作为状态变量的降维建模. 以包含两个磁控忆阻
器的忆阻电路为例, 本文建立了忆阻电路的动力学
降维模型. 基于该模型, 分析了忆阻电路的平衡点

和稳定性, 研究了电路参数变化时忆阻电路的动力
学特性. 研究结果表明: 包含两个磁控忆阻器的忆
阻电路的降维模型是一个三维系统模型, 具有三个
确定的平衡点, 可生成双涡卷混沌吸引子, 当电路
参数变化时系统存在分岔模式共存等非线性现象;
与常规建模相比, 降维建模可以降低忆阻电路系统
模型的复杂度, 便于解析表达, 有利于系统的动力
学特性分析.
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Abstract
Through mathematical modeling analysis of Chua’s memristive circuit, the problem of dimensionality reduction

for dynamical modeling of memristive circuit is proposed. Taking memristive circuit with two memristors for example,
dimensionality reduction modeling of the memristive circuit is performed, on which a three-dimensional system model is
established. Based on this model, the equilibrium points and stabilities are analyzed, and the dynamical characteristics,
when the parameters are varied, are investigated. Furthermore, the analysis results from the conventional model are
compared with the results from the dimensionality reduction model of memristive cicuit with two memristors. The results
indicate that the dimensionality of the dimensionality reduction model of memristive circuit is related to the number
of capacitors and inductors only, but unrelated to the number of memristors; there exist nonlinear phenomena about
the coexistence of bifurcation modes in the memristive circuit when circuit parameters are varied; the dimensionality
reduction modeling reduces the complexity of system modeling, which is conducive to dynamical charateristic analysis
of the system but eliminates the effect of the initial conditions of the memristors internal state variables on dynamical
charateristics of memristive circuit.
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