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一级近似下的双模激光随机共振∗
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将周期信号输入双模激光, 对激光光强方程中的乘法噪声项取一级近似, 用线性化近似方法计算相关函
数和功率谱, 结果发现: 信噪比随抽运噪声强度、量子噪声强度及信号频率的变化均出现随机共振.
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1 引 言

噪声有两面性, 我们通常看到的是其消极的
一面, 噪声的建设性的、积极的一面很好地表现在
随机共振上. 作为非线性问题的前沿课题之一,
随机共振的研究在理论和实验上都取得了较大进

展 [1−20]. 激光系统中, 人们对单模情况下的统计性
质及随机共振研究较多 [1−3], 对双模讨论较多的是
两模之间的竞争及关联函数的演化 [4,5]. 双模激光
光强方程是非线性随机系统, 要得到描述这个系统
的非线性随机方程的解析解只能用近似方法. 以往
采用的线性化近似方法是将确定论部分在定态光

强附近线性化, 而随机部分则是将光强 I 近似为定

态光强 I0
[20], 即将乘法噪声项用加法噪声项代替.

这种方法的好处是容易计算相关函数和功率谱, 但
可能丢失由乘法噪声引起的重要物理结果. 本文对
随机部分用泰勒级数在 I0点展开并保留一阶项, 这
样做可以保留由乘法噪声引起的物理结果. 经过
计算相关函数和功率谱后发现:信噪比随抽运噪声
强度、量子噪声强度及信号频率的变化均出现随机

共振.

2 双模激光的一级线性化近似模型

噪声驱动的双模激光系统输入周期信号后的

光强方程为 [20]

dI1
dt = 2I1(a1 − c1I1 − b1I2) + 2I1ξ(t)

+2
√
I1η1(t) +B cos(Ωt)

dI2
dt = 2I2(a2 − c2I2 − b2I1)

+2I2ξ(t) + 2
√
I2η2(t)

, (1)

其中 I1和 I2分别为两模的光强; a1和a2分别为两

模的净增益系数; c1和 c2分别为两模的自饱和系

数; b1和 b2 分别为两模的交叉耦合系数; ξ(t)为

抽运噪声; η1(t)和 η2(t)为量子噪声; B, Ω分别为
输入信号的振幅和频率. 本文只讨论 (1) 式中当
a1 = a2, c1 = c2, b1 = b2, η1(t) = η2(t) 时的解.

设a1 = a2 = a, c1 = c2 = c, b1 = b2 = b,
η1(t) = η2(t) = η(t), 则 (1)式变成

dI1
dt = 2I1(a− cI1 − bI2) + 2I1ξ(t)

+2
√
I1η(t) +B cos(Ωt)

dI2
dt = 2I2(a− cI2 − bI1) + 2I2ξ(t)

+2
√
I2η(t)

, (2)
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噪声 ξ(t)和 η(t)的统计性质为

⟨ξ(t)⟩ = ⟨η(t)⟩ = 0,

⟨ξ(t)ξ(s)⟩ = Dδ(t− s),

⟨η(t)η(s)⟩ = Qδ(t− s),

⟨ξ(s)η(t)⟩ = ⟨ξ(t)η(s)⟩ = 0, (3)

其中D, Q分别为抽运噪声和量子噪声强度.
为了得到 (2)式的解析结果, 以往采用的是加

法噪声线性化近似 [20], 即在定态光强附近对 (2)式
的确定论部分线性化, 令

I1 = I10 + ε1, I2 = I20 + ε2, (4)

ε1和 ε2为两模在定态光强附近的微扰项. 将 (4)式
代入 (2)式的确定论部分可导出两模的定态光强为

I10 = I20 = I0 =
a

c+ b
; (5)

并且对随机部分将 I近似为 I0, 于是得到 (2)式的
加法噪声线性化近似方程为

dε1(t)
dt = −2cI0ε1(t)− 2bI0ε2 + 2I0ξ(t)

+2
√
I0η(t) +B cos(Ωt)

dε2(t)

dt = −2bI0ε1(t)− 2cI0ε2

+2I0ξ(t) + 2
√
I0η(t)

. (6)

由 (6)式计算光强的相关函数可能会丢失由乘法
噪声引起的重要物理结果, 本文所做的改进是将
(2)式中的随机部分用泰勒级数在 I0点展开并保留

ε1和 ε2 的一阶项, 相当于取微扰项 ε1和 ε2的一级

近似, 即

2I1 = 2I0 + 2ε1(t), (7)

2
√
I1 = 2

√
I0 +

1√
I0
ε1(t), (8)

2I2 = 2I0 + 2ε2(t), (9)

2
√
I2 = 2

√
I0 +

1√
I0
ε2(t). (10)

对 (2)式随机部分中的 I用 (7)—(10)式近似, 得到
(2)式的线性化近似方程为

dε1(t)
dt =

(
− 2cI0 + 2ξ(t) +

1√
I0
η(t)

)
×ε1(t)×−2bI0ε2 + 2I0ξ(t)

+2
√
I0η(t) +B cos(Ωt)

dε2(t)
dt = −2bI0ε1(t) +

(
− 2cI0

+2ξ(t) +
1√
I0
η(t))ε2

+2I0ξ(t) + 2
√
I0η(t)

,

(11)

(11)式就是本文要讨论的一级近似下的双模激光
噪声模型, 与加法噪声线性化近似方程 (6)比较, 改
进后的方程中含有乘法噪声项.

3 光强相关函数及信噪比

(11)式的基解矩阵为

Φ(t) =

 a11 a12

a21 a22

 , (12)

其中

a11 = exp
∫ t

0

[(
− 2cI0 + 2ξ(t′)

+
1√
I0
η(t′)

)
− 2bI0

]
dt′,

a12 = exp
∫ t

0

[(
− 2cI0 + 2ξ(t′)

+
1√
I0
η(t′)

)
+ 2bI0

]
dt′,

a21 = exp
∫ t

0

[(
− 2cI0 + 2ξ(t′)

+
1√
I0
η(t′)

)
− 2bI0

]
dt′,

a22 = − exp
∫ t

0

[(
− 2cI0 + 2ξ(t′)

+
1√
I0
η(t′)

)
+ 2bI0

]
dt′,

Φ(t, s) = Φ(t)Φ−1(s) =
1

2

α1 α2

α2 α1

 , (13)

其中

α1 =
(

e(−2cI0−2bI0)(t−s) + e(−2cI0+2bI0)(t−s)
)

× exp
∫ t

s

[
2ξ(t′) +

1√
I0
η(t′)

]
dt′,

α2 =
(

e(−2cI0−2bI0)(t−s) − e(−2cI0+2bI0)(t−s)
)

× exp
∫ t

s

[
2ξ(t′) +

1√
I0
η(t′)]dt′.

设 t = 0时

 ε1(0)

ε2(0)

 = 0, 由 (11)式得到光强相关

函数矩阵为

Cεε(τ) =

∫ t+τ

0

∫ t

0

Φ(t, s)ΓffΦ

024203-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 2 (2014) 024203

× (t+ τ, s′)dsds′, (14)

上式中

Γff =

 β1

β2

 (β′
1 β′

2),

其中

β1 = 2I0ξ(s) + 2
√
I0η(s) +B cos(Ωs),

β2 = 2I0ξ(s) + 2
√
I0η(s),

β′
1 = 2I0ξ(s

′) + 2
√
I0η(s

′) +B cos(Ωs′),

β′
2 = 2I0ξ(s

′) + 2
√
I0η(s

′).

第一个模的相关函数为

Cε1ε1(τ) = ⟨ε1(t+ τ)ε1(t)⟩

=
1

4

∫ t+τ

0

∫ t

0

⟨α1α
′
1β1β

′
1

+ α2α
′
1β2β

′
1 + α1α

′
2β1β

′
2

+ α2α
′
2β2β

′
2⟩dsds′. (15)

为了得到Cε1ε1(τ)在稳态 (t → ∞) 时的周期
平均光强相关函数, c, b, D, Q需满足 2cI0 >

2bI0 +
3Q

2I0
+ 6D, 并用到了以下公式 [19]

⟨ ea
∫ t
s
ξ(s′)ds′⟩ = e 1

2a
2D(t−s), (16)

⟨ ea
∫ t
s1

ξ(s)ds ea
∫ t
s2

ξ(t′)dt′⟩

= e2a
2D(t−s2) e 1

2a
2D(s2−s1), (17)

⟨ξ(s1) ea
∫ t
s1

ξ(t′)dt′ ea
∫ t
s2

ξ(t′)dt′⟩

=
aD

2
e 1

2a
2D(s2−s1) e2a

2D(t−s2) (s2 > s1), (18)

⟨ξ(s1)ξ(s2) ea
∫ t
s1

ξ(t′)dt′ ea
∫ t
s2

ξ(t′)dt′⟩

= (Dδ(s1 − s2) +D2)

× e 1
2a

2D(s2−s1) e2a
2D(t−s2) (s2 > s1). (19)

对 (15)进行计算, 得到

Cε1ε1(τ) =
B2

8
e−(4D+ Q

I0
)τ

×

 cos(Ωτ + φ1)√((
− 2cI0 − 2bI0 + 6D +

3Q

2I0

)2

+Ω2

)((
− 2cI0 − 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)2

+Ω2

)

+
cos(Ωτ + φ2)√((

− 2cI0 + 2bI0 + 6D +
3Q

2I0

)2

+Ω2

)((
− 2cI0 + 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)2

+Ω2

)


+

 cos(Ωτ + φ3)√((
− 2cI0 − 2bI0 + 6D +

3Q

2I0

)2

+Ω2

)((
− 2cI0 + 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)2

+Ω2

)

+
cos(Ωτ + φ4)√((

− 2cI0 + 2bI0 + 6D +
3Q

2I0

)2

+Ω2

)((
− 2cI0 − 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)2

+Ω2

)


+ 4×

(2I20D + 2I0Q) e−(2cI0+2bI0−2D− Q
2I0

)τ

(2cI0 + 2bI0)− 4D − Q

I0

+
(4I0QD + 4I20D

2 + 4I0Q
2) e−(4D+ Q

I0
)τ(

− 2cI0 − 2bI0 + 6D +
3Q

2I0

)(
− 2cI0 − 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)
 ,
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其中:

φ1 =

−Ω

(
4D +

Q

I0

)
(
− 2cI0 − 2bI0 + 6D +

3Q

2I0

)(
− 2cI0 − 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)
+Ω2

,

φ2 =

−Ω

(
4D +

Q

I0

)
(
− 2cI0 + 2bI0 + 6D +

3Q

2I0

)(
− 2cI0 + 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)
+Ω2

,

φ3 =

−Ω

(
− 4bI0 + 4D +

Q

I0

)
(
− 2cI0 − 2bI0 + 6D +

3Q

2I0

)(
− 2cI0 + 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)
+Ω2

,

φ4 =

Ω

(
4bI0 + 4D +

Q

I0

)
(
− 2cI0 + 2bI0 + 6D +

3Q

2I0

)(
− 2cI0 − 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)
+Ω2

.

对相关函数Cε1ε1(τ)进行傅里叶变换, 得到输出功率谱为

S(ω) = S1(ω) + S2(ω), (20)

S1(ω)为输出信号功率谱 (只取正ω的谱), S2(ω)为输出噪声功率谱.
输出信号总功率为

Ps =

∫ ∞

0

S1(ω)dω

=
B2

8

 1√((
− 2cI0 − 2bI0 + 6D +

3Q

2I0

)2

+Ω2

)((
− 2cI0 − 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)2

+Ω2

)
+

1√((
− 2cI0 − 2bI0 + 6D +

3Q

2I0

)2

+Ω2

)((
− 2cI0 + 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)2

+Ω2

)
+

1√((
− 2cI0 + 2bI0 + 6D +

3Q

2I0

)2

+Ω2

)((
− 2cI0 − 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)2

+Ω2

)

+
1√((

− 2cI0 + 2bI0 + 6D +
3Q

2I0

)2

+Ω2

)((
− 2cI0 + 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)2

+Ω2

)


×
(
π

2
+ art tan Ω

4D +Q/I0

)
, (21)

输出噪声总功率为

P =

∫ ∞

0

S2(ω)dω
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= 4π

 (2I20D + 2I0Q)

(2cI0 + 2bI0)− 4D − Q

I0

+
(4I0QD + 4I20D

2 + 4I0Q
2)(

− 2cI0 − 2bI0 + 6D +
3Q

2I0

)(
− 2cI0 − 2bI0 + 2D +

Q

2I0

)
 ,

(22)

信噪比定义为输出信号总功率与输出噪声总功率

之比

R =
Ps
P

. (23)

4 随机共振

下面的讨论中抽运噪声强度D和量子噪声强

度Q的取值范围必需满足 2cI0 > 2bI0 +
3Q

2I0
+ 6D

的条件, 否则相关函数Cε1ε1(τ) 的值会发散, 系统
处于不稳定状态.

4.1 信噪比随抽运噪声强度D的变化

当自饱和系数分别取 c =3, 4, 5时, 根据
(21)—(23)式计算得到的R-D曲线如图 1 (a)所示.
可以看出:当自饱和系数较小时, 信噪比随抽运噪
声强度D的变化出现两个共振峰, 当自饱和系数较
大时, 信噪比随抽运噪声强度D的变化仅出现一个

共振峰, 并且峰值降低, 峰的位置向右移动.

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

D



⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

R

c/

c/

c/

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

D



⊲

⊲

⊲

⊲

R

Q/⊲

Q/⊲

Q/⊲

(b)

(a)

图 1 信噪比R随抽运噪声强度D的变化 (a = 4, Ω =

0.1, B = 1) (a) Q = 0.5, b = 2; (b) c = 3, b = 1

当量子噪声强度分别取Q = 0.3, 0.9, 1.6时,
根据 (21)—(23)式计算得到的R-D曲线如图 1 (b)

所示. 可以看出: 信噪比随抽运噪声强度D的变化

出现一个共振峰, 量子噪声强度增大峰值降低, 峰
的位置向左移动.

4.2 信噪比随量子噪声强度Q的变化

当输入信号频率分别取Ω = 0.1, 0.2, 0.6时,
根据 (21)—(23)式计算得到的R-Q曲线如图 2 (a)
所示. 可以看出: 信噪比随量子噪声强度Q的变化

先出现一个极小值后出现一个极大值, 信号频率Ω

增大峰值降低, 峰的位置不变.当信号频率增大到
一定值时峰值消失.

当抽运噪声强度分别取D = 0.1, 0.2, 0.3时,
根据 (21)—(23) 式计算得到的R-Q 曲线如图 2 (b)
所示. 可以看出: 信噪比随量子噪声强度Q的变化

先出现一个极小值后出现一个极大值, 抽运噪声强
度D增大峰值升高, 峰的位置向左移动.

(a)

(b)



⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

R

Ω/⊲

Ω/⊲

Ω/⊲

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

Q

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

Q



⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

R

D/⊲

D/⊲

D/⊲

图 2 信噪比R随量子噪声强度Q的变化 (a = 3, c =

3, b = 1, B = 1) (a) D = 0.1; (b) Ω = 0.1

由于乘法噪声中的光强含有量子噪声和抽运

噪声, 这两个噪声又与量子噪声和抽运噪声相互作
用, 结果使两个噪声之间有了相关性, 并产生了复
杂的非线性关系. 从图 1 (b)看出Q增大, 共振峰向
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D减小方向移动, 从图 2 (b)看出D增大, 共振峰向
Q减小方向移动, 两个噪声有相互抑制的作用, 导
致信噪比随两个噪声强度的变化出现了随机共振

现象.

4.3 信噪比随输入信号频率Ω的变化

当净增益系数分别取 a=3, 3.4, 4时, 根据
(21)—(23) 式计算得到的R-Ω曲线如图 3 (a)所示.
可以看出: 信噪比随输入信号频率Ω的变化出现一

个共振峰, 净增益系数a 增大峰值降低, 峰的位置
向右移动.

当量子噪声强度分别取Q =0.2, 0.3, 0.5时, 根
据 (21)—(23)式计算得到的R-Ω 曲线如图 3 (b)所
示. 可以看出: 信噪比随输入信号频率Ω的变化出

现一个共振峰, 量子噪声强度Q增大峰值降低, 峰
的位置向左移动.

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

(a)

(b)

Ω

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

R

a/

a/⊲

a/

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲

Ω

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

R

Q/⊲

Q/⊲

Q/⊲

图 3 信噪比R随输入信号频率Ω的变化 (c = 2, b =

1, D = 0.1, B = 1) (a) Q = 0.2; (b) a = 3

5 结 论

本文研究了一级近似双模激光噪声模型的输

出功率谱及信噪比, 由于一级近似保留了乘法噪声
项, 结果出现了文献 [20]研究的加法噪声线性化近
似丢失了的新现象:

1)输出功率谱不再是单频周期信号, 而是有一
定频率宽度的洛伦兹型信号;

2) 信噪比随抽运噪声强度和量子噪声强度的

变化均出现随机共振, 这是因为乘法噪声项考虑
了光强和噪声的相互作用, 从而信噪比和噪声强度
之间引起了非线性效应, 而在加法噪声线性化近似
下, 信噪比随这两个噪声强度的随机共振均丢失;

3) 信噪比随信号频率的变化出现随机共振,
而在加法噪声线性化近似下, 这种随机共振也丢
失了.

本文虽然讨论的是a1 = a2, c1 = c2, b1 = b2,
η1(t) = η2(t)的特殊情况, 但对双模激光的随机共
振研究具有启发意义.
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Abstract
By adding periodic signal into two-mode laser, we take the first-order approximation to the multiplication noise of

the laser intensity equation, and use a linear approximation to calculate the correlated function and power spectrum.
We find that the signal-to-noise ratio presents stochastic resonance as the intensities of pump noise and quantum noise
and the frequency of signal vary.
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