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光梯度力驱动纳谐振器的非线性动力学特性研究∗
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光梯度力作为纳谐振器的一种新型驱动方式, 得到了广泛关注. 本文研究了光梯度力的固有非线性特性,
建立了光梯度力驱动圆环与辐条谐振系统的动力学模型. 揭示了入射光功率以及几何参数对系统的非线性动
力学响应的影响规律. 研究表明: 光梯度力会引起系统呈现刚度软化效应, 随着入射光功率增大, 系统主共振
峰值明显增大, 且谐振频率随着振幅增大而产生较大偏移; 两环初始间隙增大, 系统振动幅值和谐振频率均下
降; 辐条厚度越大, 系统主共振峰值和谐振频率均减小. 因此, 可以通过调节入射光功率来实现圆环辐条谐振
器的频率调节, 为光梯度力驱动纳谐振器动力学设计和性能预测提供理论参考.
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1 引 言

纳谐振器作为微纳机电系统 (MEMs/NEMs)
重要器件之一, 因其具有几百兆甚至更高的工作频
率, 有着广泛的应用前景 [1−3]. 随着研究工作的不
断深入, 纳谐振器有望应用于纳米探针的制作, 高
灵敏度生物、化学传感器及全光通信系统中的关键

部件的研制等不同领域. 目前, 纳谐振器激励方式
主要包括: 静电激励、电磁激励 [4]和光热激励 [5]等.
近几年来, 随着光梯度力的物理机理研究及其应用
的迅速发展, 其作为一种新型激励力被广泛应用于
纳谐振器中.

自从Povinelli等 [6, 7]首次提出光梯度力可以

作为纳谐振器的一种新型激励力, 它便引起了众多
研究人员的极大关注. 研究发现, 毫伏级功率的激
光入射到两平行光波导时引起的光梯度力足以引

起纳米甚至微米级的位移. Povinelli等 [6]采用能量

法得到光梯度力的数学表达式. 近年来, 诸多研究
人员 [8, 9]采用麦克斯韦应力张量法证实了该表达

式的正确性. Li等 [10]实验证实了Povinelli的理论

预测, 研究表明, 光梯度力对纳米器件的驱动效率
和其他常用驱动力 (压电, 电热, 电容)的效率一样
高. Pernice等 [11] 采用数值和解析的方法对纳米

波导间的光梯度力进行了对比分析, 发现光梯度力
数量级为pN/µm/mW, 足以驱动纳谐振器. Li等
[12]通过调节入射光波长的方法使得吸引力和排斥

力作用周期交替, 从而可以形成正弦可调节的光梯
度力. Cai等 [13]设计了光梯度力驱动双平行梁式

纳谐振器, 证实了该纳谐振器与传统的静电驱动谐
振器相比, 具有更高的分辨率和更快的响应速度.
Eichenfield等 [14]研究了SiN单微圆盘谐振器与二
氧化硅光纤板的光耦合作用, 研究发现光梯度力大
小与圆盘和板的相对位移有关. Rosenberg等 [15]

实验测试了双平行微盘间的光梯度力, 光梯度力随
着盘间距的增大而减小, 并采用有限元方法仿真出
微盘的振动模态. Lin等 [16]研究了纳米梁和双盘

谐振器在光梯度力驱动下的机械运动, 并给出了功
率谱密度. Wiederhecker等 [17]为了减小结构的机

械刚度, 采用圆环辐条结构, 研究发现了入射光的
对称模态和反对称模态对光梯度力的影响规律. 但
是, 目前的研究主要集中在光梯度力的基本特性、
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光梯度力驱动纳谐振器静态响应等方面, 光梯度力
驱动纳谐振器的复杂动力学行为方面的研究, 尤其
是光梯度力对圆环辐条纳谐振器动态响应的影响

规律目前还未见报道.
结合光检测方式, 光梯度力驱动纳谐振器可以

构成全光型谐振传感器. 其常见的基本结构有桨片
结构 [18]、悬臂梁 [19]、两端固支梁及圆盘结构 [20]等.
本文针对圆环辐条式纳谐振器建立了光梯度力驱

动下的复杂动力学模型, 分析了光梯度力的固有非
线性特性、“负”弹簧效应和刚度软化效应, 详细研
究了偏置光梯度力、初始间隙和辐条厚度对系统非

线性动力学特性的影响规律.

2 光梯度力特性分析

2.1 光梯度力

图 1所示为Wiederhecker等 [17]报道的光梯度

力驱动圆环辐条谐振器. 假设产生光梯度力的光传
播是绝热过程, 圆环间光梯度力可表示为 [6]

Fopt = −PS
c

neff
Ω0

gOM(x), (1)

其中 gOM(x) = dΩ0/dx为光机械耦合系数, x为两
环瞬时间距, Ω0 为光的角速度, c为真空中光速, P
为入射光功率, S为圆环周长, neff为硅振动模态下

光折射率. 其中两环间光机械耦合系数为 [21]

gOM(x) =
cχγ2/k0sech2(γx/2)

4(n2
c − n2

s ) tan kh+ n2
sxχsech2(γx/2) + 2ξ[(n2

cγh csc2 kh+ 2n2
s ) tan kh+ n2

sk/γ − n2
cγ/k]

, (2)

其中, χ ≡ k + γ tan kh; ξ = 1 + tanh(γx/2), γ为
空气中的场衰减率, k为光波导中波向量的横向分
量, k2 = k20n

2
c −ψ2, γ2 = ψ2− k20n2

s , ψ为波向量的
纵向分量; nc, ns分别为硅光波导和周围介质的光

折射率; k0 = 2π/λ0 = Ω0/c是真空中光的波数, 其
中λ0为真空中光的波长; h为环厚度.

当x→ 0时, 由 (2)式可得到最大耦合系数:

gOM(0) = Ω0γ
3/(2β2 + 2k20n

2
cγh), (3)

一般情况下, 两个波导圆环之间的光耦合倏势场幅
值随着间隙的增加呈现指数衰减. 因此, 光机械耦
合系数可以近似表示为如下形式指数函数:

gOM(x) ≈ gOM(0) e−γx. (4)

将 (3)和 (4)式代入 (1)式中, 可得到圆环间光梯度
力表达式:

Fopt = −PS
c

neffγ
3

2β2 + 2k20n
2
cγh

e−γx. (5)

2.2 固有非线性特性

对于光梯度力驱动的纳谐振器, 系统的动力学
特性与操作参数、几何参数和材料特性有关, 光梯
度力会改变结构的动力学特性. 将此非线性光梯度
力在平衡点x = x0 处进行泰勒展开, 其中x0为两

环初始间隙, 可得:

Fopt =F0 e−γx = F0 e−γx0(1− γxe + 1/2γ2x2e

− 1/6γ3x3e + · · · ), (6)

3 mm

w=2.5 mm(a)

(b)

(c)

x=158 nm

h=190 nm

图 1 双平行圆环辐条谐振器 [17] (a) 圆环辐条结构扫描电子显微镜图; (b)局部结构放大图; (c)尺寸标注图
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其中F0 = −PS
c

neffγ
3

2β2 + 2k20n
2
cγh

, xe = x− x0.

假设环形变较小, 高阶项忽略不计, 即x0 ≫
xe, 非线性光梯度力可线性化为

Fopt ≈ P (f0 + f1xe + f2x
2
e + f3x

3
e), (7)

其中

f0 = −S
c

neffγ
3

2β2 + 2k20n
2
cγh

e−γx0 ,

f1 =
S

c

neffγ
4

2β2 + 2k20n
2
cγh

e−γx0 ,

f2 = −S
c

neffγ
5

4β2 + 4k20n
2
cγh

e−γx0 ,

f3 =
S

c

neffγ
6

6β2 + 6k20n
2
cγh

e−γx0 .

2.3 “负”弹簧效应

若光梯度力关于结构位移的导数不等于零, 光
梯度力对结构会产生弹性系数. 考虑入射光功率恒
定时, 圆环受到的光梯度力可表示为

Fopt =
∂Fopt
∂x

xe = kxxe = −γF0 e−γxxe, (8)

由上式可知, 由于kx ̸= 0且为负值, 说明光梯度力
具有 “负”弹簧刚度效应.

2.4 刚度软化效应

光梯度力会软化微系统的结构刚度. 对于光
梯度力驱动圆环辐条谐振器运动, 可得到刚度系
数表达式, 采用模态扩展法 [22], 可得到软化模态
刚度kj为

kj = k′j − ko

= k′j −
PSneffγ

4 cos(ωt)
c(2β2 + 2k20n

2
cγh)

e−γx0 , (9)

其中k′j为固有等效刚度, ko为光梯度力软化刚度.
由 (9)式可知, kj有为周期时变函数, 且与入

射光功率和两环间初始间隙有关. 一阶模态刚度
k1 数据仿真结果如图 2所示.

由图 2可以看出, 随着光梯度力的激励频率ω

变化, 等效刚度周期性地波动, 随着光梯度力入射
光功率的增大, 波动越来越明显.
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图 2 第一阶模态刚度

3 动力学建模与分析

3.1 辐条等效弹簧刚度

将每根辐条等效看作悬臂梁, 悬臂梁动力学方
程为

EI
∂4w(x, t)

∂x4
+

[
EA

2L

∫ L

0

(
∂w(x, t)

∂x

)2

dx
]

× ∂2w(x, t)

∂x2
+ ρA

∂2w(x, t)

∂t2
= 0, (10)

其中 I = bh3/12; A = bh; b, h, L 分别为辐条宽,
高,长; ρ, E为材料密度和弹性模量; w(x, t)为辐条
在竖直方向的位移.

假设梁弯曲变形w(x, t) = u(t)∗ϕn(x), 其中
ϕn(x)为梁弯曲变形本征模态, u(t) 为梁的动态响
应, 代入动力学方程可得:

g0
d2u(t)

dt2 + k̄1u(t) + k̄3u
3(t) = 0, (11)

其中

g0 =ρA

∫ L

0

ϕ2n(x)dx,

k̄1 =EI

∫ L

0

d4ϕn(x)

dx4 ϕ(x)dx,

k̄3 =
EA

2L

∫ L

0

∫ L

0

(
dϕn(ξ)

dξ

)2

× d2ϕn(x)

dx2 ϕn(x)dξdx.

悬臂梁满足的边界条件为

w(0, t) = w′(0, t) = w′′(L, t)

= w′′′(L, t) = 0, (12)

则梁本征模态满足方程

ϕn(x) = cosh(znx)− cos(znx) + [sin(znx)
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− sinh(znx)]
cosh(zn) + cos(zn)
sin(zn) + sinh(zn)

, (13)

其中 zn为方程 1 + cos(zn) cosh(zn) = 0的解, 取一
阶模态, 即n = 1, 得到单根辐条刚度 k̄1和立方刚

度 k̄3. 本系统为四根辐条刚度并联, 则系统总等效
刚度为k1 = 4k̄1, k3 = 4k̄3.

3.2 集总参数模型

图 3所示为光梯度力驱动圆环辐条纳谐振器

的集总参数模型. 光梯度力作用下系统的动力学方
程可表示为

me
dx2e(t)

dt2 + k1xe(t) + k3x
3
e(t)

=F+
opt + F−

opt cos(ωt+ θ)− Fsq, (14)

其中, xe(t)和
dx2e(t)

dt2 分别为圆环的瞬时位移、瞬

时加速度; me, k1分别为系统的等效质量、等效刚
度系数; k3为非线性立方刚度; F+

opt和F−
opt分别为

偏置光梯度力和光梯度力幅值; ω和 θ分别为正弦

可调光梯度力角频率和相位; Fsq为两环间压膜阻

尼力.

csk
k





x0

h

xe

图 3 双圆环辐条结构集总参数模型

由于环直径与两环距离相比很大, 当两环相对
运动时, 环间气体压强急骤变化, 流动气体产生的
黏滞力将作为耗散力施加在环上, 阻碍运动. 这种
现象为压膜阻尼效应. 假设圆环小位移运动, 压模
阻尼力为 [23]

Fsq = csẋ,其中cs =

(
SPaL0W0

4πx0

)√
2Mm

πRT
, (15)

其中S为圆环周长; Pa为大气压强; L0, W0为等效

长, 宽; Mm, T , R 分别为气体摩尔质量, 温度和理
想气体常数.

3.3 多尺度法求解

为了便于进行定性分析, 对 (14)式引入以下无
量纲变量：

τ = ω0t, Ω = ω/ω0,

X = xe/x0, Ẋ = dX/dτ,

Ẍ = d2X/dτ2, β = x20k3/k1,

η0 = cs/meω0, ~+0 = f+0 /x0k1,

~+1 = f+1 /k1, ~+2 = f+2 x0/k1,

~+3 = f+3 x
2
0/k1, ~−0 = f−0 /x0k1,

~−1 = f−1 /k1, ~−2 = f−2 x0/k1,

~−3 = f−3 x
2
0/k1, (16)

其中ω0 =
√
k1/me, 为系统一阶模态共振频率.

因此, 光梯度力驱动圆环辐条谐振器动力学方
程的无量纲形式为

Ẍ(τ) +X(τ) + βX3(τ)

=− η0Ẋ(τ) + P1[~+0 + ~+1 X(τ) + ~+2 X
2(τ)

+ ~+3 X
3(τ)] + P2[~−0 + ~−1 X(τ)

+ ~−2 X
2(τ) + ~−3 X

3(τ)] cos(Ωτ), (17)

上述系统的振动为弱非线性时变系统的参激振动.
本文求一次近似解, 应用多尺度法, 首先引入两个
越来越慢的时间尺度Tn = εnτ(n = 0, 1), 其中 ε为

小参数, 并假设X(τ)可以表示为如下形式:

X(τ, ε) = X0(T0, T1) + εX1(T0, T1) + · · · , (18)

方程 (17)改写成

Ẍ(τ) +X(τ)

= ε{−β̃X3(τ)− η̃0Ẋ(τ)

+ [~̃+0 + ~̃+1 X(τ) + ~̃+2 X
2(τ) + ~̃+3 X

3(τ)]

+ [~̃−0 + ~̃−1 X(τ) + ~̃−2 X
2(τ) + ~̃−3 X

3(τ)]

× cos(Ωτ)}, (19)

εκ̃ = κ, 其中κ = β, η0, ~±0 , ~±1 , ~±2 , ~±3 .
当系统只由正弦可调式光梯度力激励时, 系统

动力学方程为

Ẍ(τ) +X(τ)

= ε{−β̃X3(τ)− η̃0Ẋ(τ) + [~̃0 + ~̃1X(τ)

+ ~̃2(X2(τ))] cos(Ωτ)}. (20)

将方程 (18)代入 (20), 可得

D2
0X0 +X0 = 0, (21a)

D2
0X1 +X1 = − 2D0D1X0 − β̃X3

0 − η̃0D0X0
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+ (~̃0 + ~̃1X0 + ~̃2X2
0 )

× cos(ΩT0), (21b)

其中D0 =
∂

∂T0
, D1 =

∂

∂T1
.

方程 (21a)的解形如

X0 = A(T1) ejT0 + cc

=
a(T1)

2
ej(T0+j(T1)) + cc. (22)

其中 cc表示前项共轭. 研究Ω ≈ 1时的主共振, 引
入频率调谐因子σ, 使得

Ω = 1 + εσ, ΩT0 = T0 + σT1, (23)

将 (22)和 (23)式代入 (21b)式, 消除永年项, 并分
离实虚部, 可得如下自治微分方程:

D1a = − ~̃0

2
a+

(
~̃0

2
+

~̃2a
2

8

)
sin(ψ)

aD1ψ = σa− 3β̃

8
a3 +

(
~̃0

2
+

3~̃2a
2

8

)
cos(ψ)

,

(24)

其中ψ = σT1 − φ.

为确定对应稳态运动的定常解振幅和相位, 令
D1ψ,D1a都为零, 并消去 ε.

对于
1

a2
> 1

4
η20

1

(~−2 a/8 + ~−0 /(2a))2
可得到关

于Ω的实系数二次代数方程:

Ω = 1 +
3

8
βa2 ±

(
3

8
~−2 a

2 +
~−0
2

)
×

√
1

a2
− η20

4(~−2 a2/8 + ~−0 /2)2
, (25)

其中主共振峰值大小满足如下等式:

amax =
2η0 − 2

√
η20 − ~−0 ~

−
2

~−2
, (26)

出现最大峰值时的激励力频率为

Ω = 1 +
3

8
βa2max. (27)

4 结果分析与讨论

本文主要研究的双平行圆环辐条谐振器参数

和光梯度力激励参数如表 1所示 [6,17].

表 1 系统参数

环直径 d/µm 辐条长度L/µm 辐条厚度 h/µm 初始间隙 x0/nm 弹性模量E/GPa

90 44 1 138 169

材料密度 ρ/g·cm−3 neff nc ns 入射光波长 λ0/nm

2.33 2.23 3.5 1.5 1550

4.1 光梯度力作用下系统响应

正弦可调式光梯度力作用下, 两圆环间吸引力
和排斥力作用周期交替, 从而驱动圆环辐条谐振
器输出谐振频率. 图 4为正弦可调式光梯度力激励

时, 不同输入光功率作用下的系统频率响应特性曲
线. 由图可以看出, 随着入射光功率增大, 系统稳
态振动的幅值上升, 系统的谐振频率也随着稳态振
动幅值的增大而变大. 在 (27)式中, 由于系统存在
固有几何非线性特性, 使得β = x20k3/k1 > 0, 频响
曲线中系统谐振频率会产生向右偏移的现象, 具有
非线性硬弹簧的特性.

圆环辐条系统固有几何非线性特性引起的β

值会影响系统的谐振频率. 图 5给出了不同β值

时系统频率响应曲线, 其中控制参数入射光功率
P = 10 mV. 从图中可以看出, 随着β的增大, 系统
谐振频率逐渐变大, 系统刚度渐硬趋势更明显.

-10 -5 0 5 10 15
10
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图 4 不同光输入功率对系统稳态响应的影响

4.2 偏置光梯度力的影响

考虑偏置光梯度力的影响后, 可得到关于Ω的

实系数二次代数方程:

Ω = 1 +
3

8
(β − ~+3 )a

2 − ~+1
2

±
(
3

8
~−2 a

2 +
~−0
2

)
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×

√
1

a2
− (4η0)

2

(~−2 a2 + 4~−0 )2
, (28)

最大峰值处的激励力频率为

Ω = 1 +
3

8
(β − ~+3 )a

2
max − ~+1

2
. (29)

图 6为考虑了偏置光梯度力激励后的系统频

率响应特性曲线. 随着偏置入射光功率的增大, 系
统固有频率不仅从向右偏移到向左偏移, 且各曲线
间产生了明显的错位. 这种现象产生是由于随着入
射光功率的增大, 光梯度力对系统的影响增强, 光
梯度力对系统具有刚度软化效应, 会使得曲线由右
向左偏移. 同时, 由于 (29)式中第四项−~+1 /2 < 0,
使得系统频响曲线产生错位, 逐渐向左移动. 图中
虚线标示出系统稳态幅值不随偏置光梯度力的入

射光功率改变而变化. 可以通过控制入射光功率的
方法来实现谐振器工作频率范围的调整. 以达到最
佳的工作效果.
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图 5 不同 β值对系统稳态响应的影响

4.3 初始间隙的影响

由 (5)式可知, 随着两盘初始间隙的增大, 光梯
度力逐渐减小. 图 7为初始间隙变化对系统主共振

峰值及谐振频率的影响图, 控制参数入射光功率为
P = 5 mV. 可以发现随着两环初始间隙的增大, 主
共振峰值呈单值减小趋势, 谐振频率先增大后减
小, 在约x0 = 158 nm处达到最大值.

4.4 辐条厚度的影响

图 8为辐条厚度变化对系统响应的影响图, 控
制参数入射光功率为P = 5 mV. 随着辐条厚度的
增大, 系统质量变大, 刚度及立方刚度变大, 光梯度
力减小, 系统主共振峰值与谐振频率都呈减小的趋
势. 当h < 150 nm时, 辐条厚度对系统的影响非常
显著, h > 150 nm后曲线趋于平缓.
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图 6 考虑偏置光梯度力激励时, 固定正弦可调式光梯度
力入射光功率 (P = 20 mV)下, 不同偏置入射光功率对
系统稳态响应的影响
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图 7 两环初始间隙的变化与主共振峰值和谐振频率的关系
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图 8 辐条厚度变化与主共振峰值和谐振频率的关系

5 结 论

本文以光梯度力驱动圆环辐条纳谐振器为研

究对象, 建立了系统的动力学模型, 并利用多尺度
法求解系统稳态响应. 通过分析可得到如下结论:

1)光梯度力激励下, 纳谐振器具有复杂的动力
学特性, 研究表明, 光梯度力具有 “负”弹簧效应等
固有非线性特性;

2)偏置光梯度力作用下, 随着入射光功率的增
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大, 系统由刚度硬化演变为刚度软化, 从而系统谐
振频率可实现较大范围的调节;

3) 两环初始间隙越大, 光梯度力越小, 系统的
幅值和谐振频率下降;

4) 辐条厚度增大会对系统质量、刚度、立方刚
度及光梯度力产生不同影响, 使系统主共振峰值和
谐振频率减小.
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Abstract
Optical gradient force, as a novel type of actuation force for nano-resonators, has recently attracted a lot of attention.

In this paper, the inherent nonlinear characteristics of the optical gradient force are analyzed. A nonlinear dynamic model
of the ring and spoke resonant system driven by optical gradient force is proposed. The influences of optical input power
and geometric parameters on the nonlinear dynamic responses of the system are investigated. The results show that
the optical gradient force can cause stiffness to soften. The amplitude increases and the resonance frequency shifts as
the input optical power increases. Moreover, the amplitude and resonance frequency of the nano-resonator decrease as
the initial gap of the rings increases. Therefore, the resonance frequency can be adjusted by changing the optical input
power. This work can be useful for the further design and performance prediction of nano-resonators driven by the
optical gradient force.
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