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模态信息非完备采样对水下声源检测的

影响及改进方法∗

李明杨 孙超† 邵炫

(西北工业大学航海学院, 西安 710072)

( 2014年 4月 7日收到; 2014年 6月 19日收到修改稿 )

给出了海洋波导中位置未知简谐声源的广义似然比检测器及其理论检测性能. 通过对检测器中模态相关
矩阵进行特征值分解, 将该检测器分解为与各阶特征值相对应的谱成分. 推导了各阶谱成分的统计特性并以
此获得了谱成分对输入信号的空间处理增益, 该增益与谱成分对应的特征值成正比. 当模态信息采样不完备
时, 模态相关矩阵存在部分接近于 0的小特征值, 相应的谱成分对输入信号的空间处理增益与其余谱成分相
比非常小. 通过舍去这部分谱成分, 提出了有效谱检测器. 该检测器在保持其输出中目标信号成分与广义似
然比检测器相同的基础上, 有效减少了其中的噪声成分, 因此, 具有比广义似然比检测器更好的检测性能. 在
典型的浅海环境下进行仿真实验, 仿真结果验证了理论分析、推导以及有效谱检测器的有效性, 并且表明非完
备采样程度越严重, 有效谱检测器相对于广义似然比检测器的检测性能提高越显著. 此外, 有效谱检测器具
有比广义似然比检测器更好的数值计算稳健性.
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1 引 言

模态不仅是描述海洋波导中声场分布的重要

物理量, 也是众多与水声物理相结合的水声信号处
理方法的理论基础 [1−12].通常情况下, 可以通过垂
直布放于水体中的水听器基阵来采样获得模态函

数随水体深度变化的信息, 而后再加以针对性的利
用, 构建一些特定的水下目标检测、定位算法. 然
而, 由于大多数的海底底质是损耗型底质, 水体中
声源激励的部分模态会渗透到底质层中, 而这部
分模态信息是无法通过布放于水体中的水听器基

阵采样得到的; 并且, 当水深较大而垂直阵孔径有
限、无法覆盖整个水体时, 未被覆盖到的水体中的
模态信息也同样无法获取. 因此, 实际情况下, 垂
直阵对模态信息的采样一般都是非完备的, 这将导
致一些基于模态采样信息的水声信号处理方法的

处理性能显著下降, 其中最具代表性的则是匹配模
处理 [3−9].

匹配模处理是在 20世纪 80年代逐渐兴起的
定位技术, 它是在匹配场处理的基础上发展而来
的 [13], 其基本思想是将接收信号从阵元域转化到
模态域进行处理. 该方法既保留了匹配场处理充分
利用海洋环境信息的优点, 相比匹配场处理又具有
计算复杂度小、输出模糊表面旁瓣低, 以及较好的
模态误差宽容性等优势, 引起了业界的广泛关注.
匹配模处理的核心是模态系数估计, 实质上是一个
线性反演问题.当模态信息采样不完备时, 模态采
样之间存在较强的复共线性 (即某几阶模态采样可
由其余模态采样近似线性表示), 从而导致模态相
关矩阵病态、模态系数的估计结果不稳定 [7,14], 并
进一步导致匹配模处理的定位性能下降 [7,8]. 针对
模态相关矩阵是病态矩阵时的模态系数反演问题,
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Yang[7]通过研究模态相关矩阵的特征值分布, 根
据特征值的大小将模态空间划分为 “信号子空间”
与 “噪声子空间”, 通过舍去模态系数估计量中与
“噪声子空间”相对应的谱成分, 提高了模态系数估
计结果的数值计算稳健性, 并取得了较好的定位结
果. Collison和Dosso[8]在Yang的基础上, 将线性
反演问题中的正则化思想引入到模态系数估计中,
给出了对角加载技术以改善模态系数的估计性能,
并在此基础上将模态系数的先验估计考虑进来, 采
用一种更为广义的正则化方法, 进一步提出了正则
化匹配模处理以提高模态系数的估计性能. 此外,
在其他领域, 诸如大地测量以及地球物理领域中也
会出现相关问题, 例如大地测量领域中的重力场向
下延拓, 地球物理领域中的位场延拓、波场反演等,
这些领域的科研工作者为解决这些问题也提出了

许多方法 [14−17], 而这些方法同样可以借鉴到模态
信息非完备采样时模态系数的估计中.

在过去的近二十年里, 模态信息非完备采样
情况的研究主要集中在如何提高模态系数的估计

性能上, 相关研究也取得了较大的进展. 然而, 一
直以来, 模态信息非完备采样情况下的水下目标
检测问题却鲜有问津. 事实上, 水下简谐声源的
检测问题与匹配模处理之间有着密切的联系.通常
情况下, 待检测声源的位置是未知的, 对于这类含
有未知参数的确定性信号检测问题, 广义似然比
(generalized likelihood ratio test, GLRT)检测器是
最常用的检测器形式 [18]. 在设计该检测器时, 首先
必须对声源位置进行估计, 再将估计得到的声源位
置参数取代原位置参数进行检测器设计. 然而, 声
源位置的最大似然估计对应了匹配模处理中的模

态系数估计. 由于模态信息非完备采样将影响模
态系数的估计性能, 因此, GLRT 检测器也势必会
受到该因素的影响. 然而, 由于该问题长时间以来
缺乏研究, 因此, 模态信息非完备采样这一普遍存
在的物理现象对GLRT检测器会产生何种影响, 能
否减小或者利用该影响以恢复或者提高GLRT检
测器的检测性能等问题, 长期以来都未引起足够的
重视.

本文则针对上述问题展开相应的研究. 首先,
探究模态信息非完备采样对水下简谐声源被动检

测的影响. 与以往从估计结果的稳定性对参数反演
的方法研究重在数学层面上的分析不同, 本文关注
的是模态信息非完备采样在物理层面上对GLRT
检测器的影响, 即研究其对检测器处理增益的影

响. 然后通过分析, 从提高实际输出信噪比的角度,
提出了GLRT检测器的改进方法, 从而提高了模态
信息非完备采样下的水下目标检测性能.

2 海洋波导中声场模态采样及简谐
声源辐射声场观测

2.1 海洋波导中声场模态信息的采样

完备性

在水平不变海洋波导中,某一垂直线列阵 (ver-
tical linear array, VLA)对各阶模态函数的空间采
样通常用模态矩阵Ψ表示, 定义为

Ψ ,


Ψ1(z1) Ψ2(z1) · · · ΨM (z1)

Ψ1(z2) Ψ2(z2) · · · ΨM (z2)
...

... . . . ...

Ψ1(zN ) Ψ2(zN ) · · · ΨM (zN )

 , (1)

其中, zi表示VLA中第 i号阵元所在深度, i =

1, 2, · · · , N,N表示VLA的阵元个数; Ψ(z)表示模

态函数, 简称模态; Ψm(zi)则表示第 i号阵元对第

m阶模态的空间采样, m = 1, 2, · · · ,M,M表示波

导中传播模态的个数.
为了衡量VLA对模态信息采样的完备程度,

定义模态信息采样度 (modal sampling degree, MS-
D)为

MSD =
L

H
, (2)

其中, L表示阵列孔径, H表示模态覆盖的波导深
度, 包括水体、底质层与半空间中模态覆盖的区域,
且L 6 H, 因此, 有0 6 MSD 6 1.

本文只考虑阵列孔径大小对模态信息采样的

影响. 因此, 假设阵列阵元间距较小, 对各阶模态
的采样均满足空间采样定理.

理想情况下, 当阵列由接近水面处向下布放,
且阵列孔径大于或等于模态覆盖深度时, 阵列可以
采样到各阶模态的完整信息, 即MSD = 1. 根据
Sturm-Liouville理论可知, 模态函数之间是相互正
交的 [1], 即 ∫ H

0

Ψm(z)Ψn(z)

ρ(z)
= δmn, (3)

其中, m = 1, 2, · · · ,M ;n = 1, 2, · · · ,M ; ρ(z)表示
随深度变化的水体密度; δmn为狄拉克函数. 因此,
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理想情况下, 各阶模态的采样 (模态矩阵的各列)之
间满足 [19]

N∑
i=1

Ψm(zi)Ψn(zi)

ρ(z)

≈
∫ H

0

Ψm(z)Ψn(z)

ρ(z)
= δmn, (4)

进一步根据 (4)式可知, 当整个波导的水体密
度均匀, 即ρ(z) = ρ时, 各阶模态采样之间是近似
正交的, 即

N∑
i=1

Ψm(zi)Ψn(zi) ≈ ρ · δmn, (5)

此时, 模态相关矩阵ΨTΨ (考虑各阶传播模态函数
为实函数)近似为对角线元素相等的对角阵, 且该
矩阵的各阶特征值相等.

然而, 实际采样时, 使用的水听器阵列孔径一
般都小于模态覆盖的深度, 这将导致阵列对模态信
息采样不完备. 当MSD较小时 (例如, MSD < 0.8),
某几阶模态采样可由其余模态采样近似线性表示,
这将导致模态相关矩阵呈现出一定的病态特征, 此
时, 该矩阵特征值中将出现一部分非常接近于 0的
小特征值 [7,14].

2.2 海洋波导中简谐声源的声场信息观测

根据简正波理论, 海洋波导中 (r, z)处的声场

传递函数可以表示为 [1]

G(r, z) =

√
2π e iπ/4

ρ(zs)

M∑
m=1

Ψm(z)Ψm(zs)

× e ikrmr

√
krmr

, (6)

其中, krm表示第m阶模态对应的水平波数, zs表

示声源所在深度, ρ(zs)表示声源所在深度的水体

密度.根据水声信道传播理论, 对于给定的简谐声
源, 结合 (6)式给出的声场传递函数, 可以得到空间
任意位置处的声场分布, 通过水听器采样即可得到
水听器所在位置的声源辐射声压信号. 因此, 与声
源水平距离为 rs的N元VLA的接收信号时域快拍
可以表示为 (离散形式)

x(n) = Gs(n) +w(n), (7)

其中, x(n) = [x1(n), x2(n), · · · , xN (n)]表示n时

刻阵列接收信号的时域快拍, xi(n)表示第 i号阵

元在n时刻的采样值; s(n) = A e−j(2πf0n+φ)为简

谐声源辐射声信号的离散形式, 其中, A, f0, φ

分别表示信号幅度、声源归一化频率以及初相位;
w(n) = [w1(n), w2(n), · · · , wN (n)]T表示n时刻的

噪声信号时域快拍, wi(n)表示第 i号阵元在n时刻

的噪声采样值; G由VLA各阵元位置处的声场传
递函数Gi 构成, 即G = [G1, G2, · · · , GN ]T, 由简
正波模型可得, G = Ψa, 其中, a称为模态系数向
量, 定义为

a , (a1(rs, zs), a2(rs, zs), · · · , aM (rs, zs))
T,

其中

am(rs, zs) =

√
2π e iπ/4

ρ(zs)

e ikrmrs

√
krmrs

Ψm(zs). (8)

将 s(n)和G的表达式代入 (7)式, 简单计算
可得

x(n) = (Ψ e−j2πf0n) · (aA e−jφ) +w(n)

= Φ(n) · ξ +w(n), (9)

其中, Φ(n) , Ψ e−j2πf0n, ξ , aA e−jφ, 分别包含
了VLA对各阶传播模态的采样信息以及声源位置
和声源辐射声信号的幅度、相位等信息.

假设对简谐声源进行了Nt次观测, 即有Nt个

接收信号时域快拍, 按照时间顺序将其排列成一个
列向量X

X =


x(0)

x(1)
...

x(Nt − 1)



=


Φ(0)

Φ(1)
...

Φ(Nt − 1)

 ξ +


w(0)

w(1)
...

w(Nt − 1)


= Eξ +W , (10)

其中, E为NNt ×M维的矩阵, 定义为

(ΦT(0) ΦT(1) · · · ΦT(Nt − 1))T,

该矩阵称为观测矩阵. (10)式给出了海洋波导中
VLA对简谐声源辐射声场的观测模型, 它是一个
线性的空时联合的观测模型. 基于此, 可以建立
海洋波导中简谐声源的检测模型, 并给出相应的
GLRT检测器及其理论检测性能.
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3 模态信息非完备采样对简谐声源
GLRT检测器的影响及改进方法

3.1 位置未知简谐声源的GLRT检测器及
其理论检测性能

假设位置未知的待检测简谐声源的辐射声信

号频率已知, 幅度与初相位未知. 结合 (10)式给出

的声场观测模型, 可以建立检测模型如下,

H0 : X = W , H1 : X = Eξ +W , (11)

其中, W 表示均值为 0、方差为σ2的空时复高斯白

噪声. (11)式描述的检测问题是一个二元假设检验
问题, 零假设H0表示海洋波导中不存在目标, 备选
假设H1 表示存在目标. 可以写出两种不同假设条
件下的似然函数分别为 [18]


p(X|H0) =

1

πNNtσ2NNt
exp

(
− XHX

σ2

)
,

p(X|H1, ξ) =
1

πNNtσ2NNt
exp

[
− 1

σ2
(X −Eξ)H(X −Eξ)

]
.

(12)

由于参数向量 ξ包含了声源的位置信息及其

辐射声信号的幅度和相位信息, 因此, 该向量是未
知的. 利用其最大似然估计 ξ̂MLE

[18]

ξ̂MLE = (EHE)−1EHX

=
1

Nt
(ΨTΨ )−1EHX (13)

来代替似然函数中的原参数向量ξ, 可以构建如下
GLRT检测器,

T (X) = 2 ln p(X|H1, ξ̂MLE)

p(X|H0)

=
ξ̂H

MLE(E
HE)ξ̂MLE

σ2/2

=
X̂HX̂

σ2/2
, (14)

其中, X̂ = Eξ̂MLE. 为了使 (13)式中对矩阵EHE

的求逆是成立的, 必须要求N > M [3−9]. (14)式描
述的检测器是一个估计 -能量检测器, 它首先对接
收数据中的信号成分进行估计, 得到 X̂, 然后将估
计信号的能量与噪声功率之比作为最终的检验统

计量, 其统计分布为 [18]T (X)|H0 ∼ χ2
2M ,

T (X)|H1 ∼ χ′2
2M (β).

(15)

(15)式表明, 在H0假设条件下, 检验统计量T (X)

服从自由度为 2M的中心化卡方分布; 在H1假设

条件下, 检验统计量T (X)服从自由度为 2M、非

中心参量为β 的非中心化卡方分布, 且β的表达

式为 [18]

β =
ξH(EHE)ξ

σ2/2

=
NtA

2∥G∥22
σ2/2

=
N∑
i=1

NtA
2|Gi|2

σ2/2
. (16)

由 (16)式可知, 非中心参量β即为阵列输出端的

能量信噪比, 它等于所有阵元上的能量信噪比之
和. ∥G∥22表示GLRT检测器对输入信号的空间处
理增益, 它由波导中的声场分布以及阵列布放位置
决定.

根据信号检测理论 [18], 结合 (15)式可以确定
GLRT检测器的虚警概率PFA 与检测概率PD分

别为


PFA =

∫ +∞

γ

p(T |H0)dT = Qχ2
2M

(γ),

PD =

∫ +∞

γ

p(T |H1)dT = Qχ′2
2M (β)(γ),

(17)

其中, γ表示与虚警概率PFA相对应的检测门限.
(17)式给出的检测性能表明, 当虚警概率给定时,
GLRT检测器的检测概率由输出端能量信噪比 (非
中心参量β)和波导中传播模态的个数共同决定.
并且, 由统计信号处理的相关知识可知, 当虚警概
率给定时, T (X)对应的检测概率与β成正比而与

M成反比 [18,20]. 因此, 当波导中传播模态个数给
定时, 提高阵列输出端能量信噪比可以提高检测概
率; 当输出端能量信噪比给定时, 检测概率随波导
中传播模态个数的减小而增大.

204302-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 20 (2014) 204302

3.2 模态信息非完备采样对GLRT检测器
的影响

由 2.1节的分析可知, 当模态信息采样不完备
时, 模态相关矩阵ΨTΨ 是病态的, 此时, 该矩阵所
有特征值中存在一部分非常接近于 0的小特征值,
这将对GLRT检测器产生重要影响.

将 (13)式代入到 (14)式,可得GLRT检测器为

T (X) =
XHE(ΨTΨ )−1EHX

Ntσ2/2
. (18)

对模态相关矩阵ΨTΨ做特征值分解 [21], 有

ΨTΨ =

M∑
i=1

λiuiu
T
i , (19)

其中, λi为模态相关矩阵ΨTΨ的第 i阶特征值, ui

是其对应的特征向量, i = 1, 2, · · · ,M . 将 (19)
式代入 (18) 式, 可得GLRT检测器的谱分解表达
式为

T (X) =

M∑
i=1

Ti

=
M∑
i=1

XHEuiu
T
i E

HX

λiNtσ2/2
, (20)

其中, Ti称为GLRT检测器的第 i阶谱成分, 它对
应了模态相关矩阵的第 i阶特征值. 且特征值由大
到小排列, 即谱成分T1对应了最大特征值λ1. 本文
证明了各阶谱成分服从以下统计分布 (证明过程详
见附录):Ti|H0 =

XHEuiu
T
i E

HX

λiNtσ2/2
∼ χ2

2,

Ti|H1 ∼ χ′2
2 (βi),

(21)

并且, 各阶谱成分之间是统计独立的. βi表示H1

假设条件下各阶谱成分服从非中心化卡方分布的

非中心参量, 表达式为 (推导过程详见附录):

βi =
A2Ntλi∥aHui∥22

σ2/2
. (22)

(20)和 (21)式表明, 通过特征值分解可以将
GLRT检测系统分解成M阶相互独立的谱成分,
各阶谱成分对输入信号具有各自的空间处理增益.
根据 (22)式, 可以确定第 i阶谱成分对输入信号的

空间处理增益 (spatial gain, SG)为

SGi = λi∥aHui∥22, (23)

其大小与谱成分对应的特征值成正比, 即SGi ∝
λi. 并且, 所有谱成分对输入信号空间处理增益之

和等于GLRT检测系统对输入信号总的空间处理
增益, 即

M∑
i=1

SGi =
M∑
i=1

λi∥aHui∥22 = ∥G∥22, (24)

从非中心参量的角度可以表示为

M∑
i=1

βi =
A2Nt

σ2/2

M∑
i=1

λi∥aHui∥22

=
A2Nt∥G∥22

σ2/2
= β. (25)

当模态信息采样不完备时, 某几阶模态采样可
以由其余模态采样近似线性表示, 此时, 模态相关
矩阵的特征值中将出现一部分非常接近于 0的小
特征值. 根据 (23)式可知, 这部分特征值对应的谱
成分对输入信号的空间处理增益与某些大特征值

对应的谱成分相比非常小, 对总增益的贡献可以忽
略. 本文将接近于 0的小特征值对应的谱成分称为
无效谱成分, 将大特征值对应的谱成分称为有效谱
成分. 由于有效谱成分对输入信号处理增益之和远
大于无效谱成分对输入信号处理增益之和, 因此,
当目标存在时, GLRT 检测器输出中的目标信号成
分主要来自于有效谱成分, 而无效谱成分的输出相
比有效谱成分则包含了极少的信号成分和非常多

的噪声成分, 在此意义下, 可以将有效谱成分和无
效谱成分分别看作GLRT检测器的信号谱成分和
噪声谱成分. 可见, 模态信息非完备采样对GLRT
检测器的影响主要体现在对其各阶谱成分处理增

益的影响上: 它将使GLRT检测器对输入信号的处
理增益集中在与模态相关矩阵大特征值相对应的

谱成分上.

3.3 有效谱检测器

根据 3.2节的分析, 由于模态信息非完备采样
将使GLRT检测器中出现有效谱成分与无效谱成
分, 而两者分别对应了GLRT检测器输出中的信号
谱成分与噪声谱成分, 因此, 舍去无效谱成分后得
到的检测器

Tr(X) =

d∑
i=1

XHEuiu
T
i E

HX

λiNtσ2/2
(26)

将在保持其输出中目标信号成分与GLRT检测器
基本相同的基础上有效减少输出中的噪声成分, 从
而使得该检测器的检测性能优于GLRT检测器, 其
中d表示有效谱成分的个数.
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Tr(X)即根据模态信息非完备采样对GLRT
检测器各阶谱成分的影响, 对GLRT检测器进行针
对性的改进而得到的检测器, 本文将其称为有效
谱检测器 (effective spectrum detector, ESD). 根据
(21)和 (26)式, 可以确定ESD的统计分布为Tr(X)|H1 ∼ χ′2

2d(βr),

Tr(X)|H0 ∼ χ2
2d,

(27)

其中, βr表示H1假设条件下ESD对应的非中心参
量. 由于在模态信息非完备采样条件下, GLRT检
测器对输入信号的空间处理增益主要来源于有效

谱成分, 即

∥G∥22 ≈
d∑

i=1

SGi =

d∑
i=1

λi∥aHui∥22, (28)

因此,

βr =
d∑

i=1

βi

=
A2Nt

σ2/2

d∑
i=1

λi∥aHui∥22

≈ A2Nt∥G∥22
σ2/2

= β. (29)

从统计处理的角度来看, ESD在获得与GLRT检测
器对输入信号近似相同的空间处理增益, 即对应的
非中心参量近似相等 (βr ≈ β)的同时, 有效地降低
了检验统计量的统计自由度 (由 2M降为 2d, 相当
于减少了噪声成分). 结合3.1节中关于GLRT检测
器检测性能的分析可知, 当模态信息采样不完备
时, ESD的检测性能将优于GLRT检测器, 即相同
信噪比下, ESD对目标的检测概率要高于GLRT检
测器.

4 仿真实验及结果

本节在典型的浅海波导环境中, 对不同模态信
息采样度下GLRT检测器的检测性能及各阶谱成
分对应的检测性能进行计算机仿真, 探究模态信息
非完备采样对GLRT检测器的影响; 对ESD的检
测性能进行仿真研究, 并将其与GLRT检测器的检
测性能进行对比, 以验证ESD的有效性.

仿真环境采用典型的分层浅海波导环境, 如
图 1所示: 水深为 120 m, 底质层为 6 m, 以下为半
空间, 各层中声速随深度线性变化, 具体取值如图

中所示. 仿真中, 简谐声源距离垂直线列阵 8 km,
距离水面 50 m, 设定VLA距离水面 1 m处向下布
放, 阵元间隔为1 m (阵元间隔小, 保证对各阶模态
都满足空间采样定理), 阵列孔径由具体仿真中选
取的MSD值确定.

D
=

1
2
0
 m

D1=6 m

Rs=8 km z
s
=

5
0
 m

ρ1=1024 kg/m3

H1=10 m, c1=1528 m/s

H2=90 m, 

c2=1508 m/s

c5=1600 m/s, ρ3=1800 kg/m3

c4=1580 m/s
c3=1520 m/s ρ2=1600 kg/m3

图 1 波导环境、声源位置和阵列布放仿真示意图

仿真中目标信号为 200 Hz的复信号, 背景噪
声为均值为 0、方差σ2为 1的空时复高斯白噪声.
取单个数据快拍进行处理, 采样频率为1 kHz, 信噪
比 (signal-to-noise ratio, SNR)定义为阵列输出端
的能量信噪比, 表达式为 10 log10(2A2Nt∥G∥22/σ2)

(即 10 log10(β)), 仿真中通过改变目标信号幅度来
调整信噪比, 每一信噪比取值下的蒙特卡罗实验次
数为 100000次.各仿真实验中, 虚警概率均设定为
0.1.

4.1 模态信息非完备采样对GLRT检测器
谱成分的影响

将图 1所示的波导环境参数输入到KRAK-
EN[22]声场计算软件中, 计算可得该波导中 200 Hz
窄带声源的辐射声场分布, 以及该声源可以激发出
11阶模态. 图 2和图 3分别给出了具体的声场分布

和模态随深度的变化关系 (m表示模态的阶数).

5000 6000 7000 8000 9000 10000

20

40

60

80

100

120

/m

/
m /
d
B

50

55

60

65

70

图 2 (网刊彩色) 200 Hz简谐声源辐射声场分布
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图 3 200 Hz简谐声源激发的模态函数

对比图 3中120 m深度以下的各阶模态成分可
知: 在大于 120 m的深度上, 模态函数并没有衰减
至 0, 且高阶模态相对低阶模态拥有更丰富的信息.
这是由于海底并非理想刚性, 模态将进一步渗透到
底质层中, 并且, 高阶模态对应的垂直波数相比低
阶模态更小, 在底质层以及半空间中的衰减更慢所
导致的 [1]. 可见, 即使使用孔径为 120 m的垂直阵,
即覆盖整个水深, 也很难采样到各阶模态 (特别是
高阶模态)的完整信息. 而实际当中, 使用的水听
器阵列很少能够覆盖整个水深, 因此, 阵列对各阶
模态信息的采样是不完整的, 这将使得某几阶模态
采样可以用其余模态采样近似线性表示, 进而导致
模态相关矩阵病态.

为了便于衡量MSD的具体取值, 这里给定
H = 126 m, 即仅关注水体以及底质层中模态信息
的非完备采样情况 (后续仿真与此相同).

假设阵列孔径在 11—120 m范围内变化, 相应
地, MSD在 0.08—0.95之间变化. 我们计算了不
同MSD下模态相关矩阵的条件数, 结果在图 4中

给出.
由图 4可知, 随着MSD的减小, 模态相关矩阵

的条件数总体呈上升趋势. 通常情况下, 认为模态

相关矩阵的条件数大于 103时, 模态相关矩阵是病
态的 [14]. 因此, 可以估计出, 当MSD 小于 0.82时,
模态相关矩阵是病态的.可见, 模态信息非完备采
样导致模态相关矩阵病态在实际中是较为容易且

普遍的.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

105

1010

1015

1020

MSD

图 4 MSD与模态相关矩阵条件数之间的关系

选取MSD = 0.95以及MSD = 0.51两种模

态信息采样情况, 对应的阵列孔径分别为 120和
65 m, 仿真研究模态信息非完备采样对GLRT检测
器各阶谱成分的影响. 图 5分别给出了这两种情况

下模态相关矩阵的特征值分布以及GLRT检测器
各阶谱成分对输入信号的空间处理增益.
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对比图 5 (a)与 (b)可知:当各阶模态信息采样
均较为完整时 (MSD = 0.95),模态相关矩阵的特征
值分布比较集中, 各阶谱成分对输入信号的处理增
益均不为 0, 且相差不大; 然而, 当MSD = 0.51 时,
模态相关矩阵的特征值呈 “阶梯型”分布, 其中, 受
近似为 0的特征值的影响, λ7—λ11所对应的谱成

分对输入信号的空间处理增益近似为 0, 远小于其
余谱成分.可见, 模态信息非完备采样将使GLRT
检测器中的一部分谱成分对输入信号的处理增益

远小于其余谱成分, 我们将受小特征值影响而对输
入信号处理增益较小的谱成分称为无效谱成分, 而
将其余谱成分称为有效谱成分.

2 4 6 8 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

MSD=0.95

MSD=0.51

2 4 6 8 10
0

0.5

1.0

1.5

2.0

/
1
0
-
5 MSD=0.95

MSD=0.51

(b)

(a)

图 5 不同MSD下模态相关矩阵的特征值分布以及各阶
谱成分对应的空间处理增益 (a) 模态相关矩阵特征值分
布; (b) 谱成分空间处理增益

图 6给出了MSD = 0.51时, GLRT检测器的
各阶谱成分在不同信噪比下对目标的检测概率, 图
中强度代表检测概率.

由图 6可知, 当信噪比在0—30 dB范围内变化
时, 无效谱成分 (T7—T11) 对目标的检测概率近似
为 0.1, 约等于虚警概率. 这表明, 在此信噪比范围
内, 无效谱成分的输出中基本上仅含有噪声成分;
然而, 在相同信噪比范围内, 有效谱成分 (T1—T6)

对目标的检测概率随着信噪比的增大而逐渐增大,
这表明有效谱成分输出中的信号成分随着信噪比

的增大越来越显著. 因此, 可以将无效谱成分与有
效谱成分分别视作GLRT检测器的噪声谱成分与
信号谱成分. 这是由于无效谱成分对输入信号的处
理增益远小于有效谱成分导致的. 需要指出的是,
无效谱成分的输出中不是仅含有噪声, 随着信噪比
的增大, 信号成分会越来越显著, 但相比有效谱成
分而言, 无效谱成分含有更多的噪声成分以及极少
的信号成分.

综上所述, 模态信息非完备采样很容易导致模
态相关矩阵病态, 从而造成GLRT检测器中出现无
效谱成分和有效谱成分, 两者分别对应了GLRT检
测器的噪声谱成分以及信号谱成分.
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图 6 (网刊彩色) GLRT检测器各阶谱成分检测性能

4.2 模态信息非完备采样对GLRT检测器
检测性能的影响

分别在模态信息采样度为 0.95, 0.51, 0.238,
0.158的情况下, 对GLRT检测器的检测性能进行
计算机仿真, 并将其与GLRT检测器的理论检测性
能进行对比, 对比结果在图 7中给出.

由图 7可知, 当MSD = 0.95时, 阵列对模态信
息的采样较为完整, 此时, GLRT 检测器的仿真检
测性能与其理论检测性能基本相同, 如图 7 (a)所
示, 忽略蒙特卡罗实验次数不足带来的统计误差,
可认为二者是完全相同的. 由图 4可知, 图 7 (b),
(c), (d)对应的 3种模态信息采样度都将使对应的
模态相关矩阵病态. 当MSD = 0.51时, GLRT检
测器的实际检测性能与其理论检测性能相同, 这
是因为模态信息非完备采样并没有改变GLRT 检
测器的统计特性 (由 3.2节的理论分析可知), 因此,
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GLRT检测器的仿真检测性能与其理论检测性能
应当相同. 然而, 随着MSD的减小, 模态相关矩
阵的最小特征值越来越逼近于 0, 具体地, 图 7 (b),
(c), (d)对应的模态相关矩阵的最小特征值分别达
到了 10−14, 10−17, 10−19的量级, 此时, 要精确计
算这类小特征值对应的谱成分需要非常高的计算

精度 [6,13]. 然而, 对于一个实际处理系统而言, 其
计算精度是有限的: 当处理系统的计算精度满足要
求时,该系统能够精确计算各阶谱成分的值、GLRT
检测器的仿真检测性能与其理论检测性能相同, 如
图 7 (b)所示;然而, 当MSD 为0.238和0.158时, 其
最小特征值分别达到了 10−17, 10−19的量级, 此时,
本文所采用的处理系统并不能精确地计算这部分

小特征值对应的谱成分, 计算上的数值误差将导致
GLRT检测器的仿真检测性能与其理论检测性能
不同, 如图 7 (c), (d)所示.

通过以上分析可知, 模态信息非完备采样将可
能导致GLRT检测器的仿真检测性能与其理论检
测性能之间存在一定的差异. 这是由处理系统计算
精度不满足要求导致的, 并非由模态信息非完备采
样直接造成. ESD不仅可以获得比GLRT检测器
更好的检测性能, 而且还可以很好地克服GLRT检

测器数值计算的不稳定性, 从而解决在模态信息非
完备采样程度较为严重的情况下, 检测器理论检测
性能与实际检测性能不符的问题.

4.3 ESD与GLRT检测器检测性能对比
仿真分析

将与模态相关矩阵最大特征值的比值小于

10−3的特征值所对应的谱成分均视作无效谱成分,
其余谱成分即为有效谱成分, 则图 8中 4种模态信
息采样度对应的有效谱个数d 分别为 11, 7, 3, 2.
需要说明的是, 虽然根据4.1节的仿真分析可知, 当
MSD = 0.51 时, GLRT检测器中应含有 6个有效
谱成分, 而根据本节给出的按照特征值大小对谱成
分进行分类的方法, 有效谱个数为 7, 两者存在一
定的差异, 但由于该差异非常小, 对ESD与GLRT
检测器检测性能的对比不会产生明显的影响, 并且
按照特征值的大小来确定GLRT检测器中的有效
谱成分相比4.1节中的方法更为简单、直接、易实现.
因此, 本节选择采用该方法来确定GLRT检测器中
的有效谱成分.图 8给出了这 4种检测环境下ESD
的仿真检测性能及其与GLRT检测器检测性能的
对比.
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图 7 (网刊彩色)不同MSD下GLRT检测器仿真检测性能与理论检测性能对比 (a) L = 120 m, MSD = 0.95;
(b) L = 65 m, MSD = 0.51; (c) L = 30 m, MSD = 0.238; (d) L = 20 m, MSD = 0.158
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由图 8可知: 1)当MSD为 0.95时, ESD的检
测性能与GLRT检测器的检测性能相同, 这是因为
此时GLRT 检测器的各阶谱成分都是有效谱成分
(d = 11), 所以, GLRT检测器与ESD是相同的, 两
者的检测性能也理应相同; 2)当模态信息采样不
完备时, ESD的检测性能要优于GLRT检测器的理
论检测性能, 如图 8 (b), (c), (d)所示; 并且, 随着
MSD的减小, ESD的检测性能相对GLRT检测器
理论检测性能的提高也逐渐增大, 图 8 (b), (c), (d)
对应的检测环境中检测性能的提高量分别近似为

0.5, 1.5 以及 2 dB; 3)根据 4.2节的仿真分析可知,
实际处理中, 随着模态信息非完备采样程度的增
加, 要精确计算GLRT检验统计量需要很高的计算

精度. 当计算精度满足要求时, GLRT 检测器的实
际检测性能与其理论检测性能相同, 此时, ESD 的
检测性能要优于GLRT检测器的实际检测性能, 如
图 8 (b)所示; 当计算精度不满足要求时, GLRT检
测器的实际检测性能与其理论检测性能之间存在

一定的偏差, 但对于计算精度较高的处理系统而
言, 这样的偏差与ESD的检测性能相对GLRT检
测器检测性能的提升相比还是较小, 因此, ESD的
检测性能总体上仍然要优于GLRT检测器的实际
检测性能, 如图 8 (c), (d)所示.

此外, 在MSD为 0.238和 0.158的情况下, 将
ESD的仿真检测性能与其理论检测性能 ((27)和
(29)式)进行对比, 结果如图 9所示.
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图 8 (网刊彩色)不同MSD下ESD与GLRT检测器检测性能对比 (d为有效谱个数) (a) MSD = 0.95 (d = 11);
(b) MSD = 0.51 (d = 7); (c) MSD = 0.238 (d = 3); (d) MSD = 0.158 (d = 2)
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图 9 (网刊彩色)不同MSD下ESD仿真检测性能与理论检测性能对比 (a) MSD = 0.238; (b) MSD = 0.158
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由图 9可知, 在模态信息非完备采样程度比较
严重的情况下, ESD的仿真检测性能与其理论检
测性能是相同的, 并没有出现图 7 (c), (d)所示的
GLRT检测器仿真检测性能与理论检测性能不同
的现象.这是因为ESD舍去的无效谱成分均是小特
征值对应的谱成分, 因此避免了处理系统计算精度
不足导致实际检测性能与理论检测性能不相符合

的现象. 此外, 仿真结果也表明了文中给出的ESD
的理论检测性能是正确的.

上述仿真分析说明, 当模态信息采样不完备
时, ESD的检测性能要优于GLRT检测器, 并且在
数值计算层面上也比GLRT检测器要稳健.

5 结 论

本文研究了模态信息非完备采样对海洋波导

中位置未知简谐声源GLRT检测器的影响, 得到了
如下结论.

1)位置未知简谐声源的GLRT检测器对目标
的检测概率由波导中传播模态的个数以及阵列输

出端的能量信噪比所决定.
2)模态信息非完备采样很容易导致模态相关

矩阵病态, 此时, 模态相关矩阵中存在一部分非常
接近于 0的特征值, 与这部分小特征值相对应的谱
成分受到特征值的影响, 对输入信号的空间处理增
益与其余某些谱成分相比非常小. 本文将与模态相
关矩阵小特征值相对应的谱成分称为无效谱成分,
将模态相关矩阵的大特征值对应的谱成分称为有

效谱成分. 有效谱成分对输入信号的处理增益之和
远大于无效谱成分对输入信号的处理增益之和, 因
此, 有效谱成分与无效谱成分分别对应了GLRT检
测器输出中的信号谱成分与噪声谱成分.

3)模态信息非完备采样并不会改变GLRT统
计量的统计特性, 因此, 不会改变GLRT检测器的
检测性能. 然而, 当模态信息非完备采样程度非常
严重时, 无效谱成分将影响到实际处理系统的数值
计算稳定性, 从而导致GLRT检测器的实际检测性
能与理论检测性能不相符.

根据模态信息非完备采样对GLRT检测器各
阶谱成分的影响, 本文通过提取与模态相关矩阵大
特征值相对应的谱成分, 提出了有效谱检测器. 当
模态信息采样不完备时, 该检测器比GLRT检测器
具有更好的检测性能以及数值计算稳定性, 并且,
非完备采样的程度越严重, ESD相对于GLRT 检

测器检测性能的提高越显著. 仿真实验对上述结论
以及有效谱检测器的有效性进行了验证.

附录

为描述简便 (忽略下角标), 令 ξ̂ = ξ̂MLE, 且令

ξ = u+ jv,

ξ̂ = û+ jv̂,

η = [uT vT]T,

η̂ = [ûT v̂T]T.

对于文中推导得到的GLRT 检测器, 根据文献 [18]可得

T (X) =
ξ̂H(EHE)ξ̂

σ2/2

= 2ξ̂HC−1

ξ̂
ξ̂

= η̂TC−1
η̂ η̂, (A1)

其中, Cξ̂ = σ2(EHE)−1, 表示复向量 ξ̂的协方差矩阵. 注
意, 由于考虑的模态函数是实函数, 因此, Cξ̂是实矩阵;

Cη̂ =
1

2

Cξ̂ 0

0 Cξ̂

[18]

,

该矩阵表示实向量 η̂的协方差矩阵. 对于C−1
η̂ , 有

C−1
η̂ = 2

C−1

ξ̂
0

0 C−1

ξ̂


=

2

σ2

EHE 0

0 EHE


=

2

σ2

UΛUT 0

0 UΛUT

 , (A2)

其中, EHE = UΛUT为Hermite矩阵EHE 的谱分解形

式, U为正交矩阵, Λ为对角阵, 对角线上的元素为矩阵
EHE的特征值. 由于EHE又为实对称矩阵, 因此, 其特
征值均为非负实数 [21], 进一步可将 (A2)式写作

C−1
η̂ =

2

σ2

UΛUT 0

0 UΛUT


=

√
2

σ2

UΛ1/2 0

0 UΛ1/2


×

√
2

σ2

UΛ1/2 0

0 UΛ1/2

T

= DTD, (A3)

其中, Λ1/2表示对Λ对角线上元素开平方后得到的矩阵,

D =

√
2

σ2

UΛ1/2 0

0 UΛ1/2

T

.
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令ρ = Dη̂, 有

cov(ρ) = E
{
[ρ− E(ρ)][ρ− E(ρ)]T

}
= E

[
D[η̂ − E(η̂)][η̂ − E(η̂)]TDT]

= Dcov(η̂)DT

= DD−1(D−1)TDT

= I. (A4)

由 (A4)式可知, 向量ρ的各个分量是不相关的, 又因为它
们是服从高斯分布的, 所以各分量又是统计独立的, 即,
ρ = Dη̂ ∼ N(Dη, I). 当不存在目标信号时, Dη = 0.

进一步可以得到

(Dη̂)TDη̂ = (Dη̂)TI ·Dη̂

= (Dη̂)T

IM×M 0

0 IM×M

Dη̂

=

M∑
i=1

(Dη̂)T

Ii 0

0 Ii

Dη̂, (A5)

其中, Ii表示仅有第 i行第 i列元素为 1其余元素均为 0的
M维方阵. 对于其中的第 i项, 有

(Dη̂)T

Ii 0

0 Ii

Dη̂ ∼ χ′2
2 (βi),

βi = (Dη)T

Ii 0

0 Ii

Dη,

(A6)

并且, i = 1, 2, · · · ,M , j = 1, 2, · · · ,M , 当 i ̸= j时,

(Dη̂)T

Ii 0

0 Ii

Dη̂

与

(Dη̂)T

Ij 0

0 Ij

Dη̂

统计独立. 此外,

(Dη̂)T

Ii 0

0 Ii

Dη̂

=
2

σ2
η̂T

UΛ1/2 0

0 UΛ1/2

Ii 0

0 Ii


×

Λ1/2UT 0

0 Λ1/2UT

 η̂

=
2

σ2
ξ̂HUΛ1/2IiΛ

1/2UTξ̂

=
2

σ2
XHE(EHE)−1

×UΛ1/2IiΛ
1/2UT(EHE)−1EHX

=
2

σ2
XHEUΛ−1UTUΛ1/2IiΛ

1/2UTUΛ−1UTEHX

=
2

σ2
XHEUΛ−1/2IiΛ

−1/2UTEHX

=
XHEuiu

T
i E

HX

Ntλiσ2/2
,

(Dη)T

Ii 0

0 Ii

Dη

=
2

σ2
ηT

UΛ1/2 0

0 UΛ1/2

Ii 0

0 Ii


×

Λ1/2UT 0

0 Λ1/2UT

η

=
2

σ2
ξHUΛ1/2IiΛ

1/2UTξ

=
NtA

2λia
Huiu

T
i a

σ2/2
, (A7)

其中, Ntλi表示矩阵EHE的第 i个特征值, λi表示模态相

关矩阵的第 i个特征值.
因此, GLRT检测器的各阶谱成分

XHE(uiu
T
i )E

HX

Ntλiσ2/2

的统计特性为
XHE(uiu

T
i )E

HX

Ntλiσ2/2
∼ χ′2

2 (βi),

βi =
NtA

2λia
Huiu

T
i a

σ2/2
,

(A8)

并且, 各阶谱成分是统计独立的. 当不存在目标信号时, 非
中心参量 βi为 0, 各阶谱成分所服从的统计分布退化为自
由度为 2的中心化卡方分布.
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Abstract
The generalized likelihood ratio test (GLRT) detector and its theoretical detection performance for an underwater

narrowband source with an unknown position are both given in this paper. Via the eigenvalue decomposition of the mode
correlation matrix (MCM), the GLRT detector is decomposed into different spectrum components corresponding to the
eigenvalues of the MCM. Based on the derived statistical property of each component, the spatial processing gain of each
spectrum component with respect to the input signal is obtained, which is proportional to the corresponding eigenvalue.
As there are several eigenvalues of the MCM approaching to zero when the modal information is incompletely sampled,
the components corresponding to these small eigenvalues contribute much less spatial processing gain to the input signal
than other components. By discarding the components corresponding to these small eigenvalues, the effective spectrum
detector (ESD) is proposed, of which the target signal component in the output is approximately identical to that of the
GLRT detector, and the noise in the ESD output is much less. Therefore, a much more robust detection performance is
obtained by ESD than by the GLRT detector. Numerical simulations in a typical shallow water environment demonstrate
that 1) the theoretical analyses, derivations and the effectiveness of the proposed ESD are verified; 2) the more incomplete
the modal information sampling is, the more significant performance improvement of ESD over the GLRT detector can
be acquired; 3) the numerical stability of the ESD is better than that of the GLRT detector.

Keywords: spatial processing gain, small eigenvalues, effective spectrum detector, incomplete modal
information sampling
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