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基于能量转换原理的磁电层合材料

低频磁电响应分析∗

代显智†

(西华师范大学物理与电子信息学院, 南充 637009)

( 2014年 4月 9日收到; 2014年 6月 13日收到修改稿 )

提出了一种基于能量转换原理的磁致伸缩/压电层合材料低频磁电响应模型, 并对不同层合结构的磁电
响应特性进行了对比研究. 该模型假定层合材料层间能量传递通过层间剪切力来实现, 利用应力函数法分析
了磁致伸缩层和压电层的应力与应变, 求出了磁致伸缩层的应变能和存储磁场能以及压电层的应变能和电
场能; 利用Hamilton最小能量原理求出了层间剪切力的大小, 获得了开路状态下层合材料的低频磁电响应模
型. 发现磁电电压系数与磁致伸缩材料的磁导率、泊松比、磁机耦合系数以及压电材料的泊松比、机电耦合系
数等有关, 并对这些参数的影响进行了分析. 同时对两层和三层结构的层合材料磁电特性进行了对比研究,
发现层合结构不同则获得的磁电系数公式不同, 用相应的公式计算得到的误差才会最小. 研究结果表明, 本
文的理论误差小于 6.5%, 与其他方法相比, 本文的理论模型能更好地描述磁电层合材料的低频磁电响应特性.
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1 引 言

磁电层合材料是由磁致伸缩材料和压电材料

层合而成, 它具有良好的磁电效应, 其磁电效应远
高于单相材料的磁电效应 [1], 在磁场检测 [2,3]、能

量采集 [4]、能量传输 [5]等领域具有潜在的应用价

值 [6]. 影响磁电层合材料磁电效应的因素很多 [7,8],
很难建立一套完善的理论模型描述其磁电响应特

性. 目前, 磁电层合材料理论分析方法主要有弹性
力学法 [9]、Green函数法 [10,11]、等效电路法 [12,13]、

有限元法 [14]等. 弹性力学方法一般假设材料具有
立方对称性且各处应力应变相等, 利用材料的力学
本构方程及力学平衡方程, 建立层合材料的磁电响
应模型. Harshe 等 [15]利用弹性力学法推导了层合

材料的磁电系数, 但他们仅考虑了界面理想结合的
情况. Nan[10] 利用Green 函数法建立了磁电层合

材料的磁电响应模型, 他们也只考虑了界面理想结
合的情况, 且其计算过于复杂. Dong 等 [12] 在弹性

力学方法的基础上, 引入材料的运动学方程, 得到
了层合材料等效电路. 等效电路法考虑了压电材料
的机电耦合效率, 而且可以讨论夹持方式的影响.
但这些方法用于研究磁电层合材料的低频磁电响

应时, 获得的理论值与实验值有较大的差异.
为了修正这种理论差异, 文献 [16, 17]考虑退

磁场的影响, 他们在等效电路法的基础上引入了退
磁因子, 考虑退磁场的影响. 但在低频情况下, 考
虑退磁场影响的理论结果仍与实验结果有一定的

差异. Bichurin等 [18]认为磁致伸缩层与压电层不

是理想粘接, 存在层间滑移, 他们在弹性力学方法
的基础上引入界面耦合系数k来修正. 虽然这种
方法能更好地关联理论与实验数据, 但层间滑移
不大可能发生在粘接层较薄且连续粘合的接口处,
即这种差异不可能完全由粘接层引起. Chang 和
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Carman[19]提出了考虑层间剪切应力和退磁场影

响的模型, 他们提出的理论能很好地解释实验结
果, 但他们没有给出磁电系数的显示表达式, 不便
于分析与结果的引用, 且无法讨论磁导率、泊松比、
磁机耦合系数带来的影响.

实验研究表明, 两层的磁致伸缩/压电 (MP)和
三层的磁致伸缩/压电/磁致伸缩 (MPM)结构的磁
电系数不同, 两者实验值相差很大. 但是, 等效电
路法以及Harshe等 [15]提出的弹性力学法无法描

述这种不同, 因为他们的理论推导前提都假设层合
材料所有层为等应力等应变, 导致两层和三层结构
的理论结果相同. Chang 等提出的模型能够描述
这种不同, 但他们的模型无法讨论磁导率、泊松比、
磁机耦合系数带来的影响.

为了解决这些问题, 有必要对现有理论进行改
进. 本文提出了一种基于能量转换原理的磁电层
合材料低频磁电响应模型, 该模型考虑了剪切应
力和磁致伸缩层存储磁场能的影响. 当考虑剪切
应力影响时, 磁致伸缩层和压电层的应变为非等长
应变, 可使计算结果更接近实验结果. 而等效电路
法、Harshe等提出的弹性力学法把层合材料视为等
长应变 [15,20,21], 会导致外加磁场能量更多地传递
到压电层, 使计算值远大于实验值. 因此基于能量
转换原理建立的磁电响应模型, 可以使理论结果更
符合实验结果, 且能讨论更多参数对磁电系数的影
响, 如可以讨论磁致伸缩材料的磁导率、泊松比、磁
机耦合系数以及压电材料的泊松比等参数的影响,
还可研究不同层合结构对磁电输出特性的影响.

2 理论分析

2.1 工作模式

本文对MP层合结构进行详细讨论. MP层合
结构的模型如图 1所示, 图 1中坐标原点建立在压

电层的中心点处. 层合材料的长和宽分别为 l和

w, 磁致伸缩和压电层的厚度分别为 tm 和 tp, 且
l ≫ tm, tp. 磁致伸缩层沿长度方向磁化 (L), 压电
层沿厚度方向极化 (T ), 外加磁场H沿长度方向作

用于层合材料, 层合材料工作在L-T模式. 在交变
磁场作用下, 磁致伸缩层沿长度方向振动, 内部产
生应力和应变, 磁致伸缩层的振动通过胶层传递到
压电层, 使压电层与磁致伸缩层一起振动, 压电层
内部也产生应力和应变, 在应力的作用下, 压电层
将在厚度方向产生电输出.

从能量转换的角度看, 外部磁场能将被转换为
磁致伸缩层的应变能、机械动能、存储磁场能以及

压电层的应变能、机械动能和电场能. 其中, 应变能
指磁致伸缩层和压电层产生形变具有的形变势能,
该能量的大小可通过应力和应变来计算; 存储磁场
能指磁致伸缩层放置在外部磁场中, 内部仍然存在
磁场, 该磁场具有的能量即为存储磁场能. 下面将
对这些能量展开讨论, 并求出层合材料的磁电响应
特性.
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图 1 层合材料结构示意图

2.2 应力与能量分析

由于层合材料的结构对称, 以中心截面x = 0

为分界面, 左右两部分结构的应力完全对称. 故层
合材料的应力分析可按右半部分来分析. 分析时做
出如下假设: 1)假定磁致伸缩层和压电层通过胶层
理想地粘合在一起; 2) 忽略胶层厚度以及横向磁场
的影响; 3)磁致伸缩层与压电层完全通过剪切力来
传递应变, 剪切力 q是一个沿x轴方向均匀分布的

剪切力. 磁致伸缩层和压电层的受力分析如图 2所

示. 图中, σpx, σpz分别为压电层x, z 方向的应力;
τpxz, τpzx分别为压电层左右侧面和上下面的切应

力; σmx, σmz分别为磁致伸缩层x, z 方向的应力;
τmxz, τmzx分别为磁致伸缩层左右侧面和上下面的

切应力. 根据切应力互等定理 [22]有: τpxz = τpzx,
τmxz = τmzx.

由弹性力学相关知识知, 层合材料的应力问题
为平面应力问题. 压电层的应力分析可采用应力函
数法来分析, 具体求解方法见弹性力学 [22]和附录

A. 压电层的应力为

σpx =
q(l − 2x)(6z + tp)

2t2p
, (1)

σpz = 0, (2)

τpxz =
q(6z − tp)(2z + tp)

4t2p
. (3)
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压电层的本构方程为

Spx = sE11σpx + d31,pE, (4)

D = d31,pσpx + εT
33E, (5)

式中, E, D分别是为压电层沿厚度方向的电位
移和电场强度; Spx为压电层x 方向的应变; sE

11,
d31,p, εT

33分别是压电材料的柔顺系数、压电系数以

及介电常数.
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图 2 (a) 层合材料外部受力分析示意图; (b) M 层和P
层内部各取一微元的受力分析示意图

在开路状态下, D = 0, 由 (5)式可求出开路时
的电场强度为

E = −d31,pσpx/ε
T
33. (6)

由 (1)和 (4)式, 可求出开路状态时压电层的应变
Spx为

Spx =
q(sE

11ε
T
33 − d231,p)(l − 2x)(6z + tp)

2εT
33t

2
p

. (7)

压电层的切应变γpxz为

γpxz = 2sE
11(1 + µp)τpxz

=
qsE

11(1 + µp)(6z − tp)(2z + tp)

2t2p
, (8)

式中, µp为压电材料的泊松比.
压电层的应变能Up为

Up =
1

sE
11(1 + µp)

×
∫ tp/2

−tp/2

∫ w/2

−w/2

∫ l/2

0

(
1− µp
1− 2µp

S2
px +

1

2
γ2pxz

)
dxdydz

=
wl3q2(1− µm)(d231,p − sE

11ε
T
33)

2

6sE
11(ε

T
33)

2(1− 2µm)(1 + µp)tp

+
2

15
wlq2sE

11(1 + µp)tp. (9)

压电层存储的电场能Mp为

Mp = εT
33

∫ tp/2

−tp/2

∫ w/2

−w/2

∫ l/2

0

E2

× dxdydz

=
l3q2wd231,p
6εT

33tp
. (10)

磁致伸缩层的应力可采用下述方法求解: 应
力由特解和补充解两部分组成, 特解部分可由磁
弹性位移势函数ψ求出, 补充解可由应力函数法求
出 [22]. 具体求解方法见附录B. 磁致伸缩层的应
力为

σmx =
q(l − 2x)

2t2m
(6z − 4tm − 3tp), (11)

σmz = 0, (12)

τmxz =
q(6z − 2tm − 3tp)(2z − 2tm − tp)

4t2m
. (13)

磁致伸缩层的本构方程为

Smx = sH
33σmx + d33,mH, (14)

B = d33,mσmx + µT
33H, (15)

式中, H为外加磁场的磁场强度; B, Smx分别是

磁致伸缩层的磁感应强度和x 方向的应变; sH
33,

d33,m, µT
33分别是磁致伸缩材料的柔顺系数、压磁

系数以及磁导率.
将 (11)式代入 (14)式, 得到磁致伸缩层应变

Smx为

Smx = d33,mH

+
qsH

33(l − 2x)(6z − 4tm − 3tp)

2t2m
. (16)

磁致伸缩层的切应变γmxz为

γmxz = 2sH
33(1 + µm)τmxz =

2qsH
33(1 + µm)(6z − 2tm − 3tp)(2z − 2tm − tp)

4t2m
, (17)

式中, µm为磁致伸缩材料的泊松比.
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磁致伸缩层的应变能UM为

UM =
1

sH
33(1 + µm)

∫ tm+tp/2

tp/2

∫ w/2

−w/2

∫ l/2

0

(
1− µm
1− 2µm

S2
mx +

1

2
γ2mxz

)
dxdydz

=

lw

30H2d233,mt
2
m(1− µm)− 15HlqsH

33d33,mtm(1− µm)

+2q2(sH
33)

2[5l2(1− µm) + 4t2m(1 + µm)2(1− 2µm)]


60sH

33(1− µm − 2µ2
m)

. (18)

磁致伸缩层在外界磁场的作用下, 将一部分外界磁场能转化为存储磁场能MM, 其值为

MM =
1

µT
33

∫ tm+tp/2

tp/2

∫ w/2

−w/2

∫ l/2

0

B2dxdydz

=
1

12
lw

(
2l2q2d233,m
µT
33tm

+ 6H2µT
33tm − 3Hlqd33,m

)
. (19)

2.3 磁电响应分析

从上面的分析可看出, 磁致伸缩层和压电层的应力以及能量都与剪切力 q有关. q的大小可由Hamilton
最小能量原理求出. 根据Hamilton最小能量原理, 对一个动态系统, 在满足变形连续条件的所有可能位
移中, 只有真实位移使得系统总能量达到最小值 [22]. 在低频或静态时, 层合材料的机械动能忽略不计, 由
Hamilton原理得

δ(UP +MP + UM +MM) = 0, (20)

式中, δ为变分操作.
由于UP, MP, UM, MM都与惟一的未知数 q相关, 求解 (20)式相当于在求函数UP +MP +UM +MM取

最小值时对应的 q 值, 即求解 (20)式归结于求 ∂(UP +MP + UM +MM)

∂q
= 0. 将 (9), (10), (18), (19)式代

入 (20)式, 利用d231,p = k231,pε
T
33s

E
11 (其中, k31,p为压电材料的机电耦合系数), 结合数学软件Mathematica

求解, 可得到 q的值为

q =
15H(1− µm − µ2

m)(1 + µp)µ
T
33d33,mtmtpl

10(1 + µp)tpl
2[(1− µm)µT

33s
H
33 + (1− µm − 2µ2

m)d233,m]

+8(1 + µm)2(1− 2µm)(1 + µp)µ
T
33s

H
33t

2
mtp

+2(1 + µm)µT
33s

E
11tm[−5l2k231,p(1− µp + 2µmµp)

+5l2k431,p(1− µm) + 5l2(1− µm) + 4(1− 2µm)(1 + µp)
2t2p]



. (21)

由 (1)和 (6)式知, 压电层的电场强度E是一个关于x和 z的变量, 其平均值为

Ē =

∫ tp/2

−tp/2

∫ l/2

0

(−d31,pσpx/ε
T
33)dxdz

tpl/2
. (22)

由 (1), (21), (22)式和 g31,p = d31,p/ε
T
33 (其中, g31,p为压电材料的横向压电电压系数), 可求出MP磁电

层合材料的磁电系数αE31_MP为

αE31_MP =|dĒ/dH|

=

15

8
(1− µm − µ2

m)(1 + µp)µ
T
33d33,mg31,ptml

2

5(1 + µp)tpl
2[(1− µm)µT

33s
H
33 + (1− µm − 2µ2

m)d233,m]

+4(1 + µm)2(1− 2µm)(1 + µp)µ
T
33s

H
33t

2
mtp

+(1 + µm)µT
33s

E
11tm[−5(1− µp + 2µmµp)l

2k231,p

+5(1− µm)l2k431,p + 5(1− µm)l2 + 4(1− 2µm)(1 + µp)
2t2p]



. (23)
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由于有 l ≫ tm, tp, 略去上式中的两项小项, 上式可简化为

αE31_MP =

3

8
λ3µ

T
33d33,mg31,ptm

λ1(1− λ2k231,p + k431,p)s
E
11µ

T
33tm + (µT

33s
H
33 + λ4d233,m)tp

, (24)

式中, λ1 = (1 + µm)/(1 + µp), λ2 = (1 − µp + 2µmµp)/(1 − µm), λ3 = (1 − µm − µ2
m)/(1 − µm), λ4 =

(1− µm − 2µ2
m)/(1− µm).

令n = tm/tc, tc = tm + tp, n为磁致伸缩材料的层合比, tc为层合材料的总厚度, 并利用 d233,m =

k233,mµ
T
33s

H
33 (其中, k33,m为磁致伸缩材料的磁机耦合系数), (24)式变为

αE31_MP =
3

8
× nλ3d33,mg31,p
nλ1(1− λ2k231,p + k431,p)s

E
11 + (1− n)(1 + λ4k233,m)sH

33

. (25)

层合材料的磁电电压系数αV 31_MP的定义为αV 31_MP = |dV /dH|, 利用V = Ētp和 (25)式可求出
αV 31_MP为

αV 31_MP =
3

8
× n(1− n)λ3d33,mg31,ptc
nλ1(1− λ2k231,p + k431,p)s

E
11 + (1− n)(1 + λ4k233,m)sH

33

. (26)

为了比较, 这里也给出等效电路法的公式 [23]:

α′
V 31 =

n(1− n)d33,mg31,ptc
n(1− k231,p)s

E
11 + (1− n)sH

33

. (27)

比较上述两式, 最大差异为: 本文推导的公式还与磁致伸缩材料的泊松比、磁机耦合系数以及压电材料
的泊松比有关, 且整个表达式多了3/8这个系数. 这使得本文结果与实验结果更接近.

按同样的方法可推导出MPM结构在L-T模式下的磁电系数和磁电电压系数 [24], 分别为

αE31_MPM =
3

2
× nλ3d33,mg31,p
nλ1(1− λ2k231,p + k431,p)s

E
11 + 4(1− n)(1 + λ4k233,m)sH

33

, (28)

αV 31_MPM =
3

2
× n(1− n)λ3d33,mg31,ptc
nλ1(1− λ2k231,p + k431,p)s

E
11 + 4(1− n)(1 + λ4k233,m)sH

33

. (29)

MP与MPM结构的磁电系数公式的不同在
于: 整个表达式的系数不同; 分母中机电耦合系数
所在项的系数不同. 因此不能用MPM结构的公式
研究MP的磁电特性, 否则会带来较大的误差. 反
之亦然.

3 数据分析与讨论

下面以Terfenol-D/PZT磁电层合材料构成的
MP和MPM结构,讨论其磁电响应特性. 实验和理
论讨论的Terfenol-D和PZT的相关参数为 [25,26]:

d33,m = 1.1× 10−8 m/A,

sH
33 = 4× 10−11 m2/N,

µr = 5 (µr为磁致伸缩材料的相对磁导率),
µm = 0.328, d31,p = −275 pC/N, sE

11 = 16.7 ×
10−12 m2/N, k31,p = 0.4, εT

33/ε0 = 3200(ε0 =

8.85× 10−12 F/m), µp = 0.34.

由 (23)式知, 层合材料的磁电系数与层合材料
的长度相关. 利用 (23)式做出MP结构的磁电系
数与 l/tm的关系曲线, 如图 3所示. 从图 3可看出,
l/tm 比值大于5 以后, 层合材料的长度对磁电系数
几乎无影响.

在理论推导过程中, 对磁电系数 (23)式进行了
化简, 获得 (24)式. 利用上述Terfenol-D和PZT的
参数求得简化公式误差为 0.53%, 可见简化公式带
来的误差很小, 可忽略不计.

实验中制作了多个MP、MPM结构的磁电
换能器, 换能器中的Terfenol-D和PZT厚度为
tp = tm = 1 mm. 即有MP结构的总厚度 tc =

2 mm, MPM结构的总厚度为 tc = 3 mm. 实验测
得的MP结构最大磁电电压系数为 39.26 mV/Oe
(或 0.3926 V/(cm·Oe)), MPM 结构最大磁电电压

系数为 86.85 mV/Oe (或 0.8685 V/(cm·Oe)). 利
用 (26)和 (29)式, 计算MP结构的磁电电压系
数为 41.78 mV/Oe, MPM结构的磁电电压系数
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为 89.54 mV/Oe. MP和MPM结构的理论误差
分别为 6.42% 和 3.10%. 采用等效电路法计算
MP和MPM结构的理论值分别为 153.01 mV/Oe
和 229.52 mV/Oe, 它们分别是实验值的 3.897和
2.646倍. 由此可见本文提出的理论能很好地解释
不同层合结构的实验结果.
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图 3 磁电系数αE31_MP与 l/tm的关系

当MP和MPM结构的总厚度相同 tc = 3 mm
时, 利用 (26)和 (29)式, 可计算出MP和MPM 结

构的磁电电压系数与层合比n的关系, 如图 4所

示. 为了比较, 图中也给出了等效电路法的结果,
以ECM表示. 从图 4可看出: 1) 等效电路法的结
果大于本文MP 和MPM结构的结果, 多数情况为
2—3 倍; 2) MP结构的磁电电压系数小于MPM
结构的磁电电压系数, 它们的磁电电压系数分别
为62.64和86.85 mV/Oe, 且MP和MPM结构的最
佳层合比不相同, 它们的最佳层合比分别为 0.66
和 0.795. 因此MP和MPM 结构无法用一个相同

的公式来计算, 否则会产生差异. 例如, 层合比
n = 0.667时, MP和MPM结构的磁电电压系数分
别为66.94和89.54 mV/Oe,若用MPM结构来计算
MP结构的磁电电压系数会产生33.76% 的误差.

利用 (26)和 (29)式还可以讨论压电材料泊松
比µp、磁致伸缩材料泊松比µm和相对磁导率µr

对磁电电压系数的影响. 由于这些参数对MP和
MPM结构具有相同的影响规律, 下面仅讨论这
些参数对MP结构磁电电压系数的影响. 当保持
tm = 1 mm, tp = 1 mm不变时, MP结构的磁电
电压系数随µp和µm变化的规律如图 5所示. 从
图 5可看出: 1)磁致伸缩材料泊松比µm对磁电电

压系数的影响较大, 如保持µp = 0.3不变, µm 从

0.2变化到 0.4, 磁电电压系数由 42.94 mV/Oe变为
37.19 mV/Oe, 减少 13.39%; 2)压电材料泊松比µp

对磁电电压系数影响较小, 如保持µm = 0.35 不变,

µp从0.4变化到0.2,磁电电压系数由40.30 mV/Oe
变为 38.70 mV/Oe, 减少 3.97%. 磁致伸缩材料泊
松比对磁电电压系数影响较大的原因可能在于: 泊
松比大会使更多的能量转化为横向弹性势能, 使得
传递到压电层的能量减小, 从而使磁电电压系数减
小. 为了提高磁电输出, 应尽量选择低泊松比的磁
致伸缩材料和高泊松比的压电材料.
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图 4 磁电电压系数αV 31与层合比 n的关系
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图 5 磁电电压系数αV 31_MP与 µp, µm的关系

当保持 tm = 1 mm, tp = 1 mm不变时, 将
d33,m = k33,m

√
µT
33s

H
33代入 (26)式, 可求出MP结

构的磁电电压系数随磁机耦合系数k33,m、相对磁

导率µr (µr = µT
33/µ0, µ0为真空磁导率)的变化规

律如图 6所示. 从图 6可看出: 1) 当磁导率相同时,
磁电电压系数随磁机耦合系数的增大而增大; 2) 保
持磁机耦合系数不变时, 磁电电压系数与磁导率的
平方根成正比, 即随着磁导率的增大而增大. 所以
对于磁机耦合系数小的材料, 若其磁导率大也能获
得较大的磁电电压系数, 如k33,m = 0.3, µr = 3000

时的磁电系数达到 507.8 mV/(cm·Oe). Dong 等
[23]就是利用这个特性, 使用高磁导率的FeBSiC 磁
致伸缩材料得到了较大的磁电电压系数, 低频时其
值达到345 mV/(cm·Oe).
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图 6 MP结构的磁电电压系数αV 31_MP与µr和 k33,m

的关系

4 结 论

本文提出了一种基于能量转换原理的磁致伸

缩/压电层合材料低频磁电响应模型, 该模型能很
好地解释MP和MPM结构的实验结果. 理论模型
显示, 层合材料的低频磁电响应特性与磁致伸缩材
料的泊松比、磁导率、磁机耦合系数以及压电材料

的泊松比等参数相关. 通过对这些参数的分析以及
MP和MPM结构的磁电输出讨论, 可得到如下结
论: 1)磁致伸缩材料的泊松比对磁电电压系数影响
较大, 而压电材料的泊松比影响较小, 为了获得高
的磁电输出, 应尽量选用低泊松比的磁致伸缩材料
和高泊松比的压电材料; 2) 磁致伸缩材料的磁导率
和磁机耦合系数越大, 磁电电压系数就越大, 对于
磁机耦合系数小、磁导率高的层合材料也可能获得

高的磁电电压系数; 3)不同层合结构的磁电特性不
同, 不能用统一的公式描述不同层合结构的磁电输
出; 4)在相同的厚度和层合比下, MPM结构的磁
电电压系数高于MP结构的磁电电压系数.

附录A 压电层应力分析

压电层的应力采用应力函数法来求解 [22,24]. 设应力
函数为φp, 由于层合材料无 z方向载荷作用, 所以 z方向纤

维互不积压, 故有σpz = 0, 即

σpz =
∂2φp

∂x2
= 0. (A1)

由 (A1)式可得

φp = xf1(z) + f2(z), (A2)

式中, f1(z), f2(z)为待定的关于变量 z的函数.
将 (A2)代入相容方程

∂4φp

∂x4
+ 2

∂4φp

∂x2∂z2
+
∂4φp

∂z4
= 0,

得到

x
d4f1(z)

dz4 +
d4f2(z)

dz4 = 0. (A3)

因为对于任意的 x值 (A3)式都要成立, 所以有 d4f1(z)

dy4 =

0和
d4f2(z)

dy4 = 0. 由此得到

f1(z) = ap3z
3 + ap2z

2 + ap1z + ap0, (A4)

f2(z) = bp3z
3 + bp2z

2 + bp1z + bp0, (A5)

式中, ap0—ap3, bp0—bp3为待定常数. 将 (A4)和 (A5)式
代入 (A2)式, 得

φp = x(ap3z
3 + ap2z

2 + ap1z + ap0)

+ bp3z
3 + bp2z

2 + bp1z + bp0. (A6)

由于φp的一次项和常数项对应力分量无影响, 可以令
ap0 = 0, bp0 = 0, bp1 = 0. (A6)式变为

φp =x(ap3z
3 + ap2z

2 + ap1z)

+ bp3z
3 + bp2z

2. (A7)

压电层的应力为

σpx =
∂2φp

∂z2

= 6ap3xz + 2ap2x+ 6bp3z + 2bp2, (A8)

σpz =
∂2φp

∂x2
= 0, (A9)

τpxz = τpzx

= − ∂2φp

∂x∂z

= −3ap3z
2 − 2ap2z − ap1. (A10)

由边界条件

τpzx|z=tp/2 = q, τpzx|z=−tp/2 = 0, σpx|x=l/2 = 0,

近似边界条件 ∫ tp/2

−tp/2

τpxz|x=l/2dy = 0

可得到 5个方程 (注: 由 σpx|x=l/2 = 0边界条件, 对于任意
z值都成立可获得 2个方程), 求出 (A8)—(A10)式中 5个未
知系数. 分别为

ap1 =− q(2tm + tp)(2tm + 3tp)

4t2m
,

ap2 =
q(4tm + 3tp)

2t2m
,

ap3 =− q

t2m
,

bp2 =
d33,mH3

2sH
33

− ql(4tm + 3tp)

4t2m
,

bp3 =
ql

2t2m
. (A11)
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将 ap1—ap3, bp2—bp3代入 (A8)—(A10)式, 得

σpx =
q(l − 2x)(6z + tp)

2t2p
, (A12)

σpz = 0, (A13)

τpxz =
qz(3z + tp)

t2p
− q

4
. (A14)

附录B 磁致伸缩层应力分析

磁致伸缩层的形变由两种形变叠加而成: 一是外界磁
场会使其产生形变, 另一部分是外力作用使其产生形变 (外
力来自于压电层与磁致伸缩层间的切力 q, 见图 2 ). 这使得
磁致伸缩层的应力求解比压电层更难. 但可采用下述方法
求解: 磁致伸缩层的应力由特解和补充解两部分组成, 特解
部分可由磁弹性位移势函数ψ求出, 补充解由应力函数法
求出 [22,24]. 磁弹性位移势函数ψ应满足如下微分方程:

∇2ψ = (1 + µm)d33,mH. (B1)

利用ψ可求出位移特解对应的应力分量 [22,24]:

σ′
mx = − 1

sH
33(1 + µm)

∂2ψ

∂z2
, (B2)

σ′
mz = − 1

sH
33(1 + µm)

∂2ψ

∂x2
, (B3)

τ ′mxz =
1

sH
33(1 + µm)

∂2ψ

∂x∂z
. (B4)

为了求出磁致伸缩层应力的一个特解, 可取

ψ = (1 + µm)d33,mHz
2/2.

该ψ不仅满足 (B1)式, 而且求出的应力特解比较简单, 便
于补充解的求解. 将ψ 代入 (B2)—(B4)式, 可求出位移特
解对应的应力分量为

σ′
mx = −d33,mH

sH
33

,

σ′
mz = 0, τ ′mxz = 0. (B5)

为满足边界条件, 设想在边界上施以与上述应力分量
大小相同、方向相反的力, 把由此引起的应力作为补充解,
该补充解也可利用应力函数法来求解, 其分析方法与压电
层分析方法相同. 设应力函数为φm, 可获得如下应力函数:

φm = x(am3z
3 + am2z

2 + am1z)

+ bm3z
3 + bm2z

2, (B6)

式中, am1—am3, bm2—bm3为待定常数.
补充解的应力分量为

σ′′
mx =

∂2φm

∂z2

= 6a3xz + 2a2x+ 6b3z + 2b2, (B7)

σ′′
mz =

∂2φm

∂x2
= 0, (B8)

τ ′′mxz = τ ′′mzx = −∂
2φm

∂x∂z

= −3a3z
2 − 2a2z − a1. (B9)

由边界条件

τ ′′mzx|z=tm+tp/2 = 0,

τ ′′mzx|z=tp/2 = q,

σ′′
mx|x=l/2 =

d33,mH

sH33
,

近似边界条件 ∫ tm+tp/2

tp/2

τ ′′mxz|x=l/2dz = 0

(注: 由 σ′′
mx|x=l/2 =

d33,mH

sH33
边界条件, 对于任意 z值都成

立可获得 2个方程), 求出 (B7)—(B9)式中 5个未知系数,
分别为

am1 = −q − 2q
tp
tm

−
3qt2p
4t2m

,

am2 =
2q

tm
+

3qtp
2t2m

,

am3 = − q

t2m
,

bm2 =
1

2

d33,mH

sH33
− l

4t2m
(4qtm + 3qtp),

bm3 =
ql

2t2m
. (B10)

所以磁致伸缩层的应力为

σmx = σ′
mx + σ′′

mx

=
q(l − 2x)

2t2m
(4tm + 3tp − 6z), (B11)

σmz = σ′
mz + σ′′

mz = 0, (B12)

τmxz = τ ′mxz + τ ′′mxz

=
qz(3z − 4tm − 3tp)

t2m

+
q(4t2m + 8tmtp + 3t2p)

4t2m
. (B13)
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Abstract
A low frequency magnetoelectric (ME) response model of magnetostrictive/piezoelectric laminate composite is

presented based on energy conversion principle, and ME response characteristics of different laminate structures are
compared in this paper. In this model it is assumed that the energy transfer between the layers of the composite
laminates is achieved by the interlayer shear force. The stresses and strains of the magnetostrictive and piezoelectric
layers are analyzed by the stress function method. While the strain and stored magnetic energy of magnetostrictive layers
and the strain and electric field energy of piezoelectric layers are solved. Under open-circuit conditions, the interlayer
shear force and the low frequency ME response model of laminate composites are obtained by using Hamilton principle
of minimum energy. The theoretical results show that the ME voltage coefficient is related to the Poisson ratio, magnetic
permeability, magnetomechanical coupling coefficient of magnetostrictive material, Poisson ratio, and electromechanical
coupling coefficient of piezoelectric material. The influences of these parameters are analyzed. The magnetoelectric
characteristics of two- and three-tier laminated structures are compared in this paper, showing that different laminated
structures have different formulas for ME coefficient and calculation errors will be smaller when the corresponding ME
coefficient formula is used. The experimental results show that the analytical error is smaller than 6% and the model
can better describe the low frequency ME response characteristics of laminated magnetoelectric materials.

Keywords: magnetoelectric laminated material, magnetoelectric response, energy conversion principle,
shear stress
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